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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íåãîëîíîìíàÿ ãåîìåòðèÿ [17] â ñîâðåìåííîì
ïîíèìàíèè � ýòî ãåîìåòðèÿ ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn,

íà êîòîðîì çàäàíî k-ìåðíîå ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å. ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå x ∈ Mn k-ìåðíóþ
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü. Òàêîå k-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàþò (n −
k) íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè Ïôàôôà. Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ
ãîëîíîìíûì, åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ïôàôôà âïîëíå èíòåãðèðóåìà
[12], ò.å åñëè ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó x ∈ Mn ïðîõîäèò k-ìåðíîå
èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå [9], êîòîðîå â êàæäîé ñâîåé òî÷êå êàñàåòñÿ
ïëîñêîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà Mn âîçíèêàåò k-ìåðíîå
ñëîåíèå [8], ò.å ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x ∈ Mn ïðîõîäèò îäíî ( è òîëüêî
îäíî) k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ Mn. Åñëè æå ñèñòåìà
èç (n− k) óðàâíåíèé Ïôàôôà, çàäàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå, íå ÿâëÿåòñÿ
âïîëíå èíòåãðèðóåìîé, ò.å. íå èìååò èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé
ðàçìåðíîñòè k, òî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ íåãîëîíîìíûì [21].

×òî êàñàåòñÿ òåðìèíà “íåãîëîíîìíàÿ ïîâåðõíîñòü“, òî åãî ââåë
Ý.Áîðòîëîòòè [18], [19] äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîâîêóïíîñòè èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ óðàâíåíèÿ Ïôàôôà, çàäàííîãî â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå.

Âàæíåéøàÿ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè � ýòî
äèíàìèêà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Íàïðèìåð,
ïðè îïèñàíèè êà÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè äðóãîãî òåëà
ñ ó÷åòîì òðåíèÿ âîçíèêàþò íå âïîëíå èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ. Â
ìåõàíèêå ðåøåíèþ òàêîãî âèäà çàäà÷ óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå.

Êðîìå òîãî, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En íåãîëîíîìíàÿ
ãåîìåòðèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ ãåîìåòðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ [2], [14].

Âåêòîðíûå æå ïîëÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿþòñÿ êàê ïîëÿ
ñêîðîñòåé ïîòîêîâ æèäêîñòåé, à òàêæå â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
Âåêòîðíûå ïîëÿ ïîñòîÿííîé äëèíû èñïîëüçóþòñÿ ïðè îïèñàíèè
æèäêèõ êðèñòàëëîâ.
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Ñåðüåçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû ïî íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè,
ïîÿâèâøèåñÿ â 20-40-õ ãîäàõ 20-ãî ñòîëåòèÿ [5], [6], [7], [20], [22],
îïèñûâàþò â îñíîâíîì îáùèå ñõåìû ãåîìåòðè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Íà÷èíàÿ ñ øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëîñü
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè ñ êîíêðåòíûì
ñîäåðæàíèåì. Ñðåäè íèõ � ðàáîòû ïî íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè
ëèíåé÷àòûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîñòàòî÷íûé ïåðå÷åíü ïîñëåäíèõ
ñîäåðæèòñÿ â [17].

Â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ ïîÿâèëèñü ñåðüåçíûå ðàáîòû ïî
ðàñïðåäåëåíèÿì â àôôèííîì, ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâàõ è â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ çàäàííîé ñâÿçíîñòüþ [1], [3], [4], [10], [11], [15].

Êàê ãåîìåòðèÿ ïîâåðõíîñòåé íå ìîãëà áû õîòÿ áû â êàêîé-òî ìåðå
ñ÷èòàòüñÿ çàêîí÷åííîé, åñëè áû íå áûëè èññëåäîâàíû êîíêðåòíûå
âèäû ïîâåðõíîñòåé, òàê è òåîðèÿ “íåãîëîíîìíûõ ïîâåðõíîñòåé“
(ïî÷òè íå èìåþùàÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ) íå äîëæíà îãðàíè÷èâàòüñÿ
ðåçóëüòàòàìè òîëüêî îáùåãî õàðàêòåðà.

Òàêèì îáðàçîì, âñå âûøåèçëîæåííîå ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü
çàäà÷ó ãåîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ íåãîëîíîìíûõ
ïîâåðõíîñòåé àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ
â 3-õ è 4-õìåðíîì åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíèå
îñíîâíûõ èíâàðèàíòîâ è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ëèíèé êðèâèçíû 1-ãî
è 2-ãî ðîäà, àñèìïòîòè÷åñêèõ, ýêâèäèðåêöèîííûõ è ãåîäåçè÷åñêèõ
ëèíèé, òàêæå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íàèáîëåå âàæíûõ
íåãîëîíîìíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ. Êðîìå òîãî, îäíà èç
ïîñòàâëåííûõ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷ � ñðàâíåíèå ñâîéñòâ êðèâûõ
íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
çàäàííóþ òî÷êó, ñî ñâîéñòâàìè îáû÷íîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â
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ãîëîíîìíîì ñëó÷àå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ìîæíî
îòíåñòè ñëåäóþùèå.

• Äàíî îïðåäåëåíèå íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (ÍÏÂ) â
3-õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

• Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÍÏÂ ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà �
âåùåñòâåííûå ðàçëè÷íûå ÷èñëà.

• Íàéäåíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿþùèå ÍÏÂ.

• Äàíû îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëåé è ìåðèäèàíîâ ÍÏÂ â 3-õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.

• Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ ïîäêëàññîâ ÍÏÂ, â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîé (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîé) íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íóëåâîé
ïîëíîé êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, âñå ïàðàëëåëè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ãåîäåçè÷åñêèìè ïðÿìåéøèìè. Äëÿ íåå íàéäåíî óðàâíåíèå
Ïôàôôà â íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò è èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ
ëèíèÿìè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà.

• Ðàññìîòðåíû äâà âèäà íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
âðàùåíèÿ â 4-õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå: 1) ñôåðè÷åñêèå
íåãîëîíîìíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (ÑÍÏÂ), 2)
íåãîëîíîìíûå ãèïåðïîâåðõíîñòè äâîéíîãî âðàùåíèÿ (ÍÏÄÂ).

• Äîêàçàíî, ÷òî âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà ÑÍÏÂ �
âåùåñòâåííûå ÷èñëà, èç íèõ äâå ñîâïàäàþùèå.

• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿþùèå ÑÍÏÂ.
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• Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÍÏÄÂ òàêæå âñå ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà
� âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ÍÏÄÂ äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà:
à) ÍÏÄÂ, äëÿ êîòîðûõ âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà �
ðàçëè÷íûå ÷èñëà, á) ÍÏÄÂ, äëÿ êîòîðûõ èìååòñÿ äâóêðàòíàÿ
ãëàâíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà.

• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿþùèå ÍÏÄÂ.

• Äàíû îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëåé è ìåðèäèàíîâ äàííûõ
íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 4-õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.

• Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ êëàññîâ
íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 4-ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

• Èññëåäîâàíû èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ìåòîäîì âíåøíèõ
ôîðì Êàðòàíà [16] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäâèæíîãî ðåïåðà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû
äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè âåêòîðíûõ ïîëåé è â çàäà÷àõ,
ïðèâîäÿùèõ ê íå âïîëíå èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì Ïôàôôà,
íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåãîëîíîìíûìè
ñâÿçÿìè ÷àñòíîãî âèäà, à òàêæå ïðè èçó÷åíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé ïîòîêîâ
æèäêîñòåé è ïðè îïèñàíèè æèäêèõ êðèñòàëëîâ è ôåððîìàãíåòèêîâ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ
èññëåäîâàíèé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêàçàíû
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ëîêàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè. Äîñòîâåðíîñòü óòâåðæäåíèé îáîñíîâûâàåòñÿ ïîëíûìè
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ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, à òàêæå ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:
1. Ïîíÿòèå íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ â 3-õìåðíîì

åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
2. Îñîáåííîñòè èíâàðèàíòîâ è èíâàðèàíòíûõ ëèíèé äëÿ

íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 3-õìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

3. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ êëàññîâ
íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 3-õìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

4. Ïîíÿòèÿ íåãîëîíîìíîé ñôåðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ
è íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè äâîéíîãî âðàùåíèÿ â 4-õìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

5. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ èíâàðèàíòíûõ
ëèíèé äëÿ íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ îáîèõ âèäîâ
â 4-õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ â ðàáîòå ïðèíàäëåæèò
íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, êàíäèäàòó ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíòó
Îíèùóê Í. Ì. Âñå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå àâòîðîì â òåêñòå
äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû èì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà VII Âñåðîññ. êîíô. ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ "Íàóêà è îáðàçîâàíèå"(Òîìñê, 2003 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå (Òîìñê, 2003 ã.);
íà III Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåí-
öèè "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ"(Êàçàíü, 2003 ã.); íà XLII è XLIII
Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ "Ñòóäåíò
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è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ"(Íîâîñèáèðñê, 2004 ã. è 2005 ã.);
íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ïî àíàëèçó è ãåîìåòðèè,
ïîñâÿùåííîé 75-ëåòèþ àêàäåìèêà Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà (Íîâîñèáèðñê,
2004 ã.); íà XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ
è ìîëîäûõ ó÷åíûõ "Ëîìîíîñîâ"(Ìîñêâà, 2006 ã.); íà ñåìèíàðå ïî
ãåîìåòðèè è àíàëèçó â Êåìåðîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
(2006 ã.); íà êðàåâîì ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå â Áàðíàóëüñêîì
ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå (2006 ã.); íà
ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè â Êàçàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
(2006 ã.). Êðîìå òîãî, âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü
è íåîäíîêðàòíî îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ êàôåäðû ãåîìåòðèè
Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ïî òåìå äèññåðòàöèè
èìååòñÿ 12 ïóáëèêàöèé.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ïðåäñòàâëÿåìàÿ äèññåðòàöèîííàÿ
ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíûõ ñâåäåíèé, òðåõ ãëàâ,
ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Ïåðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò âîñåìü
ïàðàãðàôîâ, âòîðàÿ ãëàâà � ïÿòü ïàðàãðàôîâ, òðåòüÿ ãëàâà � ñåìü
ïàðàãðàôîâ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 127 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè ôîðìóëèðóåòñÿ àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, öåëü è çàäà÷è
èññëåäîâàíèÿ, èçëàãàåòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïî ãëàâàì.
Âêðàòöå äàíà èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà ðàçâèòèÿ íåãîëîíîìíîé
ãåîìåòðèè, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ äàííîå èññëåäîâàíèå. Èçëàãàþòñÿ
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Îáîçíà÷åí âêëàä àâòîðà â èññëåäîâàíèÿ ïî äàííîé òåìå, îòðàæåíà
íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû, ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàçäåëå “Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ“ èçëîæåí îáùèé
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ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ãèïåððàñïðåäåëåíèÿ íà En, ïðèñóùèé ìåòîäó
âíåøíèõ ôîðì ñ ïðèìåíåíèåì ïîäâèæíîãî ðåïåðà. Ââåäåíî ïîíÿòèå
îñíîâíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èíâàðèàíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
âàæíåéøèìè èíâàðèàíòàìè èññëåäóåìîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà.
Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîãî ÷èñëà
èçìåðåíèé, íà êîòîðîì çàäàíî ãèïåððàñïðåäåëåíèå, ñ îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ ââåñòè òàêèå ïîíÿòèÿ êàê ãëàâíûå êðèâèçíû 1-ãî è 2-ãî ðîäà,
ïîëíûå è ñðåäíèå êðèâèçíû 1-ãî è 2-ãî ðîäà, òåíçîð íåãîëîíîìíîñòè.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåãîëîíîìíûõ
ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ â E3 îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âñå åå
íîðìàëè ïåðåñåêàþò îäíó íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ, íàçûâàåìóþ îñüþ
âðàùåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ìû ïîëîæèëè â îñíîâó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëèíèé
êðèâèçíû 2-ãî ðîäà è ýêâèäèðåêöèîííûõ ëèíèé äëÿ íåãîëîíîìíîé
ïîâåðõíîñòè.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äàíî îïðåäåëåíèå íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ è íàéäåíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿþùèå åå.

Íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ (ÍÏÂ) íàçûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå, âñå íîðìàëè êîòîðîãî ïåðåñåêàþò îäíó íåïîäâèæíóþ
ïðÿìóþ ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà. Íåãîëîíîìíàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò íåãîëîíîìíîé
ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ãëàâíûå
êðèâèçíû 2-ãî ðîäà k1, k2 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ðàçëè÷íûìè
÷èñëàìè, èíâàðèàíòû a, b, ρ, k1, k2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
a(k1 − k2) = bρ, à äèôôåðåíöèàëû èíâàðèàíòîâ � ñîîòíîøåíèÿìè

dk1 = αω2 +
(

(k1)2 +
αb

k1 − k2

)
ω3,
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dρ + (k1 − k2)ω1
2 −

α

k1
(−k1ω

1 + ρω2 + aω3)

ρ
=

=
−ρω1

2 + d(k1 − k2)− α

k1
(−k2ω

2 + bω3)

k1 − k2
=

=
−ρ(−k1ω

1 + ρω2 + aω3)− (k1 − k2)(−k2ω
2 + bω3)− dα

k1
+ α

αω2 + βω3

k1
2

− α

k1

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå äàíû îïðåäåëåíèÿ ìåðèäèàíà è ïàðàëëåëè
ÍÏÂ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÍÏÂ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈ G ïðîõîäÿò
äâå ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, îäíà èç êîòîðûõ � ïëîñêàÿ ëèíèÿ,
ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ; â òî÷êàõ
âòîðîé ëèíèè íîðìàëè îïèñûâàþò íåêîòîðûé êîíóñ ñ âåðøèíîé íà
îñè âðàùåíèÿ. Ïåðâóþ èç íèõ åñòåñòâåííî áûëî íàçâàòü ìåðèäèàíîì,
âòîðóþ � ïàðàëëåëüþ. Â ýòîì æå ïàðàãðàôå èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.
Äîêàçàíî, ÷òî:

1) ïàðàëëåëè ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà ñôåðå, öåíòð
êîòîðîé ïðèíàäëåæèò îñè âðàùåíèÿ (â îáùåì ñëó÷àå ïàðàëëåëè íå
ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè ëèíèÿìè);

2) ìåðèäèàíû ÍÏÂ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ïðÿìåéøèìè (ëèíèÿ
íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïðÿìåéøåé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü â êàæäîé òî÷êå
ïðîõîäèò ÷åðåç íîðìàëü íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè). Ýòî ñâîéñòâî
âåðíî è â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ÷åòâåðòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå:

1) Ïîêàçàíî, ÷òî äëèíà îòðåçêà íîðìàëè íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó òî÷êîé M è îñüþ âðàùåíèÿ, ðàâíà
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îäíîãî èç ðàäèóñîâ êðèâèçíû 2-ãî ðîäà.

2) Íàéäåí óãîë ψ ìåæäó ìåðèäèàíîì è ïàðàëëåëüþ, îí
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âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cos ψ =
ρ√

ρ2 + (k1 − k2)2
,

ãäå ρ � ñêàëÿð íåãîëîíîìíîñòè, k1, k2 (k1 6= k2) � ãëàâíûå êðèâèçíû
2-ãî ðîäà.

3) Ïîêàçàíî, ÷òî ïàðàëëåëü íå îðòîãîíàëüíà îñè âðàùåíèÿ è
îáðàçóåò óãîë ϕ, âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëå

cos ϕ =
ρ√

ρ2 + (k1 − k2)2 +
α2

(k1)2

.

4) Äîêàçàíî, ÷òî ëèíèè òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ (ëèíèè, âäîëü
êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê íèì âåêòîðû â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàþò ñ
âåêòîðàìè ïîëÿ) íîðìàëåé ÍÏÂ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå ëèíèè,
ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ ìåðèäèàíîâ.

5) Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈
G ïðîõîäèò îäíà ýêâèäèðåêöèîííàÿ ëèíèÿ ëèáî ýêâèäèðåêöèîííàÿ
ïîâåðõíîñòü.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîëó÷åíî âûðàæåíèå ãëàâíûõ êðèâèçí 1-
ãî ðîäà ÷åðåç ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. Äîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûå
êðèâèçíû 1-ãî ðîäà ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìàëüíûå íåãîëîíîìíûå
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÍÏÂ, ò.å. ÍÏÂ
íóëåâîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Øèðîòà êëàññà âñåõ òàêèõ íåãîëîíîìíûõ
ïîâåðõíîñòåé � îäíà ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî âäîëü ïàðàëëåëè ìèíèìàëüíîé ÍÏÂ ïîëíàÿ
êðèâèçíà 2-ãî ðîäà ïîñòîÿííà.

Òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÍÏÂ,
äëÿ êîòîðûõ ëèíèè òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ íîðìàëåé ÿâëÿþòñÿ
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îêðóæíîñòÿìè. Ïðîèçâîë òàêèõ ìèíèìàëüíûõ ÍÏÂ � äâå ôóíêöèè
îäíîãî àðãóìåíòà.

Â øåñòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÍÏÂ, ó êîòîðûõ âñÿêàÿ
ïàðàëëåëü ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïðÿìåéøåé

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ÍÏÂ, ó êîòîðûõ âñÿêàÿ
ïàðàëëåëü ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïðÿìåéøåé. Ïðîèçâîë äàííîãî
êëàññà ÍÏÂ � äâå ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ.

Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî âñå ïàðàëëåëè íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ïðÿìåéøèìè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè � îêðóæíîñòè. Â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå âñÿêàÿ
ïàðàëëåëü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ åñòü îêðóæíîñòü. Èç íèõ
ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè (ïðÿìåéøèìè è êðàò÷àéøèìè) ÿâëÿþòñÿ
ëèøü òå ïàðàëëåëè, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê
ìåðèäèàíó ïàðàëëåëüíû îñè âðàùåíèÿ.

Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ ÍÏÂ íóëåâîé
ïîëíîé êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ
ÍÏÂ, à òàêæå òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé (ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîé) ÍÏÂ íóëåâîé ïîëíîé êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, âñå ïàðàëëåëè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ïðÿìåéøèìè. Óðàâíåíèå Ïôàôôà
äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

(c1y − x)dx + (c2y − z)dz = 0,

ãäå (c1)2 + (c2)2 6= 0 (óðàâíåíèå äàíî â íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò).

Ïðÿìàÿ
x = c1y,

z = c2y

åñòü îñü âðàùåíèÿ. Ñêàëÿð íåãîëîíîìíîñòè

ρ =
c2x− c1z

(x− c1y)2 + (−z + c2y)2
.

12



Ìåðèäèàíû îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

m1x− z + m2 = 0,

x− (c1 + c2m1)y + m1z = 0,

ò.å. ìåðèäèàíû � ïðÿìûå ëèíèè. Ïàðàëëåëü îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèÿìè

y = c,

(x− cc1)2 + (z − cc2)2 = c2(c1
2 + c2

2) + c3,

ò.å. âñÿêàÿ ïàðàëëåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü, ëåæàùóþ â
ïëîñêîñòè, íå îðòîãîíàëüíîé îñè âðàùåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìå÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÍÏÂ ïîñëåäíåãî
êëàññà.

Â ïîñëåäíåì, âîñüìîì, ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ ïîâåðõíîñòåé
âðàùåíèÿ è íåãîëîíîìíûõ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ â 3-õìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäîâàíû ñôåðè÷åñêèå íåãîëîíîìíûå
ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ (ÑÍÏÂ) â 4-ìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Â íà÷àëå âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ âèäû âðàùåíèé
â E4, äàåòñÿ ïîíÿòèå ñôåðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â E4 è
îïðåäåëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ íåãîëîíîìíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ,
òàêæå âûáèðàåòñÿ êàíîíè÷åñêèé ïîäâèæíîé ðåïåð.

Ïóñòü G ⊂ E4 � íåêîòîðàÿ îáëàñòü, â êîòîðîé çàäàíî
ãëàäêîå òðåõìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, íå èìåþùåå îñîáûõ òî÷åê.
Ñôåðè÷åñêîé íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ (ÑÍÏÂ)
íàçûâàåòñÿ òàêîå íåãîëîíîìíîå ãèïåððàñïðåäåëåíèå, âñå íîðìàëè
êîòîðîãî ïåðåñåêàþò íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ (îñü âðàùåíèÿ).

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. À
òàêæå íàéäåíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû, îïðåäåëÿþùèå ÑÍÏÂ.
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Òåîðåìà. Íåãîëîíîìíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêîé
íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà â êàæäîé òî÷êå M ∈ G

� âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè ýòîì äâå èç íèõ ñîâïàäàþò (k2 = k3),
à òðåòüÿ k1 íå ðàâíà èì. Êðîìå òîãî, äëÿ äèôôåðåíöèàëà êðàòíîé
êðèâèçíû k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dk = α12

(
(k1 − k)ω1 + 2ρω3

)
+ (k2 − aα12)ω4,

à äëÿ ôîðì ω2
1 , ω3

1 è dα12 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ω2
1 = α12ω

2,

ω3
1 = α12ω

3,

dα12 = −k(k1ω
1 + 2ρω3 − aω4) +

α12

k
(α12(k1 − 2k) + 1) ω1.

Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ëèíèé êðèâèçíû 2-ãî
ðîäà, çäåñü äàíû îïðåäåëåíèÿ ïàðàëëåëåé è ìåðèäèàíîâ ÑÍÏÂ:

1) Äîêàçàíî, ÷òî ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå
íåêðàòíîé ãëàâíîé êðèâèçíå 2-ãî ðîäà k1, ëåæàò â äâóìåðíûõ
ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü âðàùåíèÿ. Ýòè ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî
ðîäà ìû íàçûâàåì ìåðèäèàíàìè.

2) Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå
êðàòíîé ãëàâíîé êðèâèçíå 2-ãî ðîäà k çàïîëíÿþò äâóìåðíûå
ïîâåðõíîñòè, ëåæàùèå íà òðåõìåðíûõ ñôåðàõ ñ öåíòðàìè íà îñè
âðàùåíèÿ. Ýòè äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè íàçîâåì ïàðàëëåëÿìè ÑÍÏÂ.

4) Íîðìàëè ñôåðè÷åñêîé íåãîëîíîìíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ âî
âñåõ òî÷êàõ ïàðàëëåëè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè
âðàùåíèÿ.

5) Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: êðàòíàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà
ïîñòîÿííà â òî÷êàõ ïàðàëëåëè.

6) Ìåðèäèàíû è ïàðàëëåëè ñôåðè÷åñêîé íåãîëîíîìíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íå îðòîãîíàëüíû.
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Íàéäåí óãîë β ìåæäó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïàðàëëåëè è
êàñàòåëüíîé ê ìåðèäèàíó â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Îí îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå

sin β =
k1 − k√

(k1 − k)2 + 4ρ2
,

ãäå ρ � ñêàëÿð íåãîëîíîìíîñòè.
7) Íàéäåí óãîë ϕ, êîòîðûé âñÿêàÿ ïàðàëëåëü îáðàçóåò ñ îñüþ

âðàùåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îí âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

cos ϕ =
2ρk√

(k2 + α2
12)(4ρ2 + (k1 − k)2)

.

8) Äîêàçàíî, ÷òî ëèíèÿ òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ íîðìàëåé â òî÷êå M

ëåæèò â îäíîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ñ îñüþ âðàùåíèÿ è ñ ìåðèäèàíîì
è îðòîãîíàëüíà ïîñëåäíåìó.

Â êîíöå âòîðîãî ïàðàãðàôà íàéäåíû óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ëèíèé.

Â òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ÑÍÏÂ íóëåâîé ïîëíîé êðèâèçíû
2-ãî ðîäà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ïàðàãðàôà:

1) Äîêàçàíî, ÷òî ìåðèäèàíû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè ëèøü
òîãäà, êîãäà ïîëíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà K2 ðàâíà íóëþ.

2) Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå: åñëè K2 = 0, òî â êàæäîé òî÷êå
M ∈ G êàñàòåëüíûå ê àñèìïòîòè÷åñêèì ëèíèÿì ÑÍÏÂ îáðàçóþò
äåéñòâèòåëüíûé êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà. Ìåðèäèàí ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ëèíèåé è îäíîé èç îáðàçóþùèõ ýòîãî êîíóñà.

×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ãëàâíûõ êðèâèçí 1-
ãî ðîäà:

1) Äîêàçàíî, ÷òî âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 1-ãî ðîäà ñôåðè÷åñêîé
ÑÍÏÂ ðàçëè÷íû, îäíà èç íèõ ñîâïàäàåò ñ êðàòíîé êðèâèçíîé 2-ãî
ðîäà.

2) Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíàÿ êðèâèçíà 1-ãî ðîäà K1 ðàâíà íóëþ,
òî âñåãî ëèøü îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí 1-ãî ðîäà îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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3) Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: åñëè K1 = 0, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
M ∈ G ïðîõîäèò ëèøü îäíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ëèíèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ
îäíîé èç ëèíèé êðèâèçíû 1-ãî ðîäà.

4) Ãëàâíîå íàïðàâëåíèå 1-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùåå íåíóëåâîé
ãëàâíîé êðèâèçíå 1-ãî ðîäà k

(1)
1 = k, âçàèìíî ñîïðÿæåíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà A∗ ñ äðóãèìè ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè 1-ãî ðîäà.
5) Ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ 1-ãî ðîäà, îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèþ ~e2,

âçàèìíî ñîïðÿæåíû ëèøü â ãîëîíîìíîì ñëó÷àå.
Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô ñîäåðæèò ñðàâíèòåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó

ñôåðè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ è ñôåðè÷åñêèõ
íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåãîëîíîìíûõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé äâîéíîãî âðàùåíèÿ (ÍÏÄÂ).

Â íà÷àëå òðåòüåé ãëàâû îïðåäåëÿåòñÿ íåãîëîíîìíàÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòü äâîéíîãî âðàùåíèÿ. Íåãîëîíîìíîé
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ äâîéíîãî âðàùåíèÿ (ÍÏÄÂ) íàçûâàåòñÿ òàêîå
íåãîëîíîìíîå ãèïåððàñïðåäåëåíèå, âñå íîðìàëè êîòîðîãî ïåðåñåêàþò
äâå íåïîäâèæíûå âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûå äâóìåðíûå ïëîñêîñòè,
ïåðåñåêàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå.

Íåïîäâèæíûå äâóìåðíûå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ äâóìåðíûìè
îñÿìè âðàùåíèÿ, à òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ � öåíòðîì âðàùåíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿ íîðìàëü ïåðåñåêàåò êàæäóþ
äâóìåðíóþ îñü âðàùåíèÿ â îäíîé òî÷êå, íå ñîâïàäàþùåé ñ öåíòðîì
âðàùåíèÿ.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äàííîé ãëàâû âûáðàí îðòîíîðìèðîâàííûé
ïîäâèæíîé ðåïåð è èññëåäîâàíû ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà è
ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. Òàêæå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà èíâàðèàíòû,
îïðåäåëÿþùèå ÍÏÄÂ.

Òåîðåìà. Íåãîëîíîìíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ
íåãîëîíîìíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
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êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) â êàæäîé òî÷êå âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà k1, k2, k3−

âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì äâà èç íèõ íå ñîâïàäàþùèå (k2 6= k3);
2) äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé k2, k3 âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

dk2 = β1

(
(k1 − k2)ω1 + 2ρ3ω2 − 2ρ2ω3 + aω4

)
+ (k2)2ω4,

dk3 = α
(
(k3 − k1)ω1 + 2ρ3ω2 − 2ρ2ω3 + aω4

)
+ (k3)2ω4,

â êîòîðûõ ρ2, ρ3, a � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~ρ = ρ2~e2 + ρ3~e3

(âåêòîð íåãîëîíîìíîñòè) è a~e1 (âåêòîð êðèâèçíû ëèíèè òîêà), à
äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè α1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dα1 = ((α1)2 + k1k3)ω1 − 2ρ3k3ω
2 + 2ρ2k3ω

3 + k3(α1 − a)ω4;

3) èíâàðèàíòû k2, k3, α1, β1 ñâÿçàíû çàâèñèìîñòüþ

k2k3 + α1β1 = 0, k2 6= 0, k3 6= 0, α1 6= 0, β1 6= 0,

β1k3 − α1k2 6= 0.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû ÍÏÄÂ è
èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà èõ ëèíèé êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. Äàíû îïðåäåëåíèÿ
ìåðèäèàíîâ è ïàðàëëåëåé äëÿ êàæäîãî èç âèäîâ ÍÏÄÂ.

Ñóùåñòâóþò äâà òèïà ÍÏÄÂ:
I. ÍÏÄÂ, äëÿ êîòîðûõ âñå ãëàâíûå êðèâèçíû ðàçëè÷íû.

Äëÿ íèõ äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà. Ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå

êðèâèçíàì k2 è k3, ëåæàò íà äâóìåðíûõ ñôåðàõ ñ öåíòðàìè íà
äâóìåðíûõ îñÿõ âðàùåíèÿ.

Ýòè ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà íàçîâåì ïàðàëëåëÿìè ÍÏÄÂ.
Òåîðåìà. Ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâèçíå

k1, ëåæàò â äâóìåðíûõ ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íîðìàëü
ÍÏÄÂ.

17



Òàêèå ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà íàçîâåì ìåðèäèàíàìè ÍÏÄÂ.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
1) Ìåðèäèàí ÍÏÄÂ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïðÿìåéøåé ëèíèåé

(ò.å. ëèíèåé, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé åå äâóìåðíàÿ ñîïðèêàñàþùàÿñÿ
ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íîðìàëü ÍÏÄÂ).

2) Âäîëü êàæäîé ïàðàëëåëè îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí 2-ãî ðîäà
ïîñòîÿííà.

2) Ëèíèÿ òîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ íîðìàëåé ÍÏÄÂ ëåæèò â îäíîé
äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ñ ìåðèäèàíîì è îðòîãîíàëüíà åìó.

4) Äëèíû îòðåçêîâ íîðìàëåé, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó òî÷êîé ÍÏÄÂ
è äâóìåðíûìè îñÿìè âðàùåíèÿ, ðàâíû àáñîëþòíûì âåëè÷èíàì òåõ
ðàäèóñîâ êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïàðàëëåëÿì.

5) Íàéäåíû óãëû ìåæäó êàæäîé ïàðàëëåëüþ è ìåðèäèàíîì:

cos ϕ2 =
2ρ3

√
(4(ρ3)2 + (k2 − k1)2)

,

cos ϕ3 =
2ρ2

√
(4(ρ2)2 + (k3 − k1)2)

,

ãäå k1, k2, k3 � ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ~ρ{ρ1, ρ2, ρ3} � âåêòîð
íåãîëîíîìíîñòè.

6) Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëÿìè ÍÏÄÂ, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç
òî÷êó M ∈ G, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

cosϕ1 =
4ρ2ρ3

√
(4(ρ3)2 + (k2 − k1)2)(4(ρ2)2 + (k3 − k1)2)

.

II. ÍÏÄÂ, äëÿ êîòîðûõ k2 6= k3, k1 = k2. Ýòîò êëàññ, â ñâîþ
î÷åðåäü, äåëèòñÿ íà äâà ïîäêëàññà:

1) Â ñëó÷àå ρ3 6= 0, k1 = k2 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈ G ïðîõîäÿò
òîëüêî äâå ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà. Êðèâèçíå k3 ñîîòâåòñòâóåò
ïàðàëëåëü � êðèâàÿ, ëåæàùàÿ íà äâóìåðíîé ñôåðå. Êðàòíîé ãëàâíîé
êðèâèçíå 2-ãî ðîäà k1 = k2 ñîîîòâåòñòâóåò îäíà ëèíèÿ êðèâèçíû
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2-ãî ðîäà (âòîðàÿ ïàðàëëåëü, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìåðèäèàíîì). Îíà
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, ïðèñóùèìè êàê ìåðèäèàíó (ëåæèò â äâóìåðíîé
ïëîñêîñòè), òàê è ïàðàëëåëè (ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, âäîëü êîòîðîé
íîðìàëè îáðàçóþò ïó÷îê ñ öåíòðîì íà äâóìåðíîé îñè âðàùåíèÿ P2.)

2) Â ñëó÷àå ρ3 = 0, k1 = k2 ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈ G ïðîõîäèò
îäíà ëèíèÿ êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, ëåæàùàÿ íà äâóìåðíîé ñôåðå
(ïàðàëëåëü), è îäíà äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ëåæàùàÿ â òðåõìåðíîé
ïëîñêîñòè (äâóìåðíûé ìåðèäèàí).

Òðåòèé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ
ýêâèäèðåêöèîííûõ ëèíèé äëÿ ÍÏÄÂ. Ëèíèÿ (ïîâåðõíîñòü)
íàçûâàåòñÿ ýêâèäèðåêöèîííîé ëèíèåé (ïîâåðõíîñòüþ) âåêòîðíîãî
ïîëÿ, åñëè âäîëü íåå âåêòîðû ïîëÿ ïàðàëëåëüíû. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó M ∈ G ïðîõîäèò ëèáî
îäíà ýêâèäèðåêöèîííàÿ ëèíèÿ, ëèáî äâóìåðíàÿ ýêâèäèðåêöèîííàÿ
ïîâåðõíîñòü.

Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ãëàâíûå êðèâèçíû 1-ãî ðîäà
ÍÏÄÂ.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ ÍÏÄÂ âñå òðè ãëàâíûå êðèâèçíû 2-ãî ðîäà
ðàçëè÷íû. Òîãäà ëèíèåé êðèâèçíû 1-ãî ðîäà ìîæåò áûòü ëèøü îäíà
èç ïàðàëëåëåé ÍÏÄÂ è ýòà ïàðàëëåëü îðòîãîíàëüíà ìåðèäèàíó.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ ÍÏÄÂ k1 = k2. Òîãäà êðàòíàÿ êðèâèçíà 2-ãî
ðîäà (k1 = k2) ìîæåò áûòü ãëàâíîé êðèâèçíîé 1-ãî ðîäà ëèøü â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ρ3 = 0, òî åñòü êîãäà ìåðèäèàí ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèÿ êðèâèçíû 1-ãî
ðîäà ïðèíàäëåæèò ìåðèäèàíó, à êàñàòåëüíûå ê äâóì äðóãèì ëèíèÿì
êðèâèçíû 1-ãî ðîäà ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ êàñàòåëüíîé ê
òîé ëèíèè êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêðàòíîé
êðèâèçíå 2-ãî ðîäà (k3).

Òåîðåìà. Åñëè êðàòíàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà ( k1 = k2)
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ÍÏÄÂ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ãëàâíîé êðèâèçíîé 1-ãî ðîäà, òî íåêðàòíàÿ
ãëàâíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà (k3) íå ìîæåò áûòü ãëàâíîé êðèâèçíîé
1-ãî ðîäà.

Â ïÿòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ ÍÏÄÂ íóëåâîé ïîëíîé êðèâèçíû
2-ãî ðîäà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà:

1) Äîêàçàíî, ÷òî ìåðèäèàí ÍÏÄÂ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïîëíàÿ êðèâèçíà 2-ãî ðîäà ðàâíà íóëþ.

2) Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ: ñ ïðîèçâîëîì â îäíó
ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ ñóùåñòâóåò ÍÏÄÂ íóëåâîé ïîëíîé
êðèâèçíû 2-ãî ðîäà, äëÿ êîòîðîé îäíà èç ïàðàëëåëåé ïåðïåíäèêóëÿðíà
ìåðèäèàíó.

3) Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè k1 = ρ3 = 0, òî îäíà èç ïàðàëëåëåé ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ.

4) Âåðíî óòâåðæäåíèå: åñëè k1 = ρ3 = 0, òî êàñàòåëüíûå
ê àñèìïòîòè÷åñêèì ëèíèÿì â êàæäîé òî÷êå ÍÏÄÂ îáðàçóþò
äåéñòâèòåëüíûé êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà. Ìåðèäèàí ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèåé.

Øåñòîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ÍÏÄÂ íóëåâîé ïîëíîé
êðèâèçíû 1-ãî ðîäà. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ïîëíàÿ êðèâèçíà 1-ãî ðîäà K1

ðàâíà íóëþ, òî ëèøü îäíà èç ãëàâíûõ êðèâèçí 1-ãî ðîäà ÍÏÄÂ ðàâíà
íóëþ.

Äîêàçàíà òåîðåìà: ïóñòü K1 = 0 è l � ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ êîíóñ êàñàòåëüíûõ ê
àñèìïòîòè÷åñêèì ëèíèÿì ÍÏÄÂ. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå M ∈ G

ëèíèÿ êðèâèçíû 1-ãî ðîäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîé ãëàâíîé
êðèâèçíå 1-ãî ðîäà, ñîâïàäàåò ñ òîé àñèìïòîòè÷åñêîé ëèíèåé, êîòîðàÿ
êàñàåòñÿ ïðÿìîé l.

È â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ
ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ãèïåðïîâåðõíîñòåé äâîéíîãî âðàùåíèÿ
è íåãîëîíîìíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé äâîéíîãî âðàùåíèÿ.
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Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 52 íàèìåíîâàíèÿ.
Ïðèëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èëëþñòðàöèè:
1) ñòðîåíèå ýëåìåíòîâ ÍÏÂ â íåêîòîðîé òî÷êå M ∈ G;
2) ñòðîåíèå ýëåìåíòîâ ÍÏÂ íóëåâîé ïîëíîé êðèâèçíû 2-ãî

ðîäà (1.6.16), äëÿ êîòîðîé âñÿêàÿ ïàðàëëåëü ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé
ïðÿìåéøåé, â òî÷êå M(0, 0, 1);

3) ñòðîåíèå ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíà ÍÏÂ (1.6.16) â òî÷êàõ
(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 0, 3).
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