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MeToanuyeckue yKasaHus

B nganHoM yueOHOM mocoOum paccmarpuBaeTcs «uddepenunanpHas
reoMeTpusi KpuBbIX». Marepuan Kaxaoil TeMbl pa30UT Ha Tpu 4vacTu. B mepBoii
YacTHU MPUBOJATCS OCHOBHBIE OIIPEAEIIEHUS, TEOPEMBI, CBOKMCTBA U T.A. /{1 cTyaeHTa
ATa 4YacTb MOXET UrpaTh POJIb KPATKOTO KOHCHEKTa JEKLIHWM IMpPU IMOATOTOBKE K
3a4eTy WIM 3K3aMEHy, WM [P PELICHMM 3a1ad, 3aJaHHBIX Ha CAMOCTOSATEIIbHYIO
paboty. IlpenomaBarenb, NPOBOMAIIMM TPAKTHUYECKOE 3aHATHE 110 OJHOM W3
YKa3aHHBIX TE€M, MOXET HCIOJb30BaTh MPUBEACHHBIA B Y4EeOHOM IOCOOUH
TEOPETUUECKUN MaTeEpHUal ISl IOBTOPEHUS B ayJAUTOPUU OCHOBHBIX ONPEACICHUN U
CBOMCTB, HEOOXOAMMBIX JJIA peuIeHus 3a1ad. Bropas yacTb COAEPKUT YHPAKHEHUS
U ayTMTOPHOU paboThl. MIX MOXKHO peKOMEHI0BaTh MpernoaBaTesaM i pa3doopa
Ha 3aHATHUSIX. YTIPAKHEHUSI COMPOBOXKAAIOTCS MOAPOOHBIMU PEIICHUSIMH, OHU MOTYT
OBbITh HCIOJB30BAHBl TAKXKE CTYJEHTAMU [UJIi CaMOCTOSITEJIBHOTO OCBOCHHS
W3y4aeMOW TEMbI. TpeTbsi 4YacThb COACPXKUT 3aJaud Uil  JOMAIHEH U
CaMOCTOATENbHOM palboThl cTyAeHTOB. Kpome Toro, mnpemnojgaBaTteilb MOXET

HCIIOJIB30BAaTh 3aJa41 U3 ATON YacTU AJIs1 COCTABJICHUA KOHTPOJIbHBIX SaHaHHﬁ.



ANODOEPEHIUAJIBHAA 'EOMETPUA KPUBBIX

Tema 1. Cioco0bI 3a1aHust KPHBBIX B [, n [,

3a1a1MM MII0CKYIO KPUBYIO.

Onpenenenne. Ecin Bexrop-¢ynxiust r:[ — E, t > r(t) ssusercs

IapaMeTpU3aLen JINHUY WIX KPUBOM, TO PABEHCTBO
7 =7(), (1.1)
Ha3bIBACTCS GEKMOPHbLIM YPAGHEHUEM TUHUU (KPUBOLL).

Onpenenenne. Ecin 7 (1) = x(¢)i + y(t)] OTHOCHTEIBHO TPSAMOYIONBHBIX

JIEKapTOBBIX KoopauHAT {i,;} B E,, To ypaBHeHue (1.1) paBHOCHIBHO IBYM
napamempuyecKum ypasHeHusIm
x =x(1),
@ (1.2)
y=y().

YacTHBIM ClydaeM mapameTpudeckoro 3ananus (1.2) sBusercs seHoe 3a0anue 1uHuu
(kpusotl)

y=f(x). (1.3)

Onpenenenue. Vckmouas napamerp u3 ypaBHeHU KpuBo# (1.2), MbI MOXeM

MEPEUTH K COOTHOIIEHUIO BUAA
F(x,y)=0, (14)
KOTOPOE€ HA3bIBAECTCS HEABHBIM YPABHEHUEM NIOCKOU KPUBOLL.

Bwmecto ACKAPTOBBLIX IPAMOYI'OJIbBHBIX KOOPAHWMHAT MOXHO HCIIOJIb30BATh H

IMOJIAPHBIC KOOPAWMHATEIL.

Onpenenenne. Ecmu Bexrop-¢yukims 7:] — E,, t > r(t) ssmstercs

napameTpu3aluei JMHUA UM KPUBOM, TO PAaBEHCTBO
F =7 (), (1.5)

Ha3bIBAETCS 8EKMOPHBIM YPAGHEHUEM JTUHUU (KPUBOIL).
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Onpenenenne. Ecnu kpusast 7:[ — E., t - r(f) 3amaHa B TpexMepHOM

CBKIIMJ0OBOM IIPOCTPAHCTBCE, TO, BBO/J ACKapTOBY CUCTEMY KoopauHaT

R{O,i,j,k}, mia koopounammo-napamempuueckozo 6uda 3anaHus KpUBOU

TOJTyIUM
x = x(1),
y =), (1.6)
z=2z(t).

Uckirouast mapametp ¢ u3 hopmy (1.6) momydum aBa ypaBHEHUS

o(x,y,z)=0

, 1.7
v (x,,2) = 0 47

rne  Bektoper  gradg =(0 9,0 ¢,0 @) u grady =0 y,0y,0y)
HEKOJUIMHEAPHBI.

Takum  00pa3oM, HESIBHOE ypaBHEHUE IPOCTPAHCTBEHHOW  KPUBOM
ONpENENACTCS NBYMsI  YPaBHEHUSMH, KaXIO€ W3 OTUX YPaBHEHUN OINMCHIBACT
HEKOTOPYIO IIOBEPXHOCTh B MHpocTpaHcTBe. [loaToMy 3TO ypaBHEHHE KpPHUBOM
Ha3bIBAIOT €II€ W YPAaBHEHHEM KpPHUBOW, 3aJaHHOW B BHJIE IEPECEUCHHUS JBYX

ITIOBEPXHOCTEM.

YpaxHeHus 15l ayAUTOPHOI padoThl

IIpumep 1. 3anucate ypaBHEHUE KPUBOM B HESBHOM BHJIE.

x=acht
y=>bsht’
X 2 2 x2 2
Pewenue. (—j — (XJ _ch’t — sh*t =1. 3naunr, — = y—2 —1=0.
a b a- b

IIpumep 2. 3anucath ypaBHEHUE KPUBOM B HESIBHOM BH/IE



(x=3t-7
Jy=3F
z=3t+1

Pewenue. Jlna pemieHus 3ajadd HEOOXOAMMO HUCKIIOUUTH Hapamerp [ u3

cucteMbl ypaBHeHUH. CIOXHMM TNEpPBOE U TPEThE YPABHEHUS CUCTEMBI, PE3YJbTAT

BO3BeEM B KBaaparT: X +2xZ+z° —36¢° =0. COrIacHo BTOPOMY YPaBHEHHIO

2
CUCTEMBI I~ = gy , TOraga NMEEM

x*+2xz+2° —12xy=0.

Boruuras u3 TPETHCTO YPABHCHUA CUCTCMBI IICPBOC YPABHCHUC U BO3BO/A CI'0O B

kBazpar, umeeM 27z° —54xz+27x° —108t° =0. Cnenas sameny t° = 2L7y2,

NOJIyYUM
272> —54xz+27x* -4y’ =0
Urak, ypaBHEHUE KPUBOM B HEABHOM BHUJIEC

X’ +2xz+z —12xy=0 (x+z)=12xy=0
500041

2722 —54xz+27x* —4)° =0 27(x—2z)* -4y =0

IIpumep 3. 3anucaTh ypaBHEHUE KPUBOIl B MapaMeTPUUECKOM BHUJIE.

2
X =2z
2 2 :
2y"+z° =6
Pewenue. JlaHHble ypaBHEHHS OIPEACISIOT MOBEPXHOCTH BTOPOTO MOPSIIKA:

napa60quec1<I/Iﬁ U SJJIUIITHYCCKUA MUJINHOPBLI.

KpuBast pacrmosokena Ha momaynpoctparctee z > (. IIpeobpazyem BTOpOE

) ()

Toraa MOXHO BBECTH mapameTp t: .

yYpaBHEHHUE



[Toncrasisis z =+/6 cost B IIEPBOC YpaBHEHHE, HaxoJIuM

x =2~/3cost .

Wtak, ypaBHEHUE KPUBOH B TapaMeTPUUECKOM BHJIE

rx=2\/3c0st
Y= J3sins

z =+/6cost

N

\

YpaxHeHUus 1151 CAMOCTOSITEIbHON padoThI
1. Hanummre ypaBHeHHE IIOCKOW (PUTYPBI, COCTOAIICH M3 BCEX TOYEK,

IIPOM3BEICHNE PACCTOSHUII KOTOPBIX 10 JBYX JaHHBIX Touek [ u F, (|F;F2| =2b)
2
€CTh BEJIMYMHA ITOCTOsIHHAsA, paBHast a4 (oBayibl KaccuHn).

2. Jlana okpyxuocth ¢ quamerpoM OA mmmHbl 2a W KacatelbHas K HEll B
touke A. Yepes touky O nposenen aya OC, u Ha HeM oTioxeH otpe3ok OM ,
KOHTPYSHTHBIN oTpe3ky BC, 3aK/I0U€HHOMY MEXKIY OKPYXKHOCTBIO M KacaTeJbHOM
AB. Tlpu wpamenuu ayda OC Bokpyr Toukn (O Touka M jBwKercs IO
TPAEKTOPUH, KOTOPas HasbiBaeTCs nucconnoi Jlnokmneca. CoctaBbTe ypaBHEHHE STOM

TPAEKTOPHH.

3. Otpe3ok AB mocrosHHOM IMHBI 24 CKOJB3MT CBOMMHU KOHIIAMH IO

OCSIM TIPSIMOYTOJIbHOM cucTeMbl KoopauHat x(Oy. V3 Havana KOOPAUHAT K TPSIMOi

AB  nposemen mepnenmukyimssp OM . CocraBbre ypaBHeHHWE  (UTYDHI,

obpasoBanHOU ToukaMu M (4eThIpexIenecTKOBas po3a).

4. Orpe3ok AB TOCTOAHHOW JIMHBI @ CKOJB3UT CBOMMH KOHIIAMH IIO
OCSIM TIPSIMOYTOJIbHOM cucteMsl koopauHat. IIpsmeie AC u BC, napasienbHbie

KOOPAWMHATHBIM OCAM, IICPCCCKAIOTCA B TOYKCE C, n3 KOTOpOﬁ IIPOBCICH



neprnenaukyassp CM k npsimoit AB . Hanvinre ypaBHeHue GUTYPBI, COCTOSIIEH U3
touek M . (actpomna).
5. JlaHa KkpuBas
x=0 -2t
y=t'-2
Jlexxar nu Ha ee obpase touku M (—1,-1), N(4,2), P(1,2)? Haiigure
TOYKH TIEPECEYCHUS] KPUBOW C  KOOPIMHATHBIMH OCSIMH. 3allUIIUTE HESBHOE
ypaBHEHUE KPUBOU.
6.  Haiigure HessBHBIC YpaBHEHHS CIEAYIOIINX KPUBBIX
a) x=t"—t+1, y=t"+t+1.
b) x=1t"-2t+3, y=t"-2t+1
.2 2
¢c) x=asin"t, y=bcos"t

1
d) x= = at

1+ V141

e) x=3"+3", y=3-3"

a—t t
f) x: ,y:
a—+t a+t

g) x=acht, y=asht, z=at

h) x=¢'cost, y=e'sint, z=¢'

7. YKa)KI/ITC, KakKyuc JIMHUHM 3aJaroTCsd B IIOJIMAPHBIX  KOOpJAHHATax

CIEAYIOIIUMHU YPAaBHCHUSAMU:

a) r=4;
b) r=2acos@;
a
c) r= ;
CoS @



b
sing

e) r=

8. [IpencraBbTe KpuByro X =1, y = t*, z=¢' B Buge nepeceyeHust AByX

ITOBEPXHOCTEN.

9.  Tlokaxure, yto KpuBas X =sin2¢, y =1-cos2¢t, z=2cost nexur

Ha C(bepe " ABJICTCA IICPCCCUCHHUCM Hapa6OJII/I‘{CCKOFO " KPYTroBOI'O MUWJIMHAPOB.

10. Tokaxwmre, uro KpHBas X =asin’t, y =bsintcost, z=ccost

JICKHUT Ha DJIJIMIICOUAC.



Tema 2. Kacanue. YpaBHeHHe KacaTeJbHON NPAMOH M HOPMAJIH

VYpaBHeHUsT KacaTeNbHBIX K IJIOCKUM JIMHUSAM  (KpUBBIM), 3aJaHHBIX

ypaBHenusiMu (1.1)-(1.4), uMeOT COOTBETCTBEHHO BU]]

p=F+AF,

X=X _V=Vo
iy
Y=Y =1"(x)(x—x,),
(x=%)F, =(¥=1,)F, =0,
e X,) - TEKyLIHe KOOPIAMHATHI TOUYKU Ha KAaCaTEIbHON, O - Pajnuyc-BEKTOP 3TOM
TOYKH, X, ), - KOOPJHHATEI TOUYKH KaCaHUs.
YpaBHEHHSI HOpMAJIE COOTBETCTBEHHO UMEKOT BUJL
(p—7)-F=0,
(x=2x,)i+(y=,)7 =0.
X=X+ (¥ =)/ '(x)=0,
X=X _ Y= .

F F

x Y

ypaBHCHI/I}I KacCaTCJIbHLIX K IIPOCTPAaHCTBCHHLIM JIMHUAM (KpI/IBBIM), 3aJaHHBIX

ypaBHeHusiMu (1.6)-(1.7), uMeIOT COOTBETCTBEHHO BU]]

X=X VY=V _ 27 %

X y z

X=X VY=V _Z27%
I T, I

rae X,y,Z - TEKyIlue KOOPAMHATEI TOYKHM Ha KacaTe€abHOM, X, Y, ,Z, - KOOPAUHATEI

TOYKH KaCaHUs,
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ik
T=(TL.5)=|N.N, |=|p. o, ¢

KacaTeJIbHbIM BEKTOP K KPUBOM.

VpaBHEHHS HOPMAIBHOMN MIOCKOCTH COOTBETCTBEHHO MMEIOT BUJL
(X =x )X+ (¥ =y)y+(z-2))z=0,
(x =x)T +(y = y)T, + (2= 2))T, =0.

Omnpenenenne. Ecnmu 1nud aByX nuHUMHM, uMeommx obmyro touky M,

CyHIECTBYIOT ~ Takue WX  [apaMeTpH3alluu r=r(t), r,=r(t), uro
r(t,)=rt,)=M,nnput=t,

) ) ~ dF dl_’: dk;: dkl_’: dk+1]7 dkH]_’:
n=r@), =V2(l‘)—1=—2, e dl‘kl = dl‘kz ’ dtk+11 7 dtk+12 ’

TO 9TH JIMHUH UMEIOT B Touke M, kacanue k -e0 nopsoka.

YpaxHeHus 1151 ayAMTOPHOI padoThl

IIpumep 1. HanucaTts ypaBHEHHs KacaTeJIbHOM NPSIMOW M HOpMaJu K KPUBOMI

x’ +y° —3axy =0 B rouxe A(%,%).

Pewenue. Kpuas 3amana nessro. Torma F. =3x* —3ay, F. L =3 y* —3ax.

9a*

2
9a
—_— 4= Iloxcrasiss

9

A= 4 y

BeraucenmuM  GyHKIME B maHHOW Touke [

ITOJIyYEHHBIC 3HAUEHUS B YPABHEHUS KaCaTEIbHOM NIPSAMOM U HOPMaJu, UMEEM

. 3a y 3a

2 2 - T - T

9L(x_3aj+9a (y_3aj20, " 22 _ 22
4 2 4 2 9a 9a

wm x+y—3a=0 =u x—y=0.
11




IIpumep 2. HailTu ypaBHEHHME KacaTe€IbHOM MNOPSAMOM W  HOPMAaJbHOM

IJIOCKOCTH K BUHTOBOM unuu 7 (a cost,asint,bt) npu t =0.
Pewenue. ¥(acost,asint,bt),_, =7(a,0,0).
Orcriona cnenyer, uro touka kacamust M (a,0,0). Haiinem npoussommyto

L X—a 'y
F(-asint,acost,b)_, =(0,a,b). Torma — = =

Z
0 a b

kacarenbnor, O(x—a)+ay+bz=0= ay+bz=0 — ypaBHeHue HOpMaIbLHOII

—  ypaBHEHHUE

IIJTOCKOCTH.

ITIpumep 3. HaiiTu TOYKH, B KOTOPBIX KacaTelabHask K KPUBOU

x=3t-¢
y =3¢
z=3t+1

mapaJuiesbHa miockoctd X+ y —z—1=0.

Pewenue. 3amada COCTOUT B HAXOXKIECHUH TOYEK, B KOTOPHIX KacATENbHBIN
BEKTOP K KPUBOM F (t) oproronanen HopmanbHomy Bektopy miockoctu 71(1,1,—1),
e ii-F(t)=0.

Haitnem KOOpAUHATBI KacaTeJIbHOIO BEKTOpa KpUBOU
F(x(2), y(1),2(1)) = (3 —3¢2,6¢,3 + 3t%) . TlpupasHuBas CKaIspHOE [POH3BEIEHHE
sektopos 7(1,1,—1) u 77(3 —3¢t%,6t,3+3¢) k Hy110, HOTY4AEM

3-3°+6t-3-3t>=0 wm —61°+61=0.
Orcrona t, =0, ¢, =1. Iloacrasmnss moo4epenHO HaiiaeHHbIC 3HAYCHHS [TApAaMeTpa
! B ypaBHEHHE KpHBOH, Haxomum coorBercTBeHHO aBe toukw, M, (3,0,3) u

M,(0,6,6), B KoTopbIx KacaTenbHas K KPHUBOW MapajuieibHa IUIOCKOCTH

x+y—-z—-1=0.
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IIpumep 4. Haiitu ypaBHeHue compukacaromnieiicss chepsl B 3aJaHHONW TOYKE
t =1 s xpusoi
x=3t-1
y=3
z=3t+1
Pewenue. Pemenne umem B Bute (x—a)’ +(y—p) +(z—y) =R* -

ypaBHEHHE CEphI.

BEIIHIEM YCIOBHS KACAHUS 3-€T0 IOPSIKA:

0 @Bt-t-a)y+@Gt’-p)Y+@t+t —y) =R,

) 23t—t —a)(3-3t")+2(3t — B)6t +2(3t+t —y)(3+3t7) =0,
18(1-£2) —12(3¢ - —a) +12(3* - B) +
+726 +18(1+£*) +12t (Bt +1* —y) =0
~72t(1-1*) =123t = —a) —12¢(3=3¢") + 72t +
+144¢ + 7261+ ) +12(3t + £ — ) +12:(3+3t2) =0

2)

9

3)

Jst ¢t =1 nonmyunm
0 (Q2-a)y+@-p)y+@-y)-R =0
) p+y=T
2) a-p-y=-17
3) a—-y=-38
Peluast OMyYEHHYIO CHCTEMY, HAXOIUM:
(a=-10

p=-21
]

y =28
(R=36

VYpaBHEeHHE conpUKacarolencs cepsol:
(x+10)* +(y+21)* +(z—28)> =1296.

13



YnpaxHeHus 1JIs1 CAMOCTOATEIbHON padoThI

l.

N KPHUBBIM!

a)
b)

c)
d)
e)
f)

g)

h)

2.

y=4x-5.

3.

CocraBbTe YpPaBHCHHUA KacaTeJIbHON U HOpMaJIK K CIICAYIOINUM JIMHUAM

y=x"+4x+3 Broukax 4, B,C ¢ aGeumccamu —1,0,1
y= X’ B toukax A, B ¢ abcrmccamu O u 1.

x=0-2t, y=t>+1Brouke A(t=1).

X=acos't, y=asin’t;

x=a(l-sint), y =a(l—cost);

X =acost, y=bsint;

(x> +y*)x—ay’ =0 B TouKe A(ﬁ,zj;
2°2

XY

at b

. 2 .
Haiinute xacatenpHylo K mapaboje ) =X, mapajulelbHYI MpsMON

. 2
B kakoii Touke KacatenpHas K mapaboie Yy =X —06x+5

nepreHuKyIsipHa npsimoit X —2y | +8 =07

4,

. . 2 3
Haiiure kacarensHbie K KpuBoi X =1~ —1, y =¢" +1, mapamutensubie

npsmoit 2x —y+3=0.

5.

. . 3 2
Halinure xacarenpHble K KpUBOM X =1, Yy =17, Opoxondllue 4Yepes

touky M (=7,-1).

6.
a)
b)

Haitnute nopsiok kacanus B Hauaje KOOPAUHAT CICAYIOIMINX JIMHHM:

y=sinx, y=tgx;

y=x’, y=xsinx;

14



c) y=sinx, y=x4—lx3+x.
6
7. Haiinute ypaBHEHHE OKpYKHOCTH, UMEIOIIEH ¢ mapabosiol ) = x* B
Hayajle KOOPAMHAT KaCaHUE BTOPOI0 MOPsAIKA.
8. Haiinure ToukH, B KOTOPBIX KacaTenbHas K kpusoit 7 (acht,asht,at)
mapaJuiesbHa miockoctd X+ y —z—1=0.

9. CocraBbTe YpaBHCHUA KaCAaTCJIIbHBIX K CICAYIOIIUM KpPUBBIM B

YKa3aHHBIX TOYKAX:

a) x=sect, y=tgt, z=at uput=rx/4;

b) x=é,y=e',z=nput=1;

c) x=eé€'cost, y=eé'sint, z=¢' npu t=0;

d) x=a(t-sint), y=a(l—cost), z=4asin(t/2) uput=x/2.

10. CocraBpTe ypaBHEHHUs KacaTe€JIbHOW MPSMOM W HOPMAJIbHOW INTIOCKOCTH
BUHTOBOM JIMHUU X = 2COSt, y =2sint, z =4t s touke t =0.

11. 3agana kpuBass X =1, y=t2, z=t". Hanumure YpaBHEHUS

KacaTeJIbHOM NPsAMOi ¥ HOPMaJIbHOM IIOCKOCTH B Touke £ = 1.

12. Hanummre ypaBHEHHE KacaTeIbHOW MPSIMOM M HOPMAJbHOM IJIOCKOCTH
muavn X° = 2az, y° =2bz B IPOM3BONBHOM TOUKE.

13. Hanummre ypaBHEHHE KacaTeIbHOW NPSIMOM M HOPMAJIbHOM TJIOCKOCTH
mammm (x+2)° =12y =0, 27(x-2z)* =4y’ =0 Brouke M,(2,3,4).

14. Halinure ypaBHEHHSI HOPMAJIbHOM IJIOCKOCTH B IMPOU3BOJIBHOW TOYKE
mmnn x° +y° =1, Y +z2° =1 (y#=*l).

15. Haiinure conmpukacarmuecs IIOCKOCTU KPUBOU X =, ) = tz, z=t ,
npoxojsime yepes aauHyto touky M (2,—1/3,-6).

16. Hanummmre ypaBHEHHE  COINPHUKACAIOMICHCS  IJIOCKOCTH  KPUBOM
x=¢€'cost, y=e'sint, z=¢' Brouke t =0.

15



17.  Hanwummure YpaBHEHUE CONPUKACAOLIEHCSA cepbl KpHUBOU

x=tcoslnt¢, y=tsinln¢, z=1 B rouke t =1.

16



Tema 3. AcumnToTbl. OCO0bIE TOYKH IVIOCKUX KPUBBIX

Ecou nunaus (xkpuBas) (1.2) momyckaer acuMmnroty npu ! —>f,, ypaBHEHHUE

KOTOPOM

v=kx+b,

i t )
10 k= hm&, b =lim(y(t) — kx(t)) . D10 HaKIOHHAs acUMIITOTA.
-1,

1—>1, x(t)
Ecnu nunusg (xpusas) (1.2) nomyckaer BepTHKaIbHYIO aCUMITOTY IIpH § —> £,

TO ypaBHEHUE MOCIENAHEN uMeeT BUA X =a, rae a = limx(¢), lim y(¢z) = .
-1, -1,

[psmas  y=kx+b  Oymer acummroroir Jjmamu (1.3) , ecim
k=lim&, b=lm(f(x)-kx).
X—>0 x X—>0

Onpeneaenue. Ilycts miockas ¢urypa [ samana ypasuenuem F(x,y)=0,

rae F' - rmagkas dyHKnus, o06agaeT CBOWCTBAMHU:

a) cymecrsytor Ttouku M,,...,M, uryper [ Takwe, uro ¢urypa
[, =I\{M,,...,M,} sBusercs nuuHuei;

b) Hukaxas u3 ¢uryp /[, U {M l.} (i=12,...,k) He saBusercsa nMHKEN.
Torna durypa [ HaseiBaercst aunuei ¢ ocobvimu moukamu M ,...,M, . Ocobbimu
MOTYT GbITb TOJBKO T TOUKH, B KoTopeix £ (x,y) =0, F (x,y)=0.

Onpenenenne. Ilycte M (x,,),) ocobas touka muuun F(x,y)=0 nu

2
) o Fxx

uzonuposannoti (KacateipHbIX Het), ecnu O > 0, To Touka M|, HasbIBaeTCS MoOUKOU

-F ‘ . Torma ecmm O <0, To Touka M, Ha3bIBacTCA
0

XY\ M M, WM

5:(F

camonepeceuenus, camonpukochosenus (1Be Kacarenbubie), ecau 0 =0, T0 Touka

M, nasbIBaeTcs moukoii 6o3épama (O1Ha KacaTelbHas). YpaBHEHHE KacaTelbHOH

UMEET BUJT
17



V=V, =V 'y, (X=X ),

rae y'M0 UIIEM U3 YpaBHEHUSI

=0.

2
F w |y, Yy 'MO y M,

HccnenoBarh TUHUIO — 3HAYUT BBISIBUTH COBOKYITHOCTh Ba)KHEMIIMX CBOWCTB
JIMHUY, TO3BOJIAIOIIUX JOCTATOYHO TOYHO TIIOCTPOUTH €€, T.€. HaJIU4Yue WIN
OTCYTCTBHE OCOOBIX TOUEK, TOUEK IMeperuda, aCUMITOT, TOYEK CaMONepeceueHus, B

KOTOPBIX KaCaTCJbHLIC ITapaJlJICIIbHBI KOOPAWHATHBIM OCAM H B KOTOPBIX JIMHHA

IMNEPECCKACT 3TU OCH.

YpaxHeHus 1151 ayAMTOPHOI padoThl

IIpumep 1. Halinture acUMOTOTHI JIMHUM, 33J]aHHYI0 YpAaBHEHUEM B

apaMeTpUYEeCKOM BHUJIE:

Pewenue. Haiinem koddduuuentsr kK u b:
_ 2
L N L NP e '
=l x(t) ol x'(t) (=D -2t 2
t 17 3
7

b = lim(y(t) — kx(1)) = lim LA

' -1 2¢-1
1 3
Taxum oOpa3oM, aCUMIITOTAa UMEET BUJL Y = —X — Z
IIpumep 2. HaiiT acuMOTOTY JIMHUH, 33JaHHON YPABHEHHEM B SIBHOM BU/JIE
3
Y= .
x” —49

Pewenue. Haiinem kos>bduuuentsl kK u b:

18



3
b=lm(f(x)-kx)=lm| ———-0x|=0
x—>oo(f( ) ) X0 (X2—49)

Torma acummrora umeet Bua Y = 0. Kpome Toro, GyHKIUS MMEET pa3pbiB B TOYKAX

X =17, T.e. 9TO BE BEPTUKAIbHbBIC ACUMIITOTHI.
IIpumep 3. Haiigure ocoOble TOUKM W HANMILUTE YPABHEHUS KacaTEIbHBIX B

HUX JUISL JIAHAN
2 _ 3, .2
Y o=x +x".
3, .3, .2
Pewenue. 3anumem xpusyro B Bune (X, y)=—y +x +x". Torma
2 2 . N y y
F,=3x"+2x, F,=-3y". Ocoboli TO4KO# KpHBOH, T.e. B KOTOPOH 4YacTHbIE
npou3BOJHbIE paBHBI Hymo, Oymer touka M (0,0); Touka ¢ koopauHaTaMu
(0,—2/3) me npunagnexkur nuHuM. HaiiieM BTOpBIE YacCTHBIE NPOU3BOIHbIE

dynxkuwmn F =6x—-2, F =0, F =-2, xoropbie B 0c000H TOYKE DaBHBI

cienywomemy F

XX

", =2, F;Cy vy =0, Fyy vy =—2. 3gauur, 0 =4>0, Te.

touka M (0,0) sBisercss TOUYKOM CAMONPHKOCHOBEHHs, K KOTOPOH MOXHO

NpoBecTH JBe KacarenbHble. Koddguumenr y',  HaiiieM u3  ypaBHeHus
2

-2 y'M0+2 =0, y',, =%l. Taxum obpasom, xacarenvhbie B Touke M, (0,0)

UMEIOT BUJ ) = TX.

YpaxHeHus 1151 CAMOCTOATEIbHON padoThl

1. HaﬁHHTe ACUMIITOTBI HHHHﬁ, 3aJIaHHBIX ypaBHeHI/ISIMI/I B SIBHOM BHUJIC:
) 2
a y= ;
x—3
5
b)) y=—F;
x°—4

19



C) Y= >
X
2
d) a
Y= ’
x+2
x* +1
€) y=
X
2. Haiinure  acumMnToTel  JMHWNW, — 33JaHHBIX ~ yYPAaBHEHUsAMH B

napamMmeTpuiICcCKOM BUC:!

2t 1

a) x= , V= ;
(t—-D(-2) (t-D(-3)
2t—1 1

b)) x= : =—;

) -1 Y t—1

x 12 {

C =—, = .
1 Ao

3. HaﬁﬂHTe ACHUMIITOTEI HHHHﬁ, 3aJIaHHBIX HCABHBIMH YPABHCHUSAMMU:

a) xy -y —4x=0;
b 2 2 5_
) Xy~ =x +2X_Z’

o (xX-y)Hx-y)=L

4. Haiigute ocoOble TOUKM JUHUIMA, 3aJaHHBIX CIEAYIOIUMHU YPaBHEHUSMU:
a) y2 =X +x7;

b) x’= y2 +x*;

o) yz =X —x%;

d) xzyz 424 yz;

e) .4y°=x"+5x".

5. Haiigute ocoOble TOUYKM M HaNMILIUTE YpaBHEHUS KacaTelbHBIX B HHUX

JUISL CIICTYFOIUX JTUHUAM:
20



a) (x*+y")x—2ay’ =0 (uucconna Jlnokieca);
b) (x> +3°)y—a)’ =’y =0 (xonxomma Huxomerna);
¢)  (2a—x)y’ =x(x—a)’ (crpodonna);
d) (x> +y°) =2a*(x* — ") (nemuuckara Beprymm);
e) (x> +y*—2ax)’ =4a’*(x* +y*) (xapamonsa).
6. HUccrmenyiite ©  NOCTpOWTE  JMHUM,  3aJaHHBIC
YPaBHEHUAMU:
2
a = ;
) Y x* =1
x—=2
b =1In :
y Y x+2
) 125-x°
c = ‘/—;
Y 3x
d) y — el/x ,
y x 3at 3at’
e = ) = )
1+ 0 14r
£ £
X=——, Y=
K 1+ Y7147
£’ £
X=—7p, y= ;
¢ 2 717
hy x=t', y=t"-¢r;
2 2
0 x:(t+2) ’ :(t 2) ;
1+¢ t—1
: : 2cos’ ¢t
j) x=2smt, y= ;
2 +cost
k) x -y +1=0;

21
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xt+yt=at;

(x* = »*)" =2x;

=y ) -y =1
x(x*=3y")—4(x* +y*)=0;
x' =yt +x";

X —x*+4x’y—4y* =0;
(x> +y°) =27x*y".

22



Tema 4. [Ilnuna nyru. KpuBu3Ha II0CKOIl KpUBO#

Onpenenenue. /[nuna Oyeu KpUBOM JIMHUM OIpEAENseTcs Kak TIpenesn

IIEpUMETPA JIOMAHOW JIMHUH, BIMCAHHOW B TAHHYIO YTy, €CJIU YUCJIO 3BEHBEB 3TOM
JIMHUY HEOTPAHWYECHHO BO3PACTAET, a NIMHA KaKJOT0 3BEHA CTPEMUTCS K HYIIIO.

JUIHa yru KpUBOM M €€ KpUBU3HA BBIYMCIISIOTCS 10 CIEAYIOINUM (popMmyam,
B 3aBUCHUMOCTH OT CII0co0a 3a/TaHusi KPUBOU (JTMHUM):

Tabnuya
DopMyIIBl 11 HAXOXKICHUS IJTMHBI TyTH U KPUBHU3HBI TNIOCKON KPUBOK

Bun xpuBon

Jmvna nyru, s

Kpususna, k

~ . o
x = x(1), 5= [+ Rt e |xy xJ’|
y=y(t) f (x> +5°)"
y=yx) s:f 1+ y"dx _|y—
X (1_|_y'2)3/2

2 2
‘r +2r'—rr"

(r2 + er )3/2

= %)
r=r(g) s=[NrP+r%de
D

Omnpenenenue. LleHTp conpukacarmencss OKPYKHOCTH Ha3bIBAETCS TaKXKeE

YEeHmMpoM KpususHvl Kpugol 8 3adaHHou mouke. Ee panuyc, Ha3bIBa€MbI Takxke
Paouycom KpususHvl KpUsoil 8 3a0aHHOl mouke, HaXOAUTCs 1o Gopmyine R = ;

Omnpenenenue. HaTypanbHbIMM ypaBHEHHSMHU IIOCKOM KPUBOM HA3bIBAIOT

YpaBHEHUS BUJA
k=k(t)
k=k(s), F(k,s)=0, :
s =5(1)

Omnpeneaenne. Eciu xpusas 3amana B suge 7 (x(t), y(t),z(t)), To mimna

JyTH BBIYHCIIAECTCS 110 Cleaytomen hopmyre

23



t
s=[\X+ 7+ 2 dt
h

YnpaxHeHus 1151 ayAMTOPHOI padoThl

IIpumep 1. BpiuncauTe AMHY OyTH MEXIY YKa3aHHbIMM TOYKaMU KPUBOM
1
x:t—zsh2t, y=2cht, =0, t,=2.

Pewenue. Haiinem mpousBomnbie X'=1—ch2¢, y'=2shf. Bsuucoum

t, 2
JUTMHY YT 110 hopMmyIie § = j\/x'2+ ydt = j\/(l —ch2t)* + 4sh’tdt =sh*2
0

h
Ipumep 2. Haiitu KpuBu3HYy KpUBOH X = @COSt, y =bsint.
Pewenue. Halinem npou3BOAHBIE MEPBOTO W BTOPOTO MOPSAKOB BEKTOP-
hyHKIIUN

r(acost,bsint)

r'(—asint,bcost)

r"(—acost,—bsint)

absin®t +abcos’ t ab

Haiinem kpuBu3Hy k = : = .
(a’sin’t+b°cos’t)’> (a’sin’t+b’cos’ )

3/2°°

IIpumep 3. HailTu ninuHy Tyrd BUHTOBOW JIMHUU OT TOYKHU IIEPECEUEHUS €€ C
Oxy 10 Npou3BOILHON TOUKHU M.
Pewenue.

r(acost,bsint,bt)

z=0 nmpu t=0 = M (a,0,0)

t
[ToacraBnsist B GopMyiny HaxOXJIEHUSA JUIMHBI JYyTU S§ = j\/ X+ j/z +2°dt,
0

Haxoxum: 7(—asint,acost,b),

24



! !
S = j\/azsin2t+azcoszt+b2dt: j\/a (sin2t+coszt)+b2dt:

0

0
= ?\/az +b2dt=\/a2 +b2 t‘g =\/a2+b2t
0

Taxum 06pa3oM, MCKOMas JUIMHA AyTH paBHa S =\ a2 + b2 t

Ilpumep 4. Haiitu [IuHY AYrd TUNEPOOJMYECKONM BUHTOBOM JIMHUH,

3aKII0YEHHYI0 Mex 1y Toukamu O u t.

Pewenue

x=acht; y=asht. z=at.

t
2 ¢
S=] \/xz v 24 2dr = j\/(asht)z + (acht)?dt =

tl 0

t t
=a| 2ch?tdt = a2 | ch?tdt = a\/zsht‘g = a\/2sht
0 0
3mauut, S = a\/ESht .

IIpumep 5. Haitu jummHy 1yru KpuBou

x=3t—t3
<y=3t2
Z=3t+t3

3anucaTh ypaBHEHHE KPUBOW B HATYPAJIbHOW NTapaMeTpHU3aLuu.

Pewenue. JnmviHa ~ Oyrm KpUBOM  BBIYHCISETCA IO

L. Iy .
S=] 17‘dl‘= I\/xz + 9+ 2°dt. Tax kax ‘17‘ =3\/5(t2 +1), 10
t h

S = [3W2(2 +1)dt =2(F +30).

25
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Jis Toro, 4troObl MepedTH K HaTypajdbHOW MapaMeTpU3allid BbIPa3UM

rnapamerp ! 4epe3 HaTypaJIbHBIN MTapaMeTp S U3 YPABHEHUSA

s=2(+3t) wm £ +3t———=0.

V2

3 2 2 2
p ¢7_EZ+[ Sjl S

V2

YpaBHCHHNEC UMECT OAWH BCILICCTBCHHBIN U JIBA KOMILIEKCHBIX KOPH:. BeniecTBeHHBIN

Tak xak D =—+— —=1+—>0, 10 KYyOHUECKoe

27 4 27 4

KOpPEHb HaX0uM 10 GpopMmyiie

t=a+p,

_3\/__+\/__32f+\/1+7_2
5 fﬂzf/i_\/@

rac

p=i-L-Jp

Torna mapamertp f BeIpaskaeTcs 4epes S CIeAYIOMNUM 00pa3oM:

f =3 s 1+i
22\ 2f '

[ToncTaBiisst MOMYy4YEHHOE BBIpaXXEHUE UIA [ B YPAaBHEHUE KPUBOW, 3aJaHHOU B

KOOPJIMHATHO-MIAPaMETPUUYECKOM BHJIE, TIOJIy4aeM YpaBHEHHE KPUBOU B HATypaIbHOU

napameTpHu3aluu:
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YrpaxHeHus 151 CAMOCTOSITEIbHON padoThI

1. Bbluncnute AInHy Iyrd Mexay ABYMs IPOU3BOJIBHBIMU Toukamu M| un

M, cremyronmmx KpHUBBIX:

3/2
a)  Yy=x7;

b) y=Inx;

c) yzachi;
a

X

e +1_
e —1

e) x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost);

d y=ln

f)  x=a(lntg(¢/2)+cost), y=asint.
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2. Bpruncnure mnuMHY AOyrH MeEXAY YKAa3aHHBIMM TOYKaMHU CIIEAYIOLIUX

KpPUBBIX:
a) y=Incosx, x,=0, x,=7x/3;

1 1
b) y:sz—Elnx, x =1, x,=4;

¢ y=lInsecx, x =-x/3, x,=n/3;
1
d) x:t—Esth, y=2cht, =0, t,=2;

o) x=8ar’, y=3a-1), =0, t,=2.
3. Haiinute niivHy BCeil KpUBOIA:

a) x=acos't, y=asin’t;

b) r=a(l+cosep);

¢) r=acos (¢p/4).

4. Haiinure KpuBH3HY CIEAYIOIMX KPUBBIX:
a) y=sinx;

by ¥ =2px;

c) X = t2, y= t3;

d) x=acost, y=bsint;

e) x =acht, y=asht;

)  x=a(t-sint), y=a(l-cost);

g) r=age.
5.  Haiinure KpuBHM3HY JUHUH, 3a1aHHON ypasuenueMm F(x,y)=0.
6. Haitgure kpuBHU3HY CIIETYHOIIUX JTUHUAM:
52 yz
a) — + — = 1 ;
a- b

28



2
b -iy=l;

2
a b
c) y= x* B Hauane KOOpJMHAT.
7. Ha xpuBBIX HalauTe TOYKH, 1€ KPUBU3HA IIPUHUMAET DKCTPEMAIbHOE

3Ha4Y€HHE (BEPIIMHBI KPUBBIX ):

a) y=e';
b) x=at—-dsint, y=a—dcost;
¢) r=asin’(p/3).

8. CocraBbTe HaTypaJIbHbIE YPABHEHHS KPUBBIX:

2) y= X2

b) y=Inx;

¢) x=a(cost+tsint), y=a(sint—tcost);

d) x=a(Intg(t/2)+cost), y=asint,

e) r=a(l+cosy).

9.  Hamummre HaTypaJibHYIO NapaMeTPHU3aIMI0 BUHTOBOM JINHHH.

10. Haiinure JUIAHY IyTU OZHOT'O BUTKA KpHUBOU
x=a(t—sint), y=a(l—cost), z=4acos(t/2) mexmy nByMs ee TOYKAMHU

MePeCCUYCHU:A C IIJIOCKOCTBIO )COZ .

11. Haligure [IuHY JOyrd  JIMHUAH x° =3ad* Y, 2xz=a’ MEXKIY

mwiockoctamu Yy =a /3, y=9a.

12. Tlokaxkute, 4YTO 3aMKHyTas KpUBas X = cos’ t, y= sin’ t, z=Cos2t

umeeT aauny S =10.

13.  Haiigure muny ayru kpusoii 7 (acht, asht,at), sakmouennoit mexmy

TOYKaMH, COOTBCTCTBYIOIIIMMHU 3HAUYCHUAM IIapaMCTpa O ul.
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14. Haiinute BbolpakeHue auddepeHnrana UIMHBI AYTd KPUBOM B

MUWINHAPUYICCKUX KOOpJNHATAX.

15. Halinure Bolpaxkenue guddepeHnyana UIMHBI JAyTd KPUBOM B

chepudecKux KOOpauHATAX.
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Tema 5. ConpoBoxaarommi TpeXrpaHHUK

Onpenenenue. Beskas IIJIOCKOCTD, IMpOoXoasiInas 4€pe3 KaCcaTCIbHYIO IMPSAMYIO

KpHBOﬁ, Ha3bIBACTCS €€ KacamelbHOU NiA0CKOCMbIO.

Onpenenenne. KacarenpHas IIJIOCKOCTb, IpoXoadmiasd 4YCpe3 TIJIaBHYIO

HOpMaJlb KPUBOM, HA3bIBACTCSA CONPUKACAIOWELICS.

Onpeneaenue. Hopmaib, neprneHauKyIsspHasl CONMPUKACAIOMIENCS TIIIOCKOCTH,

Ha3BIBACTCS OUHOPMAIIBIO.

Onpenenenue. KacarenpHasi, riaBHas HOpMalib U OMHOPMalb OMPEACNAIOT B

KOKJIO0M TOYKE KPHBOM TPEXIPAHHUK C TPEMsl MNPSMBIMU YIJIAMH IpPU BEpPUIMHE,
COBIANAOUIE C  TOYKOM  KpPUBOM.  OTOT  TPEXIPaHHUK  HA3bIBAECTCS
CONPOBONCOAIOUSUM, OCHOBHBIM UU HAMYPATbHLIM MPEXSPAHHUKOM KPUBO.

['paHsMH OCHOBHOTO TpeXTpaHHUKA OyIyT TPU B3aMMHO MEPHEHANKYJISPHbBIE

TIOCKOCTH.
1.  Comnpuxacaromascsi MIOCKOCTb, COJAEpKallasi KacaTeabHyl M IJIaBHYIO
HOpMAJIb.
2. HopmanbHast minockocTh, cofepskalias riaBHyt0 HOpMalib 1 OWHOPMAaJb.
3.  Tperbs TIIOCKOCTH, coaepKallas OWMHOPMaldb M  KacaTelIbHYIO,

HAa3bIBACTCA CIPSIMIISIONIEN INIOCKOCTBIO.
Ecnu Touka kpuBOil 3aanHa, TO Ui ONpeeNieHus: TpaHeil u pedbep OCHOBHOTO
TPEXTPAaHHUKA HYKHO YMETh BBIYUCIISATh UX HAIMPABIISIIOLINAE BEKTOPHI.
Hanpasnsrommii BEKTOp KacaTeabHON
T=r. (5.1)
Hampasnsromuii BekTop 6uHOpManu
B=[7,7], B=[N,B]. (5.2)
HampaBnsitomuii  BEKTOp  IVIABHOM  HOPMAIIM  MEPIEHAMKYJISIPEH  BEKTOPY

KacaTellbHOM M BCKTOPY 6I/IHOpMaJ'II/I, I[MO3TOMY C€I0 MOKHO IIOJIOKHUTH PAaBHBIM HX

BEKTOPHOMY MPOU3BEICHHUIO

31



N =[r,[7,F]]. (5.3)
VYpaBHEHHs KacaTeNbHOW K KpHUBOW, 3agaHHOW ypaBHeHusMu (1.5) u (1.6),
MUMEIOT COOTBETCTBEHHO BUJ

.

p=r+Ar,

X=X V=V _Z27%
X y z

b

e O - paauyc BEKTOP TEKYIIEH TOYKU KAacaTeIbHOM.

YpaBHEHHUS IITaBHOW HOPMAJIN:

( ( z x| |x vy
X=Xx,+A| z -yl

Z X Xy

X ) z
<y:y0+/1[x J_{—Zy

X y y oz

) Z z X
z=zo+z£y'f |-

y oz Z X

\

YpaBHeHus OUHOpMAIH:
p=F+A 7.7 ],

X=X Y=V _272%

y oz |1z X |x |

v ozl |Z X |x Y

YpaBHEHUS CONPUKACAIONICHCS TUIOCKOCTH:

(,3—?,?,?’):0,
X=Xy Y=Yy Z7Z
% I : |=0.
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YpaBHEHU HOPMAJIBHOM IIJIOCKOCTH:
(p=F)F =0,
(x=x)Xx+ (¥ =y)y+(z2-2))z=0.

YpaBHEHHE CPSIMIISIFOIIEN TIIOCKOCTH:

(ﬁ—?,?,[?,ﬂ):o,

X=Xy V=Y Z—2
X y z |=0.
y ozl |z x| |x

[Tpeanosnoxum, 4TO KpUBasi OTHECEHA K HATYpaJIbHOMY IIapaMeTpy.

1. ExvuHUYHBINA BEKTOP KacaTebHOW 7 OMpeAe/IMM TakK, YTOObI OH COBITaIall C

MEepPBOIl MPOU3BOIHOM pajinyca-BEKTOpa M0 HATYypaJIbHOMY MapaMeTpy

2. EOuMHUYHBIA BEKTOp TIABHOW HOPMAlM V ONpENENUM Tak, 4YTOOBI €ro

Y

T =

N

OpHMEHTAalMsl COBIIAJAJIa C OpHUEHTAUMEHd BEKTOpa BTOPOM IIPOU3BOJHOM IIO

HaTypaJbHOMY MapaMeTpy

<!
[l
S ‘ ~N)

—

3. EnvnuuHblii BeKTOp OMHOpPMaiu 5 OPUEHTHPYEM Tak, 4TOOBI TpoOWKa

BEKTOPOB 7 ,V , [f Oblia IpaBo.
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Puc. 1. OCHOBHOW TpeXrpaHHUK KpUBOU

[pu V' =7 (t ) sekropa 1, IV, B Beraucisiores cienyrommm o6pasom

— —

T=7', N=¢", B=[F,F"]

!

Brruucium Bekropa 7, V,

[
=
|D01

7=

—

YupaxHeHus 151 AyIMTOPHOI padoThI

=

oo]}

Ipumep 1. B rouke, oTBeuaroiei mapamerpy ¢ = 1, aust kpuBoi

x=3t-¢
y =3¢
z=3t+¢

HAWTH BEKTOPHI U TNIOCKOCTH COITPOBOKIAIOLIETO TPEXTPAHHHUKA.
Pewenue.

1. Haiizem pou3BOAHBIE BEKTOP-QYHKIMH 7 10 TPETHETO MOPAIKA:
F3t—1,3t7,3t+1),
F(3-312,6t,3+31%),
7 (—6t,6,61),
7 (—6,0,6)

Haiinem enHUYHBIN KacaTeIbHBIA BEKTOP T:
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Fot - -

F(3-3,6,3+3°) [ 1= 2 1
7 3W2(2 +1) '

7 2@+ V22 +1) V2

ST

[Ipu t =1 monyuaem

|

o)

Haiinem enuHuuHbld BEKTOp OMHOpMAIU ,B . [lo ompenenenuro ,3 =

— — -
.

i Jj k
B=|FF|=]3-3" 6 3+3F|=18(" —1)i =36t j+ (> + 1)k,
6t 6 6t

EE = 18V2(7* +1)

7

Toraa eqMHUYHBIN BEKTOp OMHOPMAIN UMEET BUJT

F; t* -1 2t 1
L2E+D) V20 +1) V2 )
Ipu ¢t =1 umeem

—

| =

Haiinem eqMHUYHBIN BEKTOP riIaBHOM HOopManu V . [o onpenenenuro V =

b

=

—

rne N = [B I ] BbIUMCIMM HEIOCPEACTBEHHO IS 3HaYEHMs mapamerpa [ = 1:
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J

) 1
ﬂtzlaTL:J: 0 7
|

0 —
2

5= 1= =

3Hauwur, V|t:1 (—1,0,0).
UTak, HalJeHHbIE BEKTOPHI COMPOBOXIAIOIIETO TPEXTPAHHUKA B TOUKE,

OTBevaroulei mapaMerpy ! =1, UMEIOT Cleayromuil BU

1 1 = -1 1
7| =|0,—,— |, | | 0,—=,—=|.v|_ (-1,0,0).
|t—l \/5 \/5 j =1 \/5 \/5 |t—1
1. Harvinem ypaBHEeHHE CONPUKACArOIIENUCS TNIOCKOCTH.

Compukacaromasicst IUIOCKOCTb 3ajgaetcst Toukoit kpusoit M (X,,Y,,2,)

(omopHoit Toukoit) u Bekropom Gunopmanu (S, B, B.) (HOpManbHBIM BEKTOPOM)

B 3TOM TOYKE. YPaBHEHUE CONPUKACAIOUIENCS IIIOCKOCTH UMEET BU/L:
Bo(x=x)+ B, (y =)+ F.(2-2)=0.

t=1 coorBerctByer Touka M (2,3,4) wu OGuHOpManb

[TapameTpy

AL

NN

Haiinem ypaBHEHE HOPMAJIBHOM IIJIOCKOCTH.

. Torna ypaBHeHUE CONpUKACAIONIEHCs IIOCKOCTH UMEET BUJL

HopmaiibHast IJIIOCKOCTh 3ajaeTcst Toukoit kpuBoit M (x,,V,,z,) (omopHoii
TOYKOM) U KacaTelbHbIM BEKTOPOM Z'(Tx,Ty,TZ) (HOpMaJbHBIM BEKTOPOM) B 3TOMU
TOYKE. YpaBHEHUE HOPMAJILHOM MIIOCKOCTH UMEET BUJI;

Tx(x_xo)+Ty(y_yo)+z'z(z_zo) =0.
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[apamerpy ¢ =1 coorBerctByer Touka M ,(2,3,4) u xacarenbHbIi BeKTOp

I 1

T |t: L= (O,—,—j. Torga ypaBHeHHE HOPMaJIBHOM IIJIOCKOCTH UMEET BUJL

2 2
1 1
NE NG

Haiinem ypaBHeHHEe ClipAMIISIIOIIEN TNIOCKOCTH.

(z=4)=0wm y+z-7=0.

CopsiMisiroriasl — IUIOCKOCTh  3ajaetcst  Toukoi  kpuBoit M (X,,Y,,2,)
(omopHo#f TOUKOH) M BeKTOpoM TMaBHOH Hopmamn V(V,,V ,V.) (HOpMAlbHBIM
BEKTOPOM) B TOM TOUKE. YPaBHEHHUE CIIPAMIISIOIIEH IIIOCKOCTU UMEET BUJI:

vV (x—x) +Vy(y — V) +v.(z—2z,)=0.

[apamerpy ¢=1 coorserctByer Ttouka M (2,3,4) u Bexrop rIiIaBHOM

HOpMai V |t: ,(=1,0,0). Torna ypasuenne conpukacatomeiicsi mIOCKOCTH HMEET

BU/I

—(x—-2)=0 wm x—2=0.

IIpumep 2. Be4uciIuTh KPUBU3HY M Kpy4YEHHUE TUIEPOOIMUYECKON BUHTOBOM
JTUHUH
7 (acht, asht, at)
Pewenue.
r(acht,asht,at),
#(asht,acht,a),
¥ (acht, asht,0).

‘F‘ = \/ashzt +ach?t +a% = \/az(ch2t +1) = \/a22ch2t = a/2¢cht
MHcnonwzyst hopmyns (5.1) — (5.3), Haxogum

T = F(asht,acht,a). 7(acht,asht,0). 7 (asht,acht,0)
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i ik
B=[F,F]=|asht acht a =—azshtf+azcht]+a2 (shzt—chzt)l;:
acht asht 0

— —a®sht 7 +a*chr j- a*k

B|=Va"sh? +a*ch? +a®* = \/a4(sh2t +ch2r 1) =Va*2ch2r = a2 2chr

JI1st HaXOXACHUST KPUBU3HBI U KPYUYEHUsSI TUNIEPOOIMYECKO BUHTOBOW JIMHUU

BOCITOJIb3yeMcCs (hOPMYIIOA:

A7 o22ehe 1
k=—3 = 3.3 ., .2
‘,&‘ 2\2a°ch®t  2ach*t
K:(r.,r”,g);
[7,7]

asht acht a
(7,7,F)=|acht asht 0= a3ch?t — a3sh?s = a3;
asht acht 0

3

a 1

a42ch2t 2ach2t |

K(t) =

o
2ach21

YnpaxHeHUus 11 CAMOCTOATEIbHON padoThI

OtBeT: k = K =

1. CoctaBbTe ypaBHEHUS  KacaTelIbHOH, HOPMaJbHOW  IUIOCKOCTH,
OMHOpMalM, CONMPHUKACAIOIICHCS IJIOCKOCTH, TJIABHOM HOPMalld M CHPAMIIAIONICH
IIJIOCKOCTA BUHTOBOU JIMHUU

a)  r(tcost,tsint,at) s touke t =0;

b)  F((t+1),¢>,2t) BTouke t =1.
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2. CocraBbTe YpPaBHCHHUA  KaCaTCJIbHBIX K CICAYIOIIMM KpPWUBBIM B

YKa3aHHbIX TOUKAX:
a) x=sect, y=tgt, z=atuput=rxr/4,
b) x=é, y=e', z=nput=1;
c) x=ée'cost, y=e'sint, z=¢€' npu t=0.
2. B kakmx Toukax KacarenbHas Kk kpusoi F(3t—1,3t7,3t+1)

mapaJuiesbHa miockocT 3X+ y+z+2=07?

3. CocraBbTe ypaBHEHHUs KacaTelbHOM MPAMOIl 1 HOPMAIbHOM IUIOCKOCTH
BHHTOBOU JIMHUU X = 2COSt, V =2sint, z =4¢ B touke ¢t = 0.

3

4. 3agaHa kpuBas X =1, y=t2, z=1. Hanumure ypaBHEHU:A

KacaTeJIbHOM MPSAMO# U HOPMaJIBHOMU IJIOCKOCTH B Touke f = 1.

3. ITokaxwure, 4TO HOPMaJbHbIE IIJIOCKOCTH KpHUBOU

. 2 .
X=asin"t, y=2sIntcost, z=acoSt MPOXOIAT Yepe3 HAYAIO KOOPIUHAT.

3

b

. . 2
6. Haiinure conpukacaromuecs IIOCKOCTH KpUBOU X =, Yy =1, z =1
npoxogsue yepe3 nanuyo touky M (2,—1/3,-6).
7. Hamvmure  ypaBHEHHE  CONPHUKACAIOLIEUCS  TJIOCKOCTH  KPHUBOU
. t
X =acost, y=bsint, z=e¢" Brouke t =0.
8.  JloxaxuTe, uTo o0Opa3 kpuBoii x =e¢' cost, y=e'sint, z=2t
2 2
pacnoyioken Ha moBepxHOCTH X + Y —e” =0 u conpuKacaromascs MmIOCKOCTh

KPHUBOM COBIIAJAIOT C KACATEJIbHOU INIOCKOCTBIO IIOBEPXHOCTH.
9. CocTaBpTe ypaBHEHHUs TJaBHOW HOpMalId M OMHOPMAIU  CJEIYIOIIMX

KPUBBIX B yKa3aHHBIX TOUKaX:
2
a) x=t, y=t,z=€ nput=0;

b) x=t,y:t2,2=t3npnt:1.
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10. Haiizmre Toukn Ha kpuBoii X =2/t, y=Int, z=—t", B KOTOpBIX
OWMHOpMAJTh TapaUIeNIbHa TIIOCKOCTH X — )+ 8z +2 =0.

11. Halinure enuHWYHBIE BEKTOPHI KacaTEIbHOW, TIJIaBHOWM HOpMalau |
OMHOpMaNM KpMBOM X =1SInt, y =£C0St, z = te' B Hauane KOOpAMHAT.

12. Halinure eAWMHUYHBIE BEKTOPHI KacaTeJbHOM, TJIABHOM HOpMalud M

OMHOpMAaJTK B IPOU3BOJILHON TOYKE CIETYIOIINUX KPUBBIX:

a) X=cost, y=sin’t, z=co082¢;

b) x=a(t—sint), y=a(l—cost), z=4acos(t/2).

13. CocraBpTe ypaBHEHUS KacaTelbHOH, HOpPMadbHOW  IUIOCKOCTH,
OMHOpMaJM, CONMPHUKACAIOIICHCS IMJIOCKOCTH, TJIABHOM HOPMalld M CHPAMIISIONICH
MJIOCKOCTU BUHTOBOMW JTMHUU

X =acost, y=asint, z=>bt.
14. CocraBpTe ypaBHEHHUs KacaTe€JIbHOM MPSMOM W HOPMAJIbHOW INIOCKOCTH

JIMHHU, BaHaHHOﬁ MEPCCCYCHUCM IBYX HOBerHOCTGﬁZ

F(x,y,2)=0 FF, F,
R rang =2
d(x,y,z)=0 O O D,
15. Hammmmre ypaBHEHME KacaTeIbHOM NMPSMOU M HOPMAJIBHOW IUIOCKOCTH
2 2 .
maenK X~ =2az, y° = 2bz B npou3BOJILHON TOUKE.
16. Hailinure ypaBHEHHSI HOPMaJIbHOUW IUIOCKOCTH B MPOU3BOJIBHON TOUKE
2 2 2, .2
mann X~ +y =1, y +z =1 (y#=l).
17. CocraBbTe  ypaBHEHHE  COMNPHUKACAIOUIECHCA  IUIOCKOCTH  JIMHUHU
2 2, .2 _ 2 2 _
nepecedyenus chepsl X~ + y° +z° =9 u runepbonamueckoro mwmHApa X — ) =3
B Touke M (2,1,2).
18. Haiitu BekTOpa CONPOBOXKIAKIIETO TPEXTPAHHUKA M  HANKMCaTh

YpPpaBHCHUA €TO IIOCKOCTEH JJIs1 KpHBOﬁ, Ba,ﬂaHHOﬁ B HCJIBHOM BHJIC
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x2 _y2 :1
2) B touke M (1,2,-1);
y2 +ZZ :4

X’ +y +z°=9
b) B Touke M (2,1,2).
x2 _y2 :3
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Tema 6. ®opmy.anbl Ceppe-®pene. HatypajibHble ypaBHeHUs1 KPUBOil

EBeru 7(7,,7,,7.), V(V,,v,,v.), B(B..B,,B.), To nonydaem dopmymsi

Ceppe-®pene

Ay
dt
dv ~
T—=—kT + K
dt p
%:—Kﬁ
L dt

Koopduumentst &k © K  HasblBAIOTCA  KPUBUSHOU W KpYYeHUeM

COOTBETCTBEHHO.
®opMyIIbl 1J1 BBIYUCICHUS KPUBU3HBI U KPYUEHHUSI CIICTYIOIIHE:

[77) 7P
k=1 _rr)
i TR

B koopanHaTax KpMBH3HA U KpPyU€HHUE BbIpaxkaroTcs (hopmyaaMu

. \/()'/2 )R 4 (55— 15)% 4 (35— 3E)2
3
&2 + 3% +2%)2

b

iy 2

K= .
(3% = £)7 + (2 - 32) + (i — i)

B YaCTHOCTH, CCJIM B KAUCCTBC IIapaMCTpa B3AT HaTypaHLHLIﬁ nmapamMeTp §, 1O

42



— "2 "2 "2
k= |r , k= \/ X+ Y4z,
' l '
x y z
" " "
y zZ
( I_’:’, ’—;ﬂ’ ’—;m) xm ym Zm
K= K=

-2 2

)C”2 + yl!2 + an ’

rac mrpuxamMu 0003HAYEHBI IIPOU3BOAHBIC 11O ITAPaMETPy .

Ecmu KpuBasd OTHECCHAa K HaATypaJbHOMY IIapaMCTpPy, TO €€ KpPHBH3HA U
Kpy4Y€HUE SBISIIOTCS (PYHKIIMSIMH 3TOTO MapaMeTpa.

Omnpenenenue. Cucrema 5TUX OTHOIICHWI HA3bIBACTCS HAMYPAIbHbLIMU

VPaBHEeHUAMU KPUBOU
k =k(s)
K =K(s)
OcHOBHOE 3HaUEHHE HaTypaJbHBIX ypaBHCHI/Iﬁ COCTOHUT B TOM, 4YTO 3aJaHHUEC UX
BIOJIHE XAPAKTEPU3YET HOPMY KPUBOM, TaK 4YTO JBE KPUBBIE C OJMHAKOBBIMHU

HATypaJbHBIMU YpaBHEHUSIMU HEOOXOJIMMO COBIIQJAIOT MO CBOel (opme W MOryT

OTJIMYATbCA TOJIBKO IMOJOXCHHUEM ITPOCTPAHCTBA.

YnpaxHeHus 1Sl AyIUTOPHOH padoThI

IIpumep 1. HalitTu KpUBU3HY U KPYyYEHHUE KPUBOM:

x=3t-1
Ty =3t
z=3t+1

CocTaBUTh HaTypaJIbHOE YPABHEHHE KPUBOIA.

Pewenue.

1. Boruucnum kpususny. Mcnonb3zyem Gopmyity
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v

N3 pazobpanHOro B nmpeaplaymieit reme npumepa 1 3HaeMm, 4yTo

| =18V2@ 4w =320 + D).

[ToaTomy
] sesy
‘,&‘3 542 +1)° 3 +1)°
2. Brruucnum kpyuenue. McnonbszyeM popmyny
[7,7]

JIist  TpeThel TPOM3BOJHON HMeeM .?-(—6,0,6). BelunciauM  cMeliaHHoe
IPOM3BEIEHUE:
3-3¢> 6t 3+3¢°
(F,F,F)=| -6t 6 6t |=216.
-6 0 6

Tak xak H:I7,17:| T (18\/5(1,‘2 +1))2 =648(t* +1)°, To M KpydeHus

HOJy4aeM:
(F,F,F) 216 1
K=—"Z==7 = 2 L2 Ayl L2
[, 77 648(t* +1)° 3t +1)
3. 3anuiieM HaTypaJibHblE YPaBHEHUS KPUBOIL:
k=k(s)
K =K(s)

Jlns 3TOr0 moACcTaBUM MapamMeTp
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:i/zj— \/7 \/2\/_ 1+£

(HaiineHHii B mpumMepe TeMbl 4) B MOJYYEHHbIE BBIPAKEHUS I KPUBU3HBI U

Kpy4eHHUs:
1
A S2 \/ S S2
31| 3 —F=+41+— +3—F—=—4]1+— | +1
\/NE\/ 8 \2v2 V8
1

K =

b 2
¢| ) E—— 1+S2+3S— 1+S2 +1
22 VT8 a2 VTS

IIpumep 2. CocTaBuTh  HaTypallbHOE€  ypaBHEHHWE  BHUHTOBOM  JIMHUU

F=ae(p)+b-t-k, t eR

"

Pewenue. r'= ag(@), r'= —aé((ﬁ), "= Clg(@)
=va’+b°

[7',7 " =[ag(p) + bk — aé(p)] = ak — abg(p)

[7,7"|=ava® +b°

(77", 7" = (a’k — abg(p) — ag(p)) = a’b’

Takum 00pazom, MoxyyaeM cienyroliee HaTypajibHOe YpaBHEHUE KPUBOU

7

k_a\/a2+b2 ( a
=—— e
J (a2+b2)2 130107 S a +b° .
a’b K= 2b >
K:az(a2+b2) L a”+b
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YnpaxHeHus 11 CAMOCTOATEIbHON padoThI
l. JIOKaXXuTe, 4TO JUIS CIEYIOIUX KPUBBIX KPUBU3HA U KPYUYECHHUE PaBHBIL:

a)  r(acht,asht,at);

b) x=3t—t, y=3t, z=3t+¢.

2. Haiinure KpuBU3HY U Kpy4eHUE BUHTOBOU JINHUU

X =acost, y=asint, z=>bt.

3.  HaiiguTe KpMBU3HY KOHMYECKOM BUHTOBOM uuuu 7 (£ COSt,tsint,at) B

HavdaJIC KOOpJAHHAT.

4. Haiinure KpuBU3HY U Kpy4eHUE CIEAYIOIIUX KPUBBIX:

a) x=acht, y=asht, z=at,

b) x=e, y=e', z=+21;

c) x=2t, y=Int, z=1;

d x=cos’t, y=sin’t, z=cos2t.

3. Haiigure, npy Kakux @ ¥ b KpydeHue KpUBOi

x=acht, y=asht, z=>bt BoBcex Toukax paBHO €€ KPUBU3HE.

6. Havinnre TOuky Ha KpUBOU X = cos’ t, y= sin’ {, Z=CO0S2t,B

KOTOPBIX KPUBHU3HA UMCCT MUHUMAJIBHOC 3HAYCHHC (HOK&HBHOG)

7. B kakux Toukax paanyc KpUBU3HbBI KDUBOU
x=a(t—sint), y=a(l—cost), z=4acos(t/2) nocturaer J0KaILHOTO

MUHUMYyMAa?

8. I[OKa}KI/ITC, 4qTOo CIICAYIOINUC KPUBBIC INNIOCKUC, U COCTABLTC YPABHCHHUA

HHOCKOCTCﬁ, B KOTOPBIX PACIIOJIOKECHBI UX 06pa31>1:

) . 1+¢ 1 z 1
a =—, =—F, :—,
1—¢ 4 1—¢* 1+1¢
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b) x=at’ +bt+c, y=at’ +bht+c,, z=at +bt+c;.

9.  Haiigure TaKyIo (GyHKIHEO 1), 4TOOBI KpUBast

X =acost, y=asint, z= f(t) 6bu1a MIOCKOIi.

10.  CocraBpTe HaTypaabHbIE YPABHEHUS CIEAYIOIINX KPUBBIX:

a) x=acht, y=asht, z=at,

b) x=ct, y=\/§clnt, z=ct".

11. Haiinute pamuyc compukacaromeicss cepbl B MPOU3BOJIBHONW TOYKE

CIICIYIOIIUX KPHUBBIX:
a) x=é, y=e", z=~2;

b) x=¢€'sint, y=e€'cost, z=¢".

47



HPUJIOKEHHUE

NuauBuayajbHble 3aJaHUA 1A CTYACHTOB
CPC Nel

1. 3anucars ypaBHEHUE KPUBOW B HEABHOM BUJIE.
2. HaiiTu TOYKH, B KOTOpBIX KacaTelbHash KPUBOM MNapajljiesibHA IUIOCKOCTH

x+y—z—-1=0.

3.B ykasaHHOM TOYke KpWBOW Haiit BekTOphl (7,U,[) W IUIOCKOCTH

CONPOBOKIAIOIIETO TPEXTPAHHUKA.

4. HailTu nnuHy Oyrd KpUBOM. 3amucaTh ypaBHEHHE KPHBOW B HaTypaJIbHON
napamMeTpHU3aLuu.

5. Haiitn KpuBu3HY M KpyuyeHue KpuBoi. COCTaBUTh HATypaJIbHOE YpAaBHEHUE
KPUBOW.

6. HailiTu ypaBHEHHE COMPHUKACAIONMICHCA OKPYKHOCTH B 3aJlaHHOM TOUYKE JJIs
MIPOEKUMHU KpUBOM Ha muiockocth XOY.

7. HaiiTu ypaBHEHHE CONpUKacaromieics cepbl B TaHHONW TOUKE.

1.Teopernyeckuii MUHMMYM K 3ajaue N1

1.1. Onpenenenre KpUBOM.

1.2. Onpenenenue 3aMKHYTON KPUBOM.

1.3. Onpenenenne npocToil KpUBOM.

1.4. CnocoObI 3a1aHMsI KPUBOM.

1.5. Onpenenenve KpUBOM PETyJsIPHON B TOUKE.
1.6. Onpenenenrie SKBUBAJICHTHBIX KPUBBIX.

1.7. Onpenenenue He NapaMeTPU30BAHHON KPUBOM.
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2. Teopernueckuii MUHUMYM K 3a7a4e N2

2.1.0npenenenne 6€CKOHEYHO MAJIOr0 BEKTOPA.

2.2. Onpenenenue npeaena NepeMEeHHOro BEKTopa.

2.3. Onpenenenre BEKTOPHON GYHKIIUU CKAIIPHOTO apTyMEHTA.
2.4. Onpenenenre HEMPEPHIBHOW BEKTOPHOM (DYHKITUH.

2.5. [IpousBoaHast BEKTOPHOUW (PYHKIIMH MO CKAISIPHOMY apTyMEHTY.
2.6. Ilonsitue rogorpada.

2.7. llpaBuna nuddepeHupoBanrs BEKTOPHON (HYHKITUH.

2.8. 'eomeTpuueckoii 3Ha4eHHE MMPOU3BOIHON BEKTOPHOU (HYHKIUU.
2.9. KacarenbHbIil BEKTOP KPHBOW B TOUKE.

2.10. YpaBHeHUE KacaTeIbHON KPUBOW B TOUKE.

3. TeopeTuuecknii MUHUMYM K 3a1a4e N3

3.1. Onpenenenrie CONPOBOKIAOIIETO TPEXTPAHHUKA.

3.2. ®opmyna s BBIYUCICHUS KOOPJIUHAT  €IMHUYHOTO KacaTeJIbHOTO
BEKTODA.

3.3. ®opmyina 1Sl BEIYUCIEHUS KOOPJIMHAT €AMHUYHOTO BEKTOpa OMHOpMAIH.

3.4. ®opmyna s BBIUUCICHHUS KOOPAMHAT €IMHUYHOTO BEKTOpa TJIABHOM
HOpMaJIH.

3.5. YpaBHEHHUE COMPUKACAIOICHCS MIOCKOCTH.

3.6. YpaBHEHHE CIPAMIISIONIEN TIJIOCKOCTH.

3.7. YpaBHEHHE HOPMAJIBHOW IJIOCKOCTH.

4. Teopernuecknii MUHUMYM K 3a71a4e N4

4.1. Onpenenenue NJIUHBI yTU KPUBOMU.

4.2. ®opMyna 1 BBIYACICHUS JJIMHBI TyTH.

4.3. HarypanpHblli napaMeTp KpHUBOW. YpaBHEHHE MPSMOW B HATypaJbHOU

napameTpu3aIum.
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5. Teoperudyeckuiit MUHUMYM K 3aga4ye NS

5.1. Onpenenenve KpUBU3HBL. [ '€OMETPUYECKUIT CMBICI.

5.2. Onpenenenne KpydeHus. ' eoMmeTpruuecKkuii CMBICI.

5.3. ®opmyiibl U1 BBIYHCIICHUS KPUBU3HBI B IIPOU3BOJIBHOU
napaMeTpu3aluu.

5.4. ®opmyJibl 1151 BBIYUCIICHUS KPUBU3HBI B HATYPAIIbHOM NTapaMeTpU3allvu.

5.5. @opMyiibl 1JI BEIYUCICHUS KPYYEHHUS B IPOU3BOJIBHOM MapameTpU3aLuu.

5.6. ®opMyibI 4J1s1 BBIYMCICHUS KPYUEHU HATypaIbHOM MapamMeTpr3aliii.

5.7. HatypasibHble ypaBHEHUS KPUBOM.

6. TeopeTuueckniit MUHUMYM K 3aaa4e N6, N7
6.1. Kacanue KpuBBIX N-ro MOpsaka.

6.2. OnpeneneHue COnpruKacaroencs OKpyKHOCTH.
6.3. COmpuKOCHOBEHUE KPUBOW U OBEPXHOCTH.
6.4. OnpeneneHue conpukacaromencs chepsl.

6.5. Conpukacaroniascs mIoCKOCTb.

Bapuantsl

1. x=¢€'cost, y=é'sint, z=¢€', t=0;

2. x=a(t—sint), y=a(t—cost), z=4acos§, t=0;

3.x=2t—1t>, y=2t, z=28, t=1;
4. x=acht, y=sht, z=at, t=0;

5.x=a sin’t, y=a sint cost, z=at, t=r;

6. x=a sin’t, y=a sint cost, z=a cht, t =0;
7.x=a cost, y=a sint, z=a cht, t=0;
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8. x=a cos’t, y=a sin’t, z=a cos2t, t=

9. x=t cost, y=t sint, z=t, t=nx

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

x=2t, y=Int, z=t>, t=1;

xzet, y:e_t, z=t\/§, t=0

x=t+l, y=t—l, z=2Int, t=1;
t 4

X =at, y:a\/ilnt, z:at_l, t=1;

x=t, y=t", z= flnt

x=2€¢, y=t, z=at’, t=0;
x=acht’, y=asht’, z=at’, t=0;
X=a cost, y=a sint, z=at’, t=0;
x=t cost, y=t sin Int, z=t, t=1,
x=¢€' cost, y=¢€' sint, z=t, t=0;

el el
ARG

x=¢€, y=at, z=t", t=0;

X = z=Int, t=1,;

2t

x=e" cost, y=e"'

sint, z=2t, t=0;
x=at cht’, y=a sht*, z=at*, t=0;

. T
x=¢é' COStz, y:et smtz, z=t, t:E;

x=t, y=Int, z=at, t=1,

x=cost, y=¢' sint, z=t, t=0;



27. x=¢€' cost, y=sint, z=t, t=0;

28. x=¢', y=a(t-1), z=at>, t=0;

29. x=(e' +1) cost, y=(e' —1) sint, z=t, t=0;

30. x=¢t, y=In(t+1), z=at*, t=1.

CPC Ne2

1. 3anucaTe ypaBHEHHE KPUBOU B MapaMeTPUUECKOM BUJIE.

2. Hanucats ypaBHenue kacarensHoii B rouke M (1,1,1).

—

3. B caMocTosATENLHO BHIOPAHHON TOYKE KPUBOM HalTH BeKTOpwl (7,0, ) u

IMIIOCKOCTH COIMPOBOKIAOIICTO TPCXTPAHHUKA.

4. HaiiTn KpuBU3HY U KpydeHHe KpuBOil. COCTaBUTh HaTypalbHOE YpaBHEHUE

KPUBOM.
; X +y =4
| 2=
)(:2)/2
22
X -y =
3°{}?+22=4
4 X =2z
'{2ﬁ+zz=6
5 7 =2x
T2y -2 =1
XZ:Zy
677

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bapuanrtsl
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1. Hopnen A.I1. Juddepennmansuas reomeTpus, Mocksa Yunearus,1948.
2. Hopmen A.IL. Jlekuum mno auddepeHimaibHoil reometpun, Mocksa
Vunenrus,1965.

3. Hopmen A.Il. Kpatkuii kypc aumddepeHunanibHoi reomerpun, MocKBa

«Hayka»,1962.
4. Toropesnos A.B. luddepennmansuas reomerpusi, Mocksa, «Hayka», 1969.
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penakuueit B.T. BogueBa, Munck «Beicias mkomnay», 1970.

7. Coopruk 3amau o auddepenimanbHoil reomerpun, moa pemaknueit A.C.
®enenko, Mocksa «Hayka», 1979.

8. uddepenuunansaas reoMeTpUsi KPHUBBIX IOBEPXHOCTEM B EBKJIUIOBOM
IPOCTPAHCTBE : y4yeOHOe MmocoOue : Kypce JIKIUH ISl CTYJIEHTOB MAaTeMaTU4eCKOro
daxynpreta / mpod. 0. I'. UrnareeB ; Kazan. (IlpuBomxk.) denep. yH-T, UH-T
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COIEPKAHHUE

MeTtoanyeckue YKa3aHu:A

Tema 1. CriocoOsl 3aanus KpuBbIX B E,u E,

Tema 2. Kacanue. YpaBHeHHE KacaTeJIbHON MPSMON U HOpMaJu
Tema 3. AcumntoTsl. OcoOble TOUKU MIOCKUX KPUBBIX

Tema 4. Inuna nyru. KpuBusHa niockoi KpuBoiu

Tema 5. ConpoBOXIaOMNNA TPEXTPAaHHUK

Tema 6. @opmyinsl Ceppe-Dpene. HatypanbHble ypaBHEHHSI KPUBOM
[Tpunoxenue

Crmcok JIMTCPAaTyphl, peKOMeH,HOBaHHLIﬁ AJI1 CaMOCTOSATCIIBHOI'O NU3YUCHUA
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	Методическое руководство содержит основные сведения по дифференциальной геометрии, а также задачи для аудиторной, домашней и самостоятельной работы. Упражнения для аудиторной работы сопровождаются подробными решениями.
	Методические указания
	В данном учебном пособии рассматривается «Дифференциальная геометрия кривых». Материал каждой темы разбит на три части. В первой части приводятся основные определения, теоремы, свойства и т.д. Для студента эта часть может играть роль краткого конспект...
	Тема 1. Способы задания кривых в и
	Упражнения для аудиторной работы
	Упражнения для самостоятельной работы
	Тема 2. Касание. Уравнение касательной прямой и нормали
	Упражнения для аудиторной работы
	Упражнения для самостоятельной работы
	1. Составьте уравнения касательной и нормали к следующим линиям и кривым:
	a)  в точках с абсциссами
	b)  в точках с абсциссами 0 и 1.
	c)  в точке .
	d) ;
	e) ;
	f) ;
	g)  в точке ;
	h) .
	2. Найдите касательную к параболе , параллельную прямой .
	3. В какой точке касательная к параболе  перпендикулярна прямой ?
	4. Найдите касательные к кривой , параллельные прямой .
	5. Найдите касательные к кривой , проходящие через точку .
	6. Найдите порядок касания в начале координат следующих линий:
	a) ;
	b) ;
	c) .
	7. Найдите уравнение окружности, имеющей с параболой  в начале координат касание второго порядка.
	8. Найдите точки, в которых касательная к кривой  параллельна плоскости .
	9. Составьте уравнения касательных к следующим кривым в указанных точках:
	a)  при ;
	b)  при ;
	c)  при ;
	d)  при .
	10. Составьте уравнения касательной прямой и нормальной плоскости винтовой линии  в точке .
	11. Задана кривая . Напишите уравнения касательной прямой и нормальной плоскости в точке .
	12. Напишите уравнение касательной прямой и нормальной плоскости линии  в произвольной точке.
	13. Напишите уравнение касательной прямой и нормальной плоскости линии  в точке .
	14. Найдите уравнения нормальной плоскости в произвольной точке линии .
	15. Найдите соприкасающиеся плоскости кривой , проходящие через данную точку .
	16. Напишите уравнение соприкасающейся плоскости кривой   в точке .
	17. Напишите уравнение соприкасающейся сферы кривой   в точке .
	Тема 3. Асимптоты. Особые точки плоских кривых
	Если линия (кривая) (1.2) допускает асимптоту при , уравнение которой
	,
	то  . Это наклонная асимптота.
	Если линия (кривая) (1.2) допускает вертикальную асимптоту при , то уравнение последней имеет вид  , где .
	Прямая  будет асимптотой линии (1.3) , если .
	Определение. Пусть плоская фигура  задана уравнением , где  - гладкая функция, обладает свойствами:
	a) существуют точки  фигуры  такие, что фигура  является линией;
	b) никакая из фигур  не является линией.
	Тогда фигура  называется линией с особыми точками . Особыми могут быть только те точки, в которых .
	Определение. Пусть  особая точка линии  и . Тогда если , то точка  называется изолированной (касательных нет), если , то точка  называется точкой самопересечения, самоприкосновения (две касательные), если , то точка  называется точкой возврата (одна к...
	,
	где  ищем из уравнения
	.
	Исследовать линию – значит выявить совокупность важнейших свойств линии, позволяющих достаточно точно построить ее, т.е. наличие или отсутствие особых точек, точек перегиба, асимптот, точек самопересечения, в которых касательные параллельны координатн...
	Упражнения для аудиторной работы
	Пример 1.  Найдите асимптоты линии, заданную уравнением в параметрическом виде:
	Решение.  Найдем коэффициенты  и :
	Таким образом, асимптота имеет вид .
	Пример 2.  Найти асимптоту линии, заданной уравнением в явном виде
	.
	Решение.  Найдем коэффициенты  и :
	Тогда асимптота имеет вид . Кроме того, функция имеет разрыв в точках , т.е. это две вертикальные асимптоты.
	Пример 3.   Найдите особые точки и напишите уравнения касательных в них для  линии
	.
	Решение.  Запишем кривую в виде . Тогда . Особой точкой кривой, т.е. в которой частные производные равны нулю, будет точка ; точка с координатами  не принадлежит линии. Найдем вторые частные производные функции , которые в особой точке равны следующем...
	Упражнения для самостоятельной работы
	1. Найдите асимптоты линий, заданных уравнениями в явном виде:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) .
	2. Найдите асимптоты линий, заданных уравнениями в параметрическом виде:
	a) ;
	b) ;
	c) .
	3. Найдите асимптоты линий, заданных неявными уравнениями:
	a) ;
	b) ;
	c) .
	4. Найдите особые точки линий, заданных следующими уравнениями:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) ..
	5. Найдите особые точки и напишите уравнения касательных в них для следующих линий:
	a)   (циссоида Диоклеса);
	b)  (конхоида Никомеда);
	c)  (строфоида);
	d)  (лемниската Бернулли);
	e)  (кардиоида).
	6. Исследуйте и постройте линии, заданные следующими уравнениями:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) ;
	f) ;
	g) ;
	h) ;
	i) ;
	j) ;
	k) ;
	l) ;
	m) ;
	n) ;
	o) ;
	p) ;
	q) ;
	r) .
	Тема 4. Длина дуги.  Кривизна плоской кривой
	Упражнения для аудиторной работы
	Пример 1.  Вычислить длину дуги между указанными точками кривой  .
	Решение.  Найдем производные . Вычислим длину дуги по формуле
	Пример 2.  Найти кривизну кривой  .
	Решение.   Найдем производные первого и второго порядков вектор-функции
	Найдем кривизну .
	Упражнения для самостоятельной работы
	1. Вычислите длину дуги между двумя произвольными точками  и  следующих кривых:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) ;
	f) .
	2. Вычислите длину дуги между указанными точками следующих кривых:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) .
	3. Найдите длину всей кривой:
	a) ;
	b) ;
	c) .
	4. Найдите кривизну следующих кривых:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) ;
	f) ;
	g) .
	5. Найдите кривизну линии, заданной уравнением .
	6. Найдите кривизну следующих линий:
	a) ;
	b) ;
	c)  в начале координат.
	7. На кривых найдите точки, где кривизна принимает экстремальное значение (вершины кривых):
	a) ;
	b) ;
	c) .
	8. Составьте натуральные уравнения кривых:
	a) ;
	b) ;
	c) ;
	d) ;
	e) .
	9. Напишите натуральную параметризацию винтовой линии.
	10. Найдите длину дуги одного витка кривой  между двумя ее точками пересечения с плоскостью.
	11. Найдите длину дуги линии  между плоскостями .
	12. Покажите, что замкнутая кривая  имеет длину .
	13. Найдите длину дуги кривой , заключенной между точками, соответствующими значениям параметра  и .
	14. Найдите выражение дифференциала длины дуги кривой в цилиндрических координатах.
	15. Найдите выражение дифференциала длины дуги кривой в сферических координатах.
	Тема 5. Сопровождающий трехгранник
	Упражнения для аудиторной работы
	Пример 1.  В точке, отвечающей параметру , для кривой
	найти векторы и плоскости сопровождающего трехгранника.
	Решение.
	1. Найдем производные вектор-функции  до третьего порядка:
	Найдем единичный касательный вектор :
	.
	При   получаем
	.
	Найдем единичный вектор бинормали . По определению , где .
	Тогда единичный вектор бинормали имеет вид
	.
	При  имеем
	.
	Найдем единичный вектор главной нормали . По определению , где . Вычислим непосредственно для значения параметра :
	.
	Значит, .
	Итак, найденные векторы сопровождающего трехгранника в точке, отвечающей параметру  , имеют следующий вид
	,  ,.
	1. Найдем уравнение соприкасающейся плоскости.
	Соприкасающаяся плоскость задается точкой кривой  (опорной точкой) и вектором бинормали  (нормальным вектором) в этой точке. Уравнение соприкасающейся плоскости имеет вид:
	.
	Параметру  соответствует точка  и бинормаль . Тогда уравнение соприкасающейся плоскости имеет вид
	или  .
	Найдем уравнение нормальной плоскости.
	Нормальная плоскость задается точкой кривой  (опорной точкой) и касательным вектором  (нормальным вектором) в этой точке. Уравнение нормальной плоскости имеет вид:
	.
	Параметру  соответствует точка  и касательный вектор . Тогда уравнение нормальной плоскости имеет вид
	или  .
	Найдем уравнение спрямляющей плоскости.
	Спрямляющая плоскость задается точкой кривой  (опорной точкой) и вектором главной нормали  (нормальным вектором) в этой точке. Уравнение спрямляющей плоскости имеет вид:
	.
	Параметру  соответствует точка  и вектор главной нормали . Тогда уравнение соприкасающейся плоскости имеет вид
	или  .
	Пример 2.  Вычислить кривизну и кручение гиперболической винтовой линии
	Упражнения для самостоятельной работы
	1. Составьте уравнения касательной, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости винтовой линии
	a)  в точке ;
	b)  в точке .
	2. Составьте уравнения касательных к следующим кривым в указанных точках:
	a)  при ;
	b)  при ;
	c)  при .
	2. В каких точках касательная к кривой  параллельна плоскости ?
	3. Составьте уравнения касательной прямой и нормальной плоскости винтовой линии  в точке .
	4. Задана кривая . Напишите уравнения касательной прямой и нормальной плоскости в точке .
	5. Покажите, что нормальные плоскости кривой  проходят через начало координат.
	6. Найдите соприкасающиеся плоскости кривой , проходящие через данную точку .
	7. Напишите уравнение соприкасающейся плоскости кривой  в точке .
	8. Докажите, что образ кривой  расположен на поверхности  и соприкасающаяся плоскость кривой совпадают с касательной плоскостью поверхности.
	9. Составьте уравнения главной нормали и бинормали  следующих кривых в указанных точках:
	a)  при ;
	b)  при .
	10. Найдите точки на кривой , в которых бинормаль параллельна плоскости .
	11. Найдите единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали кривой  в начале координат.
	12. Найдите  единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали в произвольной точке следующих кривых:
	a) ;
	b) .
	13. Составьте уравнения касательной, нормальной плоскости, бинормали, соприкасающейся плоскости, главной нормали и спрямляющей плоскости винтовой линии
	.
	14. Составьте уравнения касательной прямой и нормальной плоскости линии, заданной пересечением двух поверхностей:
	15. Напишите уравнение касательной прямой и нормальной плоскости линии  в произвольной точке.
	16. Найдите уравнения нормальной плоскости в произвольной точке линии .
	17. Составьте уравнение соприкасающейся плоскости линии пересечения сферы  и гиперболического цилиндра  в точке .
	18. Найти вектора сопровождающего трехгранника и написать уравнения его плоскостей для кривой, заданной в неявном виде
	a)  в точке ;
	b)  в точке .
	Тема 6. Формулы Серре-Френе. Натуральные уравнения кривой
	.
	В  частности, если в качестве параметра взят натуральный параметр , то
	где штрихами обозначены производные по параметру .
	Упражнения для аудиторной работы
	Пример 1.   Найти кривизну и кручение кривой:
	.
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