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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â 1905 ãîäó â ñâîåé ñòàòüå î ïðåäñòàâëåíèÿõ êîíå÷íûõ
ìàòðè÷íûõ ãðóïï Ëåâè ââåë ðÿäû, êîòîðûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàþòñÿ ðÿ-
äàìè Ëåâè. Â ðàáîòå [69] Êðóëëü èñïîëüçîâàë ðÿäû Ëåâè ïðè èçó÷åíèè òåîðèè
èäåàëîâ â êîììóòàòèâíûõ íåòåðîâûõ êîëüöàõ. Òðàíñôèíèòíûå ðÿäû Ëåâè âïåð-
âûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòå Êðóëëÿ [70], ïîñâÿùåííîé "îáîáùåííûì êîëüöàì öåëûõ
÷èñåë".

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì (èëè ìîäóëåì Ëåâè), åñëè ìîäóëüM ñîâ-
ïàäåò ñ îäíèì èç ÷ëåíîâ åãî ðÿäà Ëåâè, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëà α âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî Socα(M) = M. Ðàçëîæåíèå ïîëóàðòèíîâûõ ìîäóëåé íà èõ ïðèìàðíûå
êîìïîíåíòû èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [41], [42], [74], [80]. Ò. Øîðñ èçó÷èë ïîëóàðòè-
íîâû ìîäóëè è èõ èíâàðèàíòû Ëåâè â [81]. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà ïîñòàâëåíà
ïðîáëåìà îá àðòèíîâîñòè ïîëóàðòèíîâûõ ìîäóëåé, ó êîòîðûõ èíâàðèàíòû Ëåâè
êîíå÷íû. À. Ôàêêèíè â ðàáîòå [47] äîêàçàë, ÷òî ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü M íàä êîì-
ìóòàòèâíûì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà èíâàðèàíòû
Ëåâè ìîäóëÿ M êîíå÷íû. Â [48] áûë ïîñòðîåí ïðèìåð íåàðòèíîâà è ïîëóàðòè-
íîâà ìîäóëÿ íàä íåêîììóòàòèâíûì êîëüöîì, ó êîòîðîãî âñå èíâàðèàíòû Ëåâè
êîíå÷íû. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà óñòàíîâëåíà ïîëóëîêàëüíîñòü êîëüöà ýíäîìîð-
ôèçìîâ êàæäîãî ïîëóàðòèíîâà ìîäóëÿ, ó êîòîðîãî âñå èíâàðèàíòû Ëåâè êîíå÷íû,
÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Êàìïà è Äèêñà [38] î ïîëóëîêàëüíîñòè êîëüöà
ýíäîìîðôèçìîâ àðòèíîâûõ ìîäóëåé.

Â ðàáîòå [36] Õ. Áàññ ïîêàçàë, ÷òî ïîëócîâåðøåííîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
àðòèíîâûì ñïðàâà êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà
R ÿâëÿåòñÿ t-íèëüïîòåíòíûì ñëåâà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëóñîâåðøåííûå ïîëó-
àðòèíîâû ñëåâà êîëüöà íàçûâàþòñÿ ñîâåðøåííûìè ñïðàâà. Â ðàáîòå [73] áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà ðàäèêàë Äæåêîáñîíà êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ t-íèëüïîòåíòíûì ñëåâà è R/J(R)
� ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäîå
ïîëóàðòèíîâî íîðìàëüíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåãóëÿðíûì. Â [31] áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî êàæäîå ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñî ñâîéñòâîì
çàìåíû.

Ïðîáëåìà î âîçìîæíîé ïðàâîé äëèíå Ëåâè ñîâåðøåííûõ ñëåâà êîëåö áûëà ïî-
ñòàâëåíà Áàññîì â ðàáîòå [36]. Â [78] Îñîôñêàÿ ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
áåñêîíå÷íûõ îðäèíàëîâ α è β ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå êîëüöî, ó êîòîðîãî ïðàâàÿ
äëèíà Ëåâè ðàâíà α+ 1, à ëåâàÿ � β+ 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðäèíàðíîãî ÷èñëà α
Ôóêñ â ðàáîòå [50] ïðèâåë ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà, ó êîòîðî-
ãî äëèíà Ëåâè ðàâíà α + 1. Â [37] Êàìèëëî è Ôóëëåð ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ïðàâàÿ
äëèíà Ëåâè êîëüöà R ðàâíà íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n, òî ëåâàÿ äëèíà Ëåâè êîëüöà
R íå ïðåâîñõîäèò 2n − 1.

Ðåãóëÿðíûå ïîëóàðòèíîâû êîëüöà, â ÷àñòíîñòè, SV-êîëüöà, áûëè ñèñòåìàòè-
÷åñêè èçó÷åíû â ðàáîòàõ Äæ. Áà÷åëëî [32], [34], [35]. Â [32] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
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îðäèíàëà α > 0 ïîñòðîåí ïðèìåð ïåðâè÷íîãî îáðàòèìî ðåãóëÿðíîãî ïðàâîãî SV-
êîëüöà äëèíû Ëåâè α + 1, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì V -êîëüöîì. Â [10] äëÿ
êàæäîãî îðäèíàëà α > 0 ïîñòðîåí ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî ïðàâîãî SV-êîëüöà äëèíû
Ëåâè α + 1, ó êîòîðîãî äëÿ âñÿêîãî îðäèíàëà β < α ôàêòîð-êîëüöî R/ Socβ(R)
íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîêîíå÷íûì. Â [35] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóàðòèíîâî ðåãóëÿðíîå
êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìî ðåãóëÿðíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäîå ôàêòîð-
êîëüöî êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîêîíå÷íûì.

Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ â îáëàñòè èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé áû-
ëè ñôîðìèðîâàíû âî ìíîãîì áëàãîäàðÿ ìîíîãðàôèè À. Êàðòàíà è Ñ. Ýéëåíáåðãà
[3] è ïðîãðàììå â îáëàñòè ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè êîëåö, âûäâèíóòîé â
1961 ãîäó Ë.À. Ñêîðíÿêîâûì [11], [12]. Îñíîâíàÿ öåëü ýòîé ïðîãðàììû � èññëåäî-
âàòü ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè êîëüöà è êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä íèì. Ïðîãðàììà ïî
ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ìîíîèäîâ áûëà ïðåäëîæåíà Ë.À. Ñêîðíÿêîâûì â
ðàáîòàõ [13], [14] è øèðîêî ïðåäñòàâëåíà â èòîãîâîé ìîíîãðàôèè Ì. Êèëüïà, Ó.
Êíàóýðà è À.Â. Ìèõàëåâà [65]. Ãîìîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìîäóëåé, ò.å èçó-
÷åíèå ñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâàìè ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ M è êàòåãîðèè Âèñáàóýðà
σ(M), áûëà ïðåäëîæåíà Ð. Âèñáàóýðîì è èçëîæåíà â ìîíîãðàôèÿõ [21], [39], [40],
[89]. Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì âûøå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì è èíòåðåñíûì èçó÷åíèå
ñâÿçåé ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîëóàðòèíîâîãî êîëüöà è êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä íèì.
Îäíèì èç ïåðâûõ âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Õ.
Áàññà [36], ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû: 1)
R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî, 2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïëîñêèé ïðàâûé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, 3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü îáëàäàåò
ïðîåêòèâíûì íàêðûòèåì.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ I0-êîëüöîì, åñëè êàæäûé åãî ïðàâûé (ëåâûé) èäåàë, êî-
òîðûé íå ñîäåðæèòñÿ â ðàäèêàëå Äæåêîáñîíà êîëüöàR, ñîäåðæèò â ñåáå íåíóëåâîé
èäåìïîòåíò. Ïðèìåðàìè I0-êîëåö ÿâëÿþòñÿ ïîëóàðòèíîâû êîëüöà, ïîëóñîâåðøåí-
íûå êîëüöà, ðåãóëÿðíûå êîëüöà, ïîëóðåãóëÿðíûå êîëüöà è êîëüöà ñî ñâîéñòâîì
çàìåíû. I0-êîëüöà, ó êîòîðûõ ðàäèêàë Äæåêîáñîíà ÿâëÿåòñÿ íèëü-èäåàëîì, ïîä
íàçâàíèåì êîëåö Öîðíà ðàññìàòðèâàþòñÿ â êíèãå Äæåêîáñîíà [1]. Êîëüöà Öîðíà
âïåðâûå áûëè èçó÷åíû Ëåâèöêèì â ðàáîòå [72]. I0-êîëüöà ïîä íàçâàíèåì ëåâî-I-
ïîäîáíûõ êîëåö áûëè ââåäåíû â 1965 ãîäó È.È. Ñàõàåâûì â ðàáîòå [9]. Èì áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëóñîâåðøåííûì êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà R � I0-êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäîå ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ
èäåìïîòåíòîâ êîíå÷íî. Íèêîëüñîí â 1975 ãîäó â ðàáîòå [75] óñòàíîâèë ðÿä âàæ-
íûõ ñâîéñòâ I0-êîëåö. Ìîäóëüíûìè àíàëîãàìè ïîíÿòèÿ I0-êîëüöà ÿâëÿþòñÿ ïî-
íÿòèÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîãî ìîäóëÿ è I0-ìîäóëÿ. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ I0-ìîäóëåì
(ñîîòâ., ñëàáî ðåãóëÿðíûì), åñëè êàæäûé íåìàëûé ïîäìîäóëü (ñîîòâ., öèêëè÷å-
ñêèé íåìàëûé ïîäìîäóëü) ìîäóëÿM ñîäåðæèò â ñåáå íåíóëåâîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå
M. Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ XX âåêà È.È. Ñàõàåâûì áûëî èíèöèèðîâàíî èçó÷åíèå
ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé
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ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì. Õ. Õàêìè èçó÷àë ïðîåêòèâíûå ñëàáî ðåãóëÿð-
íûå ìîäóëè è èõ êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, èì áûëè îïèñàíû êîëüöà,
íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü èìååò ñëàáîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî ýí-
äîìîðôèçìîâ [54]. Ïðîáëåìà îá îïèñàíèè êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì, ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [16], [17], [18], [19],
[109] è ìîíîãðàôèÿõ [20], [61]. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåò-
ñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé ìîäóëü
ñîäåðæèò íåíóëåâîé èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü. Â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå ýòà ïðî-
áëåìà áûëà ðåøåíà â ðàáîòå [76]. Â ñòàòüå [46] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèïðîåêòèâ-
íûé ìîäóëü P ÿâëÿåòñÿ SV -ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé íåíóëåâîé
öèêëè÷åñêèé ïîäôàêòîð P ñîäåðæèò íåíóëåâîé P -èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü. Èç
ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî íàä êîëüöîì R êàæäûé íåíóëåâîé ïðàâûé ìîäóëü
ñîäåðæèò íåíóëåâîé èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � ïðàâîå
SV -êîëüöî. Ïðèìåðàìè ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäóëè ñî ñâîéñòâîì
ïîäúåìà. Â ðàáîòå [87] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé R-
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ïîëóöåïíûì è J2(R) = 0. ÌîäóëèM, ó êîòîðûõ â êàòåãîðèè
Âèñáàóýðà σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà, áûëè
îïèñàíû â ðàáîòå [77].

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçì-ïðîäîëæàåìûì (ñîîòâ., ýíäîìîðôèçì-
ïðîäîëæàåìûì), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìîäóëÿ X ìîäóëÿ M êàæäûé àâòîìîðôèçì
(ñîîòâ., ýíäîìîðôèçì) ìîäóëÿ X ïðîäîëæàåòñÿ äî ýíäîìîðôèçìà ìîäóëÿ M . Â
ðàáîòå [85] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-
ïðîäîëæàåìûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-èíâàðèàíòíûì
ìîäóëåì. Â [84] áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè M � ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü, òî êàæäûé
ýíäîìîðôèçì-ïðîäîëæàåìûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíúåêòèâíûì. Â ðàáîòå [15]
áûë äîêàçàí äóàëüíûé ðåçóëüòàò, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íàä ñîâåðøåííûì ñïðà-
âà êîëüöîì êàæäûé ýíäîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êâà-
çèïðîåêòèâíûì. Êâàçèïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä ñîâåðøåííûìè ñïðàâà êîëüöàìè
áûëè îïèñàíû â [66]. Àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûå ìîäóëè íàä ñîâåðøåííû-
ìè êîëüöàìè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [51], [52], [82], [62]. Â [51] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðàâûé ìîäóëü M íàä ñîâåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-
êîèíâàðèàíòíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M � ïñåâäîïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòàáåëüíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî åãî íåíóëåâîãî ïîä-
ìîäóëÿ N âûïîëíåíî óñëîâèå Hom(M,N) 6= 0. Äóàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå êî-
ðåòðàêòàáåëüíîãî ìîäóëÿ. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì mod-ðåòðàêòàáåëüíûì
(ñîîòâ., ïðàâûì CC-êîëüöîì), åñëè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü íàä íèì ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòàáåëüíûì (ñîîòâ., êîðåòðàêòàáåëüíûì). Ïîëóàðòèíîâû êîëüöà, â ÷àñò-
íîñòè, ñîâåðøåííûå êîëüöà è SV-êîëüöà, åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè
mod-ðåòðàêòàáåëüíûõ êîëåö è CC-êîëåö. Ðåòðàêòàáåëüíûå ìîäóëè âïåðâûå áûëè
ââåäåíû â ðàáîòå [63]. Â ïîñëåäóþùåì ðåòðàêòàáåëüíûå ìîäóëè íàøëè ïðèëî-
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æåíèÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ èç òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé (ñì. [53],
[64], [79], [86], [94], [92], [97]). mod-ðåòðàêòàáåëüíûå êîëüöà èçó÷àëèñü â ðàáî-
òàõ [67], [86], [103]. Â ñòàòüÿõ [97], [67] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ êîììóòàòèâíûõ
mod-ðåòðàêòàáåëüíûõ êîëåö ñîâïàäàåò ñ êëàññîì êîììóòàòèâíûõ ïîëóàðòèíîâûõ
êîëåö. Â ðàáîòå [86] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåäóöèðóåìîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ mod-
ðåòðàêòàáåëüíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � íîðìàëüíîå SV-êîëüöî. Êîðåòðàê-
òàáåëüíûå ìîäóëè âïåðâûå áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [25]. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ïðàâîå CC-êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Îïèñàíèå ïðà-
âûõ CC-êîëåö ïðèâåäåíî â ðàáîòàõ [93], [103]. Ñ ïðàâûìè mod-ðåòðàêòàáåëüíûìè
è ïðàâûìè CC-êîëüöàìè òåñíî ñâÿçàíû ïðàâûå CSL-êîëüöà, ò.å. êîëüöà R, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ: âñÿêèé ïðàâûé R-ìîäóëüM, ó êîòîðîãî EndR(M) � òåëî,
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Âïåðâûå CSL-êîëüöà áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [88]. Â ýòîé æå
ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ êîììóòàòèâíûõ CSL-êîëåö ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
êîììóòàòèâíûõ êîëåö, ó êîòîðûõ êàæäûé ïðîñòîé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì. Ðåãóëÿðíûå CSL-êîëüöà áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå [60]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
âñÿêîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç àðòèíîâ, ÿâëÿ-
åòñÿ CSL-êîëüöîì è êîëüöî EndD(V ), ãäå V � ëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
òåëîì D, ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì CSL-êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà dim(VD) < ∞.
Â [45] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëóàðòèíîâî ðåãóëÿðíîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì
CSL-êîëüöîì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � ïðàâîå SV-êîëüöî. Ñîâåðøåííûå CSL-
êîëüöà áûëè îïèñàíû â ðàáîòå [23]. Ïîëóàðòèíîâû CSL-êîëüöà áûëè îïèñàíû â
ðàáîòå [97].

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè. Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè íîâûõ ìåòî-
äîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, óñòàíîâëåíèè ñâÿçåé
ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö è êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä íèìè. Îñíîâ-
íûìè çàäà÷àìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ: îïèñàíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü
ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì (ñëàáî ðåãóëÿðíûì), îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä
êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì, ðàçâèòèå òåîðèè àâòîìîðôèçì-
êîèíâàðèàíòíûõ ìîäóëåé è áëèçêèõ ê íèì êëàññîâ ìîäóëåé íàä ñîâåðøåííûìè
êîëüöàìè, îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ CSL-êîëåö, îïèñàíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè
êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòàáåëüíûì (êîðåòðàêòàáåëüíûì), îïèñàíèå ïîëó-
àðòèíîâûõ è SV -êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòî-
äû ñòðóêòóðíîé òåîðèè êîëåö, òåîðèè ìîäóëåé è òåîðèè êàòåãîðèé.

Âûíîñèìûå íà çàùèòó ïîëîæåíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàçèïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàòåãîðèÿ Âèñáàóýðà σ(P ) ñîñòîèò èç ñëà-
áî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé. Ðåøåíà ïðîáëåìà 16.19 èç ìîíîãðàôèè [61] î ñòðî-
åíèè êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿð-
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íûì.

• Îïèñàíû ñëåäóþùèå êëàññû êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö: ïîëóàðòèíîâû ñïðà-
âà êîëüöà, max-êîëüöà, ïðàâûå SV -êîëüöà, ïðàâûå V -êîëüöà, âïîëíå èäåì-
ïîòåíòíûå êîëüöà.

• Ðåøåíà ïðîáëåìà îá îïèñàíèè êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü
ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì; ýòà ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå
[27].

• Èññëåäîâàíû ìîäóëè, áëèçêèå ê ïðîåêòèâíûì, íàä ñîâåðøåííûìè êîëü-
öàìè. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ìî-
äóëü íàä ñîâåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì êâàçèïðîåêòèâåí. Äîêàçàíî, ÷òî íàä
ñîâåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì ïðàâûé ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-
êîèíâàðèàíòíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M � ñòðîãî àâòîìîðôèçì-
ïîäíèìàåìûé ìîäóëü.

• Îïèñàíû ïîëóàðòèíîâû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿ-
åòñÿ I∗0 -ìîäóëåì. Â ñëó÷àå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííîñòü
â îïèñàíèÿõ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì, è
êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì.

• Âûÿñíåíî ñòðîåíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåêòèâíîãî (èíúåêòèâíîãî) è V -ìîäóëÿ. Äî-
êàçàíî, ÷òî íàä êîëüöîì R êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåê-
òèâíîãî (èíúåêòèâíîãî) è V -ìîäóëÿ â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà íàä êîëüöîì R
êàæäûé ìîäóëü îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì è I∗0 -ìîäóëåì.

• Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñëåäóþùèõ êëàññîâ êîëåö: èíâàðèàíòíûå ñïðà-
âà mod-ðåòðàêòàáåëüíûå êîëüöà, ïîëóàðòèíîâû CSL-êîëüöà, ïðàâûå CC-
êîëüöà, ñòðîãèå êîëüöà Êàøà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáî-
òû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ñâîå ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ â ðàìêàõ òåîðèè êî-
ëåö è ìîäóëåé. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ ïðè íàïèñàíèè ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ìîíîãðàôèé, à òàêæå ïðè ÷òåíèè
ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ ïî òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè äîëîæå-
íû àâòîðîì: íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ
ðîæäåíèÿ À.Ã. Êóðîøà (Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 28
ìàÿ�3 èþíÿ 2008 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ”Àëãåáðà è ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ëîãèêà”, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà ÊÃÓ
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Â.Â. Ìîðîçîâà (Ðîññèÿ, ã. Êàçàíü, ÊÔÓ, 25�30 ñåíòÿáðÿ 2011 ã.); íà ìåæäóíà-
ðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ìàòåìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìèðå�, ïîñâÿùåííîé 150-ëåòèþ
Ä.À. Ãðàâå (Ðîññèÿ, ã. Âîëîãäà, ÂÃÏÓ, 6�11 îêòÿáðÿ 2013 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è ëîãèêà, òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ"(Ðîññèÿ, ã. Êðàñíîÿðñê,
21�27 èþëÿ 2013 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ"(Ðîññèÿ, ã. Êàçàíü, ÊÔÓ, 2�7 èþíÿ 2014 ã.);
íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "International workshop on Algebra and
Applications"(Ìàðîêêî, ã. Ôåç, óíèâåðñèòåò S. M. Ben Abdellah, 18�21 èþíÿ 2014
ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ãåî-
ìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ� (Ðîññèÿ, ã. Òóëà, 25�30 ìàÿ 2015
ã.); íà âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-2015�
(Ðîññèÿ, ã. Êàçàíü, ÊÔÓ, 22�27 îêòÿáðÿ 2015 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè (Ðîññèÿ, ã. Êàçàíü, ÊÔÓ, 26 èþíÿ�2 èþëÿ 2016
ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 110-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
À.Ã. Êóðîøà (Ðîññèÿ, ã. Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 22�26 ìàÿ 2018
ã.). Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû àë-
ãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî
Òîìñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â 2016 ã.; íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåä-
ðû àëãåáðû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â 2017 ã.; íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è èòîãîâûõ
êîíôåðåíöèÿõ êàôåäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Èíñòèòóòà ìàòåìàòè-
êè è ìåõàíèêè èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæñêîãî) ôåäåðàëüíîãî
óíèâåðñèòåòà â 2005�2018 ãã.

Ïóáëèêàöèè. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïóáëè-
êîâàíû â 19 ñòàòüÿõ, èç êîòîðûõ ðàáîòû [95]-[106] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ èç
ïåðå÷íÿ, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ, ðàáîòû [107]-[113] â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ìåæ-
äóíàðîäíûå ðåôåðàòèâíûå áàçû äàííûõ öèòèðîâàíèÿ Web of Science è Scopus.
Âñå îòíîñÿùèåñÿ ê äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ïðèíàäëåæàò
àâòîðó.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ââåäåíèå, ñåìü ãëàâ,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçáèòà íà ïàðàãðàôû, çàêëþ÷åíèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû,
ñîäåðæàùèé 229 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ñïèñîê ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ àâòîðîì
ïî òåìå äèññåðòàöèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè � 273 ñòðàíèöû.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Íóìåðàöèÿ òåîðåì è ñëåäñòâèé â äàííîé ðàáîòå ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè, ïðè-
âîäèìîé â äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1 ÿâëÿåòñÿ ââîäíîé, â íåé ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðåä-

âàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.
Â � 1.1 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèÿìè îòíîñèòåëüíîé

ïðîåêòèâíîñòè è îòíîñèòåëüíîé èíúåêòèâíîñòè ìîäóëåé.
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Â � 1.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëüöà è ìîäóëè, áëèçêèå ê ðåãóëÿðíûì. Ïðèâîäÿòñÿ
îñíîâíûå ñâîéñòâà ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé, I0-ìîäóëåé, V -ìîäóëåé, SSP - è
SIP -ìîäóëåé.

Â � 1.3 ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö è max-êîëåö. Äî-
êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ñëåäñòâèå
èç êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.3.1 è òåîðåìû 5.3.2.

Òåîðåìà 1.3.4. Åñëè êàæäûé çàìêíóòûé ïîäìîäóëü ïîëóàðòèíîâà ìîäóëÿ
M ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, òî ìîäóëüM èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü
Ãîëäè.

Ñëåäñòâèå 1.3.2. Êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîëóàðòèíîâ CS-ìîäóëü
èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü Ãîëäè. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêèé ïîëóàðòèíîâ êîíå÷íî
ïîðîæäåííûé èíúåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ïðÿìîé ñóì-
ìîé èíúåêòèâíûõ îáîëî÷åê ñâîèõ ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé.

Ñëåäñòâèå 1.3.3 [44, ñëåäñòâèå 3.3]. Äëÿ ïðàâîãî CS-êîëüöà R ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � ñîâåðøåííîå ñëåâà êîëüöî;
2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.

Â � 1.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ SV -êîëüöà è SV -ìîäóëè. Ïðàâûé R-ìîäóëü M íà-
çûâàåòñÿ SV -ìîäóëåì, åñëè ìîäóëü M îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì è
V -ìîäóëåì. ÊîëüöîR íàçûâàåòñÿ ïðàâûì SV -êîëüöîì, åñëèRR � SV -ìîäóëü. Äëÿ
êàæäîãî êîëüöà R îïðåäåëÿåòñÿ èäåàë SI(R), êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåé-
øåì ïðè èçó÷åíèè êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî
ðåãóëÿðíûì.

Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Äëÿ êàæäîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α ïîäìîäóëü
SIα(M) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè. Ïðè α = 0 ïîëî-
æèì, SIα(M) = 0. Åñëè α = β + 1, òî SIβ+1(M)/SIβ(M) � ñóììà âñåõ ïðîñòûõ
M/SIβ(M)-èíúåêòèâíûõ ïîäìîäóëåé ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M/SIβ(M). Êîãäà α �
ïðåäåëüíîå îðäèíàëüíîå ÷èñëî, ïîëîæèì, SIα(M) =

⋃
β<α

SIβ(M). Ïóñòü τ � íàè-

ìåíüøèé îðäèíàë, äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà SIτ(M) = SIτ+1(M). ×å-
ðåç SI(M) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäìîäóëü SIτ(M). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R èäåàë
SI(RR) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SI(R). Ïîêàçàíî, ÷òî ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ SV -ìîäóëåì
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà SI(M) = M (ñëåäñòâèå 1.4.1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ
M âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü SI(M) âïåðâûå áûë îïðåäåëåí â ðàáîòå [18].
Â ìîíîãðàôèè [61] èäåàë SI(R) êîëüöà R îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I(1)(R).

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè êàæäûé èäåìïîòåíò èç êîëüöà R ÿâ-
ëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì. Ïðèìåðàìè SV-êîëåö, êàê ïîêàçûâàþò ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ïîëóàðòèíîâû íîðìàëüíûå ïîëóïðèìèòèâíûå êîëüöà.

Òåîðåìà 1.4.1. Äëÿ íîðìàëüíîãî êîëüöà R èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:
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1) åñëè J(R) = 0, òî èäåàë L(R) ðåãóëÿðåí;
2) åñëè J(R) = 0, òî SI(R) = L(R);
3) Soc(R/ SI(R)) ⊆ J(R/ SI(R)).

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Äëÿ íîðìàëüíîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû:

1) R � ðåãóëÿðíîå ïîëóàðòèíîâî êîëüöî;
2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è äëÿ êàæäîãî íåïðåäåëüíîãî îðäèíàëüíîãî

÷èñëà α Socα(R)/ Socα−1(R) � ïðÿìàÿ ñóììà òåë;
3) R � ïîëóàðòèíîâî êîëüöî, ó êîòîðîãî J(R) = 0;
4) R � SV -êîëüöî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ÷åðåç E(R) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíûé èíúåêòèâ-
íûé êîïîðîæäàþùèé ìîäóëü â êàòåãîðèè ïðàâûõ R-ìîäóëåé.

Â ðàáîòå [49] Ê. Ôåéñ ïîñòàâèë ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:
1) Åñëè êîëüöî End(E(R)) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì, òî ñëåäóåò ëè îò-

ñþäà, ÷òî êîëüöî R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì?
2) Åñëè R � ïðàâîå max-êîëüöî, òî ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî êîëüöî End(E(R))

ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì?
Â ðàáîòå [91] áûë ïîëîæèòåëüíî ðåøåí ïåðâûé âîïðîñ è ïîëó÷åí êîíòðïðèìåð

êî âòîðîìó âîïðîñó. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà:
åñëè R � max-êîëüöî, òî ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî êîëüöî End(E(R)) ÿâëÿåòñÿ

ïðàâûì max-êîëüöîì?

Òåîðåìà 1.4.2. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ïîëóàðòèíîâà êîëüöà R ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) End(E(R)) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì;
2) êîëüöî R èìååò êîíå÷íóþ äëèíó Ëåâè.

Õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû êîììóòàòèâíûõ ïîëóàðòèíîâûõ ðåãóëÿðíûõ êîëåö,
ó êîòîðûõ äëèíà Ëåâè áåñêîíå÷íà [50]. Òîãäà èç òåîðåìû 1.4.2 ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå max-êîëåö, ó êîòîðûõ êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ ìèíèìàëüíîãî èíúåêòèâíîãî
êîïîðîæäàþùåãî íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì max-êîëüöîì.
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö, êîòîðûå ïðèíàä-

ëåæàò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ êîëåö: ïîëóàðòèíîâû êîëüöà, max-êîëüöà,
V -êîëüöà è SV-êîëüöà, âïîëíå èäåìïîòåíòíûå êîëüöà.

Â � 2.1 ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö.
Â � 2.2 èçó÷àþòñÿ âïîëíå èäåìïîòåíòíûå ãîìîìîðôèçìû è èõ ïðèëîæåíèÿ ê

âïîëíå èäåìïîòåíòíûì ìîäóëÿì è âïîëíå èäåìïîòåíòíûì êîëüöàì ôîðìàëüíûõ
ìàòðèö. Äîêàçàíî, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K = K({Mij} : {ϕikj}) ïîðÿä-
êà n ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èäåìïîòåíòíûì (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà) â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà äëÿ êàæäîé ïàðû èíäåêñîâ 1 6 i, j 6 n è êàæäîãî ýëåìåíòà m ∈ Mij

âûïîëíåíî óñëîâèå m ∈ RimMjimRj (ñîîòâ., m ∈ mMjimRj, m ∈ RimMjim)
(ñëåäñòâèå 2.2.2). Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî ìàòðèö Mn(R) ïîðÿäêà n íàä R ÿâëÿåòñÿ

10



âïîëíå èäåìïîòåíòíûì (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà) â òî÷íîcòè òîãäà, êîãäà êîëüöî R
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå èäåìïîòåíòíûì (ñîîòâ., ñïðàâà, ñëåâà).

Â � 2.3 äîêàçàíî, ÷òî êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö

(
R M
N S

)
ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

àðòèíîâûì ñïðàâà (ñîîòâ., max-ñïðàâà) â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R è S � ïîëó-
àðòèíîâû ñïðàâà (ñîîòâ., max-ñïðàâà) êîëüöà (òåîðåìà 2.3.1 è òåîðåìà 2.3.2). Ñ
ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.3.3. Äëÿ êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö K =

(
R M
N S

)
ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) K � ñîâåðøåííîå ñëåâà êîëüöî;
2) R, S � ñîâåðøåííûå ñëåâà êîëüöà.

Â � 2.4 èçó÷àåòñÿ âàæíûé ïîäêëàññ êëàññà âïîëíå èäåìïîòåíòíûõ êîëåö ôîð-
ìàëüíûõ ìàòðèö � V -êîëüöà ôîðìàëüíûõ ìàòðèö.

Ïóñòü K =

(
R M
N S

)
� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö. Áèìîäóëü M íàçûâàåò-

ñÿ N -ðåãóëÿðíûì (ñîîòâ., N -âïîëíå èäåìïîòåíòíûì ñïðàâà), åñëè äëÿ êàæäîãî
m ∈M âûïîëíåíî óñëîâèå m ∈ mNm (ñîîòâ., m ∈ mNmS). Àíàëîãè÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ M -ðåãóëÿðíîñòè è M -âïîëíå èäåìïîòåíòíîñòè ñïðàâà áèìîäóëÿ
N.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü K =

(
R M

N S

)
� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö. Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) K � ïðàâîå V -êîëüöî;
2) R, S � ïðàâûå V -êîëüöà, ìîäóëü M N -âïîëíå èäåìïîòåíòåí ñïðàâà è ìî-

äóëü N M -âïîëíå èäåìïîòåíòåí ñïðàâà.

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü K =

(
R M

N S

)
� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö. Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) K � ïðàâîå SV -êîëüöî;
2) R, S � ïðàâûå SV -êîëüöà, ìîäóëüM N -ðåãóëÿðåí è ìîäóëü N M -ðåãóëÿðåí;
3) R, S � ïðàâûå SV -êîëüöà, ìîäóëü M N -âïîëíå èäåìïîòåíòåí ñïðàâà è

ìîäóëü N M -âïîëíå èäåìïîòåíòåí ñïðàâà.

Ïóíêòû 1) - 4) ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ áûëè äîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî â [26,
ñëåäñòâèå 2.2.], [90, ñëåäñòâèå 1(ñ)], [32, òåîðåìà 2.9], [31, ïðåäëîæåíèå 1.5].

Ñëåäñòâèå 2.4.3. Ïóñòü P � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé
R-ìîäóëü è S = EndR(P ). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè R � ïðàâîå V -êîëüöî, òî S � ïðàâîå V -êîëüöî;
2) åñëè R � ïðàâîå max-êîëüöî, òî S � ïðàâîå max-êîëüöî;
3) åñëè R � ïðàâîå SV -êîëüöî, òî S � ïðàâîå SV -êîëüöî;
4) åñëè R � ïðàâîå ïîëóàðòèíîâî êîëüöî, òî S � ïðàâîå ïîëóàðòèíîâî êîëüöî.
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Â � 2.5 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ SSP -êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö.
Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ SSP -ìîäóëåì, åñëè ñóììà äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìî-

äóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ SSP -
êîëüöîì, åñëè RR � SSP -ìîäóëü. Êàæäîå ðåãóëÿðíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ SSP -
êîëüöîì. ×åðåç Reg(R) îáîçíà÷àåòñÿ íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà R.

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü K =

(
R M
N S

)
� êîëüöî ôîðìàëüíûõ ìàòðèö è R,

S � ïîëóàðòèíîâû ñïðàâà êîëüöà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) K � SSP -êîëüöî;

2) R, S � SSP -êîëüöà è Reg(K) =

(
Reg(R) M
N Reg(S)

)
.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáîáùåííûõ SV -ìîäóëåé, ò.å. ìîäóëåé M ,
ó êîòîðûõ â êàòåãîðèè Âèñáàóýðà σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿð-
íûì.

Â � 3.1 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êàòåãîðèè Âèñáàóýðà σ(M), ó êîòîðîé êàæäûé
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ðàâíîñèëüíû:

1) â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì;
2) â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì;
3) â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëóïðîñòûì, ëèáî ñî-

äåðæèò â ñåáå íåíóëåâîé M -èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü.

Â � 3.2 ïîêàçàíî, ÷òî íàä ðåãóëÿðíûì êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � ïðàâîå SV -êîëüöî (òåîðåìà
3.2.1).

Â � 3.3 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàçèïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P íàéäåíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàòåãîðèÿ Âèñáàóýðà σ(P ) ñîñòîèò èç
ñëàáî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ âûÿñíåíî ñòðîåíèå êîëåö, íàä
êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è N ∈ σ(M). Ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èí-
äóêöèè äëÿ êàæäîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà α îïðåäåëèì ïîäìîäóëü IMα (N) ìîäóëÿ
N ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè α = 0 ïîëîæèì, IMα (N) = 0. Åñëè α = β + 1, òî
IMβ+1(N)/IMβ (N) � ñóììà âñåõ ëîêàëüíûõM -èíúåêòèâíûõ ïðàâûõ ïîäìîäóëåé ìî-

äóëÿ N/IMβ (N) äëèíû íå áîëüøå äâóõ, ó êîòîðûõ ôàêòîð-ìîäóëü ïî ðàäèêàëó
Äæåêîáñîíà ÿâëÿåòñÿM -èíúåêòèâíûì ìîäóëåì. Êîãäà α � ïðåäåëüíîå îðäèíàëü-
íîå ÷èñëî, ïîëîæèì, IMα (N) =

⋃
β<α

IMβ (N). Ïóñòü τ � íàèìåíüøèé îðäèíàë, äëÿ

êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî IMτ (N) = IMτ+1(N). ×åðåç IM(N) îáîçíà÷àåòñÿ
ïîäìîäóëü IMτ (N). Â ñëó÷àå, åñëè M = N, òî ïîäìîäóëü IM(M) îáîçíà÷àåòñÿ
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÷åðåç I(M). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ÷åðåç I(R) îáîçíà÷àåòñÿ èäåàë I(RR).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R èäåàë I(R) âïåðâûå áûë îïðåäåëåí â ðàáîòå [109].
Â ìîíîãðàôèè [61] èäåàë I(R) êîëüöà R îáçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I(2)(R).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà � 3.3 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 3.3.1. Åñëè P � êâàçèïðîåêòèâíûé îáîáùåííûé SV-ìîäóëü, òî P �
ïîëóàðòèíîâ ìîäóëü.

Òåîðåìà 3.3.2. Äëÿ êâàçèïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) P � îáîáùåííûé SV-ìîäóëü;
2) åñëè M � ïîðîæäàþùèé îáúåêò êàòåãîðèè σ(P ), òî â êàòåãîðèè

σ(M/I(M)) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñâîéñòâîì ïîäúåìà.
3) êàæäûé ïîäìîäóëü ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ M ∈ σ(P ), êîòîðûé íå ñîäåð-

æèòñÿ â ðàäèêàëå Äæåêîáñîíà ìîäóëÿ M, ñîäåðæèò ëîêàëüíîå ïðÿìîå ñëàãàå-
ìîå ìîäóëÿ M.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñïðàâà SV -êîëüöîì, åñëè íàä êîëüöîì R

êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Ñëåäñòâèå 3.3.4 Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî;
2) R/I(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå è J2(R/I(R)) = 0;
3) êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü íàä êîëüöîì R/I(R) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî ñâîé-

ñòâîì ïîäúåìà;
4) êàæäûé ïîäìîäóëü ïðîèçâîëüíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M, êîòîðûé íå ñîäåð-

æèòñÿ â ðàäèêàëå Äæåêîáñîíà ìîäóëÿ M, ñîäåðæèò ëîêàëüíîå ïðÿìîå ñëàãàå-
ìîå ìîäóëÿ M.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ 1) è 2) èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ áûëà äîêàçàíà
â ðàáîòå [46].
Ñëåäñòâèå 3.3.5. Äëÿ êâàçèïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ P ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) P � SV-ìîäóëü;
2) êàæäûé íåíóëåâîé ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(P ) ñîäåðæèò íåíóëåâîé

P -èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü;
3) P � V -ìîäóëü è â êàòåãîðèè σ(P ) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îáîáùåííûõ SV -êîëåö, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé êîíå÷íîñòè: êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç
êîëüöà ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì, êîíå÷íîñòü èíäåêñà íèëüïîòåíòíîñòè è êîëüöî, áåç
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåöåíòðàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî
åñëè êîëüöî R óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå óñëîâèé êîíå÷íîñòè,
òî íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà ëèáî R � ïðàâîå SV -êîëüöî, ëèáî R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî,
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ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ïðîáëåìà, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ìîíîãðàôèè [61, ñòð. 160].

Ïðîáëåìà

1) Ïóñòü R � êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì.
Âåðíî ëè, ÷òî ëèáî R � ïðàâîå SV -êîëüöî, ëèáî R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëó-
öåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0?

2) Ïóñòü R � PI-êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-
ìîäóëåì. Âåðíî ëè, ÷òî ëèáîR � ïðàâîå SV -êîëüöî, ëèáîR/SI(R) � àðòèíîâî
ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0?

Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå âòîðîãî ïóíêòà ïðåäûäóùåé ïðîáëåìû ïîëó÷åíî â
ïàðàãðàôå 4.1 êàê ñëåäñòâèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ïàðàãðàôà. Â ïàðàãðàôå
4.4 ïðèâåäåí ïðèìåð îáîáùåííîãî ñïðàâà SV-êîëüöà, äëÿ êîòîðîãî ôàêòîð-êîëüöî
R/SI(R) íå ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì.

Â � 4.1 ïðèâîäÿòñÿ ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ äëÿ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé
ïðàâûé è êàæäûé ëåâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Òåîðåìà 4.1.2. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç

àðòèíîâ;
2) R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0, è

äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α SIα+1(R)/SIα(R) � ïðÿìàÿ ñóììà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ
êîëåö êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ íàä òåëàìè;

3) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî è êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ïîïàðíî èçî-
ìîðôíûõ ïðîñòûõ èíúåêòèâíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ìî-
äóëåì;

4) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî è êàæäûé ìàêñèìàëüíî íåðàçëîæè-
ìûé ôàêòîð R/I êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ïîëóöåïíûì, ó êîòîðîãî
J2(R/I) = 0;

5) R � îáîáùåííîå SV -êîëüöî, ò.å. íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü
è êàæäûé ëåâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

Ñ ïîìîùüþ ïðåäûäóùåé òåîðåìû äîêàçàíî, ÷òî íàä PI-êîëüöîì R êàæ-
äûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ëèáî R �
ïðàâîå SV -êîëüöî, ëèáî R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî
J2(R/SI(R)) = 0 (òåîðåìà 4.1.3).

Â � 4.2 ïîëó÷åíî îïèñàíèå îáîáùåííûõ ñïðàâà SV -êîëåö îãðàíè÷åííîãî èí-
äåêñà íèëüïîòåíòíîñòè è îáîáùåííûõ ñïðàâà SV -êîëåö áåç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
íåöåíòðàëüíûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ.

Íàèáîëüøèé ðåãóëÿðíûé èäåàë êîëüöà R, ÷åé èíäåêñ íèëüïîòåíòíîñòè íå ïðå-
âîñõîäèò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Regn(R).
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Òåîðåìà 4.2.3. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî îãðàíè÷åííîãî èíäåêñà;
2) R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0,

è ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α èäå-
àë SIα+1(R)/SIα(R) ôàêòîð-êîëüöà R/SIα(R) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîëíûõ
ìàòðè÷íûõ êîëåö êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ íàä òåëàìè, ÷üè ðàçìåðû íå ïðåâîñõîäÿò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

3) R/SI(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0, è
SI1(R) � ïðÿìàÿ ñóììà ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ êîëåö êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ íàä òåëà-
ìè, ÷üè ïîðÿäêè íå ïðåâîñõîäÿò íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n;

4) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
R/Regn(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/Regn(R)) = 0.

Òåîðåìà 4.2.4. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî áåç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íåöåíòðàëüíûõ

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ;
2) äëÿ íåêîòîðîãî îðäèíàëüíîãî ÷èñëà γ ñóùåñòâóåò òàêîå ñåìåéñòâî èäåàëîâ

(Iα)α<γ êîëüöà R, ÷òî
a) I0 =0;
b) Iα $ Iβ, ãäå α < β;
c) Iα+1/Iα � ïðÿìàÿ ñóììà òåë;
d) Iα =

⋃
β<α

Iβ, åñëè α � ïðåäåëüíîå îðäèíàëüíîå ÷èñëî;

e) R/I � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî J2(R/I) = 0, ãäå I =
⋃
α<γ

Iα;

3) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è R/Reg1(R) � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëü-
öî, ó êîòîðîãî J2(R/Reg1(R)) = 0.

Â � 4.3 ïðèâåäåí ïðèìåð îáîáùåííîãî ñïðàâà SV -êîëüöà R, ó êîòîðîãî ôàêòîð-
êîëüöî R/SI(R) íå ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ñïðà-
âà SV -êîëüöîì òèïà I, åñëè R/SI(R) ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ïîëóöåïíûì êîëüöîì,
ó êîòîðîãî J2(R/SI(R)) = 0, è òèïà II, åñëè ôàêòîð-êîëüöî R/SI(R) íå ÿâëÿåòñÿ
àðòèíîâûì.

Ïðåäëîæåíèå 4.3.1. Ïóñòü R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî. Òîãäà ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî òèïà I;

2) ïðÿìàÿ ñóììà âñÿêîãî ñåìåéñòâà ëîêàëüíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé äëèíû äâà
ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ìîäóëåì;

3) ïðÿìàÿ ñóììà âñÿêîãî ñåìåéñòâà ïîïàðíî èçîìîðôíûõ ëîêàëüíûõ ïðàâûõ
R-ìîäóëåé äëèíû äâà ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ìîäóëåì.
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Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì. ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì, åñëè êàæäûé íåñó-
ùåñòâåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿM , êî-
òîðûé îòëè÷åí îò ìîäóëÿM . Ïîíÿòèå I∗0 -ìîäóëÿ äâîéñòâåííî ïîíÿòèþ I0-ìîäóëÿ.
Êàæäûé CS-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåðàìè I∗0 -ìîäóëåé
ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûå, êâàçèèíúåêòèâíûå, íåïðåðûâíûå è êâàçèíåïðåðûâíûå
ìîäóëè.

Â � 5.1 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êàòåãîðèè Âèñáàóýðà σ(M), ó êîòîðîé êàæäûé
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè P � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü,
ó êîòîðîãî J(P ) = 0, è â êàòåãîðèè σ(P ) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì,
òî P � V -ìîäóëü (òåîðåìà 5.1.2).

Â � 5.2 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðà-
âûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì.

Òåîðåìà 5.2.2. Äëÿ ïîëóàðòèíîâà ñïðàâà (ñëåâà) êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü íàä êîëüöîì R ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì;
2) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ëèáî V -ìîäóëåì, ëèáî ñîäåðæèò ïðî-

åêòèâíîå íåíóëåâîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå;
3) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü N, ó êîòîðîãî J(N) 6= 0, ñîäåðæèò íåíóëåâîå

ïðîåêòèâíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå;
4) â êîëüöå R ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðàâûõ èäåàëîâ {Ai}i∈I , äëÿ êîòîðîãî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) Ai � ëîêàëüíûé èíúåêòèâíûé ìîäóëü äëèíû äâà äëÿ êàæäîãî i ∈ I;
b) J(R) = ⊕i∈IJ(Ai);
ñ) R/J(R) � ïðàâîå SV-êîëüöî.

Â � 5.3 ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü
ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåêòèâíîãî (èíúåêòèâíîãî) ìîäóëÿ è V -ìîäóëÿ.

Òåîðåìà (5.3.1 è 5.3.3). Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV -êîëüöî òèïà I, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì;
2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ è V -ìîäóëÿ;
3) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ è V -ìîäóëÿ;
4) êîëüöî R èçîìîðôíî êîëüöó ôîðìàëüíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö(
T M
0 S

)
, ãäå

a) S � ïðàâîå SV -êîëüöî;
b) äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà I êîëüöà S âûïîëíåíû óñëîâèÿ: MI = 0 è S/I êëàñ-

ñè÷åñêè ïîëóïðîñòî;
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c) êîëüöî

(
T M
0 S/I

)
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ïîëóöåïíûì, ó êîòîðîãî êâàäðàò

ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåðàìè êîëåö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 2) è 3) èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû,
ÿâëÿþòñÿ êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåê-
òèâíûì. Ýòè êîëüöà èçó÷åíû â øåñòîé ãëàâå.

Â � 5.4 èçó÷àþòñÿ êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíè-
åì ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ èíúåêòèâíîãî. Ïðîáëåìà îá îïèñàíèè êîëåö,
íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ ñ ïî-
ìîùüþ èíúåêòèâíîãî, áûëà ïîñòàâëåíà â ìîíîãðàôèè [20, ñòð. 452]. Äîêàçàíî, ÷òî
íàä èíâàðèàíòíûì ñïðàâà êîëüöîì R êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïî-
ëóïðîñòîãî ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ èíúåêòèâíîãî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ïðàâàÿ äëèíà
Ëåâè êîëüöà R íå ïðåâîñõîäèò äâóõ è R ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ àðòèíîâà ïîëóöåïíîãî êîëüöà è ðåãóëÿðíîãî ïîëóàðòèíîâà êîëüöà (òåîðåìà
5.4.6).

Â � 5.5 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñëàáî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ. Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ I∗0 -ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî áýðîâñêèì.
Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùèõ âçàèìîñâÿçàííûõ êëàññîâ ìî-

äóëåé, áëèçêèõ ê ïðîåêòèâíûì è èíúåêòèâíûì: àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûå
ìîäóëè, àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûå ìîäóëè, ïî÷òè ïðîåêòèâíûå ìîäóëè è ìà-
ëî (êâàçè)ïðîåêòèâíûå ìîäóëè, ïî÷òè èíúåêòèâíûå ìîäóëè è ñóùåñòâåííî
(êâàçè)èíúåêòèâíûå ìîäóëè. Íàä ñîâåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì êàæäûé ïî-
÷òè ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìàëî ïðîåêòèâíûì è âñÿêèé àâòîìîðôèçì-
êîèíâàðèàíòíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìàëî êâàçèïðîåêòèâíûì.

Â � 6.1 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ìîäóëÿõ, áëèçêèõ ê ïðîåêòèâ-
íûì è èíúåêòèâíûì.

Â � 6.2 èçó÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî èíúåêòèâíûå ìîäóëè è ìàëî ïðîåêòèâíûå ìîäó-
ëè. Îïèñûâàþòñÿ êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ìàëî ïðîåêòèâ-
íûì. Àíàëîãè÷íûå âîïðîñû òàêæå ðàññìîòðåíû è äëÿ ñóùåñòâåííî èíúåêòèâíûõ
ìîäóëåé.

Â � 6.3 èçó÷åíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðîñòîé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè ïðîåêòèâíûì (ïî÷òè èíúåêòèâíûì). Ïîíÿòèÿ ïî÷òè èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ è
ïî÷òè ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ âïåðâûå âîçíèêëè â ðàáîòàõ [29], [30], [55]-[59] Õàðà-
äû, åãî êîëëåã è ó÷åíèêîâ. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûå ìîäóëè áûëè
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [22], [27], [28], [83].

Òåîðåìà 6.3.1. Äëÿ ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðîåêòèâíûì â êàòå-

ãîðèè σ(M);
2) êàæäûé ìîäóëü â êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëóïðîñòûì ìîäóëåì,

ëèáî ñîäåðæèò íåíóëåâîé M -èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü;
3) â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì.
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Ñëåäñòâèå 6.3.1. Íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-
ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ïðîåêòèâíûì.

Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïî÷òè V -ìîäóëåì, åñëè êàæäûé ïðîñòîé
ïðàâûé R-ìîäóëü ïî÷òè èíúåêòèâåí îòíîñèòåëüíî êàæäîãî ìîäóëÿ èç êàòåãîðèè
σ(M).

Òåîðåìà 6.3.4. Äëÿ ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) M ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè V -ìîäóëåì;
2) êàæäûé ìîäóëü â êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ ëèáî V -ìîäóëåì, ëèáî ñîäåð-

æèò íåíóëåâîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì îáúåêòîì â
êàòåãîðèè σ(M);

3) â ìîäóëå M ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ ïîäìîäóëåé
{Ai}i∈I , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

a) Ai � M -èíúåêòèâíûé è M -ïðîåêòèâíûé ìîäóëü äëèíû äâà äëÿ êàæäîãî
i ∈ I;

b) J(M) = ⊕i∈IJ(Ai);
ñ) M/J(M) � V -ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 6.3.2. Äëÿ ïîëóàðòèíîâà ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû:

1) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü ïî÷òè èíúåêòèâåí;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì.

Èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ âûøå, ñëåäóþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ïîêà-
çûâàþùèå äâîéñòâåííîñòü ìåæäó îïèñàíèåì ïîëóàðòèíîâûõ ñïðàâà êîëåö, íàä
êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì, è îïèñàíèåì ïîëóàðòè-
íîâûõ ñïðàâà êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì.

Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóàðòèíîâà ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû:

1) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I0-ìîäóëåì;
2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîëóïðîñòûì, ëèáî

ñîäåðæèò íåíóëåâîé èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü;
3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü M , ó êîòîðîãî Soc(M) 6= M, ñîäåð-

æèò íåíóëåâîé èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü;
4) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðîåê-

òèâíûì.

Òåîðåìà. Äëÿ ïîëóàðòèíîâà ñïðàâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû:

1) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì;
2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ëèáî V -ìîäóëåì, ëèáî

ñîäåðæèò íåíóëåâîé ïðîåêòèâíûé ïîäìîäóëü;
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3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé ìîäóëüM , ó êîòîðîãî J(M) 6= 0, ñîäåðæèò
íåíóëåâîé ïðîåêòèâíûé ïîäìîäóëü;

4) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîñòîé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåê-
òèâíûì.

Â � 6.4 ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâ-
ëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì. Ïðîáëåìà îá îïèñàíèè òàêèõ êîëåö áûëà ïîñòàâëåíà
â ðàáîòå [27]. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîêàçàíî, ÷òî íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì
R êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé
R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëóïðîñòîãî ìîäóëÿ ñ ïîìîùüþ èíúåêòèâíîãî.
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà � 6.4 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 6.4.1. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì;
2) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, Loewy(RR) 6 2 è íàä êîëüöîì R êàæäûé

ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ è V -ìîäóëÿ;
3) R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, Loewy(RR) 6 2 è íàä êîëüöîì R êàæäûé

ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ è V -ìîäóëÿ;
4) äëÿ êîëüöà R âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) â êîëüöå R ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ èäåì-

ïîòåíòîâ {ei}i∈I , ÷òî eiR � èíúåêòèâíûé ëîêàëüíûé ïðàâûé R-ìîäóëü äëèíû
äâà äëÿ êàæäîãî i ∈ I è J(R) = ⊕i∈IJ(eiR);

b) R/J(R) � ïðàâîå SV-êîëüöî è Loewy(RR) 6 2;
c) R/ SI1(R) � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî.
5) êîëüöî R èçîìîðôíî êîëüöó ôîðìàëüíûõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö(
T TMS

0 S

)
, ãäå

a) S � ïðàâîå SV -êîëüöî è Loewy(S) 6 2;
b) äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà I êîëüöà S èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîMI = 0 è êîëüöî(
T TMS/I

0 S/I

)
ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì ïîëóöåïíûì, ó êîòîðîãî êâàäðàò ðàäèêàëà

Äæåêîáñîíà ðàâåí íóëþ.

Òåîðåìà 6.4.2. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì;
2) R � îáîáùåííîå ñïðàâà SV-êîëüöî òèïà I, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðàâûé

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî I∗0 -ìîäóëåì è ñóùåñòâåííî èíúåêòèâíûì.

Òåîðåìà 6.4.3. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) êàæäûé ïðàâûé è êàæäûé ëåâûé ìîäóëü íàä êîëüöîì R ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè

èíúåêòèâíûì;
2) R � îáîáùåííîå SV-êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíî-

âðåìåííî I∗0 -ìîäóëåì è ñóùåñòâåííî èíúåêòèâíûì;
3) R � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå SV -êîëüöà, ó êîòîðîãî Loewy(RR) 6 2, è àðòè-

íîâà ïîëóöåïíîãî êîëüöà, ó êîòîðîãî êâàäðàò ðàäèêàëà Äæåêîáñîíà ðàâåí íóëþ.
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Â � 6.5 èçó÷åíû àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûå ìîäóëè. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ
àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ êàæäûõ ìàëûõ ïîäìîäóëåé K1, K2 ìî-
äóëÿ M âñÿêèé ìàëûé ýïèìîðôèçì ν : M/K1 → M/K2 ïîäíèìàåòñÿ äî ýíäîìîð-
ôèçìà θ ìîäóëÿM . Àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûå ìîäóëè áûëè âïåðâûå ââåäåíû
â ðàáîòå [82] êàê äâîéñòâåííûé àíàëîã ïîíÿòèÿ àâòîìîðôèçì-èíâàðèàíòíîãî ìî-
äóëÿ, ò.å. ìîäóëÿ, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ ñâîåé èíúåêòèâíîé
îáîëî÷êè.

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðóêòóðå àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíîãî ìîäóëÿ íàä ñî-
âåðøåííûì êîëüöîì.

Òåîðåìà 6.5.5. Ïóñòü R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî, M � àâòîìîðôèçì-
êîèíâàðèàíòíûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà

M = P ′ ⊕ (⊕ni=1Qi),

ãäå P ′ � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü, EndR(⊕ni=1Qi/J(⊕ni=1Qi)) � êîíå÷íîå áóëåâî
êîëüöî, ⊕ni=1Qi � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü, ó êîòîðîãî êàæäûé íåíóëåâîé ãîìîìîðô-
íûé îáðàç íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì, è äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n ìîäóëü Qi ÿâëÿåòñÿ
íåëîêàëüíûì è íåðàçëîæèìûì.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ìî-
äóëü íàä ñîâåðøåííûì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì.

Ñëåäñòâèå 6.5.3. Ïóñòü R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî, ó êîòîðîãî 2 îáðà-
òèìî. Òîãäà êàæäûé àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåò-
ñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì.

Ñëåäñòâèå 6.5.5. Ïóñòü R � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì P . Åñëè
| P |> 2, òî äëÿ íåðàçëîæèìîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíî-
ñèëüíû:

1) M � àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ìîäóëü;
2) M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 6.5.7. Ïóñòü R � íîðìàëüíîå ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî. Òîãäà
êàæäûé àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåê-
òèâíûì.

Â � 6.6 ìåòîäû, ðàçâèòûå ïðè ðàññìîòðåíèè àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûõ ìî-
äóëåé, èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè íèëüïîòåíòíî-êîèíâàðèàíòíûõ ìîäóëåé.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíî-ïîäíèìàåìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ïîä-
ìîäóëÿ N ìîäóëÿM êàæäûé íèëüïîòåíòíûé ýíäîìîðôèçì f ìîäóëÿM/N ìîæåò
áûòü ïîäíÿò äî íåêîòîðîãî ýíäîìîðôèçìà f ′ ìîäóëÿM. Åñëè ìîäóëüM îáëàäàåò
ïðîåêòèâíûì íàêðûòèåì p : P →M è äëÿ êàæäîãî íèëüïîòåíòíîãî ýíäîìîðôèç-
ìà f ∈ End(P ) âûïîëíåíî óñëîâèå f(Ker(α)) ⊆ Ker(α), òî ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ
íèëüïîòåíòíî-êîèíâàðèàíòíûì.
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Òåîðåìà 6.6.1. Ïóñòü M � íèëüïîòåíòíî-ïîäíèìàåìûé ìîäóëü, îáëà-
äàþùèé ïðîåêòèâíîé îáîëî÷êîé. Òîãäà ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíî-
êîèíâàðèàíòíûì.

Òåîðåìà 6.6.2. Ïóñòü R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî, M � êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûé íèëüïîòåíòíî-êîèíâàðèàíòíûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Åñëè êàæäûé íåíó-
ëåâîé ïîäìîäóëü M/J(M) ñîäåðæèò íåíóëåâîé êâàäðàòíûé êîðåíü â M/J(M),
òî M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

Â � 6.7 èçó÷àþòñÿ ñòðîãî àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûå ìîäóëè. Ïðàâûé R-
ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ (ñòðîãî) àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
ïîäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M êàæäûé àâòîìîðôèçì f ôàêòîð-ìîäóëÿ M/N ìîæåò
áûòü ïîäíÿò äî íåêîòîðîãî àâòîìîðôèçìà (ýíäîìîðôèçìà) ìîäóëÿ M . Â ñòàòüå
[85] À.À. Òóãàíáàåâûì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà, ñîãëàñíî êîòîðîé ïîëóàðòèíîâ ìî-
äóëüM ÿâëÿåòñÿ (ñòðîãî) àâòîìîðôèçì ïðîäîëæàåìûì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäàM
ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-èíâàðèàíòíûì ìîäóëåì. Äâîéñòâåííûìè àíàëîãàìè ýòîé
òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 6.7.5. Ïóñòü R � ñîâåðøåííîå ñïðàâà êîëüöî è M � ïðàâûé R-
ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � ñòðîãî àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûé ìîäóëü;
2) M � àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 6.7.1. Ïóñòü R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è M � êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûì;
2) ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûì;
3) ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûì.

Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìîðôèçì-
ïîäíèìàåìûé ìîäóëü íàä àðòèíîâûì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì.
Òåîðåìà 6.7.6. Ïóñòü R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è M � ïðàâûé R-ìîäóëü.

Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü;
2) M � àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûé ìîäóëü, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî M = ⊕IMi, ãäå Mi � ïîëûé ìîäóëü äëÿ êàæäîãî i ∈ I.
Ñëåäñòâèå 6.7.2. Ïóñòü R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è M � ïðàâûé R-

ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) M � àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûé ìîäóëü, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ñî

ñâîéñòâîì ïîäúåìà;
2) M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 6.7.3. Ïóñòü R � íîðìàëüíîå àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è M �
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûé ìîäóëü;
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2) M � êâàçèïðîåêòèâíûé ìîäóëü;
3) M � àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ìîäóëü.

Ãëàâà 7 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñëåäóþùèõ âçàèìîñâÿçàííûõ êëàññîâ êîëåö:
mod-ðåòðàêòàáåëüíûõ êîëåö, CC-êîëåö, ñòðîãèå êîëüöà Êàøà è CSL-êîëåö.

Â � 7.1 èçó÷àþòñÿ CSL-êîëüöà è mod-ðåòðàêòàáåëüíûå êîëüöà. Íàéäåíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîëóàðòèíîâî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ
CSL-êîëüöîì.

Òåîðåìà 7.1.3. Äëÿ ïîëóàðòèíîâà êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
2) R � ïðàâîå mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâ-

íûé îáðàç ÿâëÿåòñÿ àðòèíîâûì;
3) R � CSL-êîëüöî;
4) R � ïðàâîå CSL-êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ïðèìèòèâíûé îáðàç ÿâëÿåòñÿ

àðòèíîâûì;
5) êàæäûé ìàêñèìàëüíûé íåðàçëîæèìûé ôàêòîð êîëüöà R èçîìîðôåí ïîë-

íîìó êîëüöó ìàòðèö êîíå÷íîãî ïîðÿäêà íàä ñîâåðøåííûì ëîêàëüíûì êîëüöîì.

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ 4) è 5) â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè áûëà óñòàíîâëåíà
â ðàáîòå [23].

Ñëåäñòâèå 7.1.2. Äëÿ ñîâåðøåííîãî êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-
íû:

1) R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
2) R � ïðàâîå mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
3) R � CSL-êîëüöî;
4) R � ïðàâîå CSL-êîëüöî;
5) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëíûõ êîëåö ìàò-

ðèö êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ íàä ñîâåðøåííûìè ëîêàëüíûìè êîëüöàìè.

Îïèñàíèå (êâàçè)èíâàðèàíòíûõ ñïðàâà mod-ðåòðàêòàáåëüíûõ êîëåö ïîëó÷åíî
â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.

Òåîðåìà 7.1.9. Äëÿ êâàçèèíâàðèàíòíîãî ñïðàâà (ñëåâà) êîëüöà R ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
2) R � ïîëóàðòèíîâî CSL-êîëüöî;
3) R � ïîëóàðòèíîâî êîëüöî, ó êîòîðîãî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé íåðàçëîæè-

ìûé ôàêòîð ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ñîâåðøåííûì êîëüöîì.

Ñëåäñòâèå 7.1.5 Äëÿ ïðàâîãî (èëè ëåâîãî) èíâàðèàíòíîãî êîëüöà R ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
2) R � ïîëóàðòèíîâî CSL-êîëüöî;
3) R � ïîëóàðòèíîâî êîëüöî.

22



Ñëåäñòâèå 7.1.6 [67, òåîðåìà 3.10]. Äëÿ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R ñëåäó-
þùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
2) R � ïîëóàðòèíîâî êîëüöî.

Â � 7.2 ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ CC-êîëåö è ñòðîãèõ êîëåö Êàøà. Åñëè êàæäûé
ïðîñòîé ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(M) âëîæèì â ìîäóëü M, òî ìîäóëü M íàçûâà-
åòñÿ ìîäóëåì Êàøà. Åñëè êàæäûé ìîäóëü èç êàòåãîðèè σ(M) ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì
Êàøà, òî ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ñòðîãèì ìîäóëåì Êàøà. Ñòðîãèå ìîäóëè Êàøà
áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [24]. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëà ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà îá îïè-
ñàíèè ñòðîãèõ êîëåö è ìîäóëåé Êàøà. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè � 7.2 ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 7.2.2. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � ñòðîãîå ñïðàâà êîëüöî Êàøà;
2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

êîðåòðàêòàáåëüíûì;
3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé öèêëè÷åñêèé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êîðåòðàê-

òàáåëüíûì;
4) âñÿêîå ôàêòîð-êîëüöî êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì êîëüöîì Êàøà;
5) êîëüöî R èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîëíûõ ìàòðè÷íûõ

êîëåö íàä ëîêàëüíûìè ñîâåðøåííûìè ñëåâà êîëüöàìè.

Òåîðåìà 7.2.2. Äëÿ êîëüöà R ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
1) R � ñòðîãîå êîëüöî Êàøà;
2) äëÿ êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà R ôàêòîð-êîëüöî R/I ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì Êà-

øà;
3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé èëè ëåâûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü

ÿâëÿåòñÿ êîðåòðàêòàáåëüíûì;
4) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé èëè ëåâûé öèêëè÷åñêèé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

êîðåòðàêòàáåëüíûì;
5) R � ñîâåðøåííîå ïðàâîå CSL-êîëüöî;
6) R � ñîâåðøåííîå ïðàâîå mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî;
7) R � ïðàâîå CC-êîëüöî;
8) R � ëåâîå CC-êîëüöî;
9) R � êîíå÷íîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ êîëåö ìàòðèö êîíå÷íûõ ïîðÿäêîâ

íàä ñîâåðøåííûìè ëîêàëüíûìè êîëüöàìè.

Â � 7.3 ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ M êîíå÷íîé äëèíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâ-
íîñèëüíû: 1) M � CSL-ìîäóëü; 2) M � mod-ðåòðàêòàáåëüíûé ìîäóëü; 3) M �
CC-ìîäóëü; 4) M � ñòðîãèé ìîäóëü Êàøà; 5) ó êàæäîãî íåðàçëîæèìîãî ìîäó-
ëÿ èç êàòåãîðèè σ(M) âñå ïðîñòûå ïîäôàêòîðû èçîìîðôíû (òåîðåìà 7.3.1). Â
êà÷åñòâå ñëåäñòâèé äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Ñëåäñòâèå 7.2.2. Ïóñòü M � ëîêàëüíî íåòåðîâ ïðàâûé R-ìîäóëü. Òîãäà ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) äëÿ êàæäîãî ïîëóàðòèíîâà ìîäóëÿ N èç êàòåãîðèè σ(M) èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå N = ⊕i∈INi, ãäå äëÿ êàæäîãî i ∈ I âñå ïðîñòûå ïîäôàêòîðû ìîäóëÿ
Ni èçîìîðôíû è äëÿ ðàçëè÷íûõ i, j èç I ìîäóëè Ni, Nj íå èìåþò èçîìîðôíûõ
ïðîñòûõ ïîäôàêòîðîâ;

2) åñëè S1, S2 ∈ σ(M) � ïðîñòûå íåèçîìîðôíûå ìîäóëè, òî Ext1R(S1, S2) = 0.

Ñëåäñòâèå 7.2.2 [41, òåîðåìà 1.1].
Ïóñòü R � íåòåðîâî ñïðàâà êîëüöî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) äëÿ êàæäîãî ïîëóàðòèíîâà ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

M = ⊕i∈IMi, ãäå äëÿ êàæäîãî i ∈ I âñå ïðîñòûå ïîäôàêòîðû ìîäóëÿ Mi èçî-
ìîðôíû è äëÿ ðàçëè÷íûõ i, j èç I ìîäóëèMi,Mj íå èìåþò èçîìîðôíûõ ïðîñòûõ
ïîäôàêòîðîâ;

2) åñëè S1, S2 � ïðîñòûå íåèçîìîðôíûå ïðàâûå R-ìîäóëè, òî Ext1R(S1, S2) = 0.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó, ä.ô.-ì.í.,
ïðîôåññîðó Àñêàðó Àêàíîâè÷ó Òóãàíáàåâó çà ïîääåðæêó â ðàáîòå, âíèìàíèå è
èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèÿì àâòîðà. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâî-
åìó ó÷èòåëþ è ïåðâîìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ, ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðó Èñõàêó
Èäðèñîâè÷ó Ñàõàåâó, ïðîáóäèâøåìó èíòåðåñ ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè â îáëàñòè
òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷åíû ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ïîëóàðòèíîâûõ
êîëåö è êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä íèìè. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìîäóëåé íàä ïîëóàð-
òèíîâûìè êîëüöàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè îáîáùåíèÿìè ïîëóàðòèíîâûõ
V-êîëåö è ìîäóëåé, áëèçêèõ ê ïðîåêòèâíûì íàä ñîâåðøåííûìè êîëüöàìè.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êâàçèïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êàòåãîðèÿ Âèñáàóýðà σ(P ) ñîñòîèò èç ñëà-
áî ðåãóëÿðíûõ ìîäóëåé. Âûÿñíåíî ñòðîåíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé
ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì.

• Ïîëó÷åíî îïèñàíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ I∗0 -ìîäóëåì. Âûÿñíåíî ñòðîåíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, íàä êî-
òîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïðîåêòèâíîãî (èíú-
åêòèâíîãî) ìîäóëÿ è V-ìîäóëÿ. Äîêàçàíî, ÷òî íàä òàêèìè êîëüöàìè êàæäûé
ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî I∗0 -ìîäóëåì è I0-ìîäóëåì.

• Âûÿñíåíî ñòðîåíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåò-
ñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì. Èññëåäîâàíû àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûå ìîäó-
ëè è áëèçêèå ê íèì êëàññû ìîäóëåé íàä ñîâåðøåííûìè êîëüöàìè. Íàé-
äåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûé ïðàâûé ìîäóëü
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íàä ñîâåðøåííûì ñïðàâà êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ êâàçèïðîåêòèâíûì. Âûÿñíåíî
ñòðîåíèå àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûõ ïðàâûõ ìîäóëåé íàä ñîâåðøåííûìè
ñïðàâà êîëüöàìè. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîâåðøåííîãî ñïðàâà êîëüöà R êëàññ
àâòîìîðôèçì-êîèíâàðèàíòíûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ñòðî-
ãî àâòîìîðôèçì-ïîäíèìàåìûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé.

• Èññëåäîâàíû ñëåäóþùèå âçàèìîñâÿçàííûå êëàññû êîëåö: CSL-êîëüöà, CC-
êîëüöà è mod-ðåòðàêòàáåëüíûå êîëüöà. Âûÿñíåíî ñòðîåíèå ïîëóàðòèíîâûõ
CSL-êîëåö. Äîêàçàíî, ÷òî èíâàðèàíòíîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî. Ïîëó÷åíû îïèñà-
íèÿ CC-êîëåö è ñòðîãèõ êîëåö Êàøà.

• Èññëåäîâàíû âàæíûå êëàññû êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö, áëèçêèå ê ðåãóëÿð-
íûì. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîëåö ôîðìàëüíûõ ìàòðèö, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ êîëåö: ïîëóàðòèíîâû ñïðàâà êîëüöà, ïðàâûå
max-êîëüöà, ïðàâûå SV -êîëüöà, ïðàâûå V -êîëüöà, âïîëíå èäåìïîòåíòíûå
êîëüöà.

Â äàëüíåéøåì ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷.

• Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ
ñëàáî ðåãóëÿðíûì. Âåðíî ëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïîëó-
àðòèíîâûì? ×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé
îòêðûòûé âîïðîñ. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è â êàòåãîðèè σ(M) êàæäûé
íåíóëåâîé ìîäóëü ñîäåðæèò íåíóëåâîéM -èíúåêòèâíûé ïîäìîäóëü. Âåðíî ëè,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïîëóàðòèíîâûì?

• Èçó÷èòü ëîêàëüíî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå êàòåãîðèè Ãðîòåíäèêà, â êîòîðûõ
êàæäûé íåíóëåâîé (ñîîòâ., íåïîëóïðîñòîé) îáúåêò ñîäåðæèò íåíóëåâîé èíú-
åêòèâíûé ïîäîáúåêò.

• Îïèñàíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïðî-
åêòèâíûì. Îïèñàíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïðàâûé ìî-
äóëü ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè èíúåêòèâíûì (ñîîòâ., ïî÷òè ïðîåêòèâíûì).

• Îïèñàíèå ðåãóëÿðíûõ ïðàâûõ CSL-êîëåö. ßâëÿåòñÿ ëè ðåãóëÿðíîå ïðàâîå
mod-ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî ïðàâûì SV-êîëüöîì? ßâëÿåòñÿ ëè ïðàâîå mod-
ðåòðàêòàáåëüíîå êîëüöî ïîëóàðòèíîâûì ñïðàâà êîëüöîì?

• Èññëåäîâàíèå ïîëóàðòèíîâûõ êîëåö, ó êîòîðûõ äëèíà Ëåâè êîíå÷íà. Ïóñòü
R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è Loewy(RR) = n < ∞. Êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü ëåâàÿ äëèíà Ëåâè êîëüöà R?
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