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1. Введение

Все кольца предполагаются ассоциативными и с ненулевой единицей, а модули — унитарными.
В работе [20] о непрерывных кольцах Утуми рассмотрел три условия для колец, которым

удовлетворяют самоинъективные кольца. Эти условия были обобщены на модули в [12, 16, 19].
Модуль M называется C1-модулем (или CS-модулем), если каждый подмодуль модуля M яв-
ляется существенным подмодулем в некотором прямом слагаемом M . Модуль M называется C2-
модулем, если каждый подмодуль модуля M , изоморфный некоторому прямому слагаемому мо-
дуля M , сам является прямым слагаемым модуля M . В [14] Никольсон назвал C2-модули прямо
инъективными. Модуль M называется C3-модулем, если для каждых прямых слагаемых M1

и M2 модуля M , для которых выполнено условие M1 ∩M2 = 0, сумма M1+M2 является прямым
слагаемым модуля M .

Модуль M называется прямо проективным (или D2-модулем), если каждый подмодуль моду-
ля M , фактор-модуль по которому изоморфен некоторому прямому слагаемому модуля M , сам
является прямым слагаемым модуля M . Модуль M называется D3-модулем, если для каждых
прямых слагаемых M1 и M2 модуля M , для которых выполнено условие M1 +M2 = M , пересе-
чение M1∩M2 является прямым слагаемым модуля M . Прямо проективные модули был введены
Никольсоном в [14]. Понятие D3-модуля было введено в [8].

Важными частными случаями понятий C3-модуля и D3-модуля являются соответственно по-
нятия SSP-модуля и SIP-модуля. Модуль M называется SSP-модулем, если сумма двух прямых
слагаемых модуля M является прямым слагаемым модуля M . Модуль M называется SIP-моду-

лем, если пересечение двух прямых слагаемых модуля M является прямым слагаемым модуля M .
Тот факт, что N является подмодулем (соответственно, прямым слагаемым) модуля M будем

обозначать через N 6M (соответственно, N 6⊕ M). Радикал Джекобсона правого R-модуля M
обозначается через J(M).

В работе используются стандартные понятия и факты теории колец и модулей (см., например,
[3, 9, 22]).

2. D3- и C3-модули

Теорема 1. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:

(1) M является C3-модулем;
(2) если A,B 6⊕ M и A ∩B = 0, то M = A1 ⊕B = A⊕B1, где A 6 A1, B 6 B1;
(3) если A,B 6⊕ M и A ∩B 6⊕ M , то A+B 6⊕ M ;
(4) если A,B 6⊕ M , A ∩ B = 0, то для любого гомоморфизма f : A ⊕ B → M существует

гомоморфизм ϕ :M →M , для которого коммутативна диаграмма

A⊕B
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где i : A⊕B →M — вложение;
(5) если для идемпотентов π1, π2 ∈ End(M) выполнено условие Ker(π1π2) 6

⊕ M , то выполне-

но также и условие Im(π1π2) 6
⊕ M .

Доказательство. Эквивалентности (1) ⇔ (2) ⇔ (3) проверяются непосредственно (см. [6, пред-
ложение 2.2]). Импликация (1) ⇒ (4) очевидна.

(4) ⇒ (1). Пусть M = A⊕A′ = B⊕B′, A∩B = 0, π1 : A⊕B → A, π : A⊕A′ → A— естественные
проекции, а iA : A → M , iA⊕B : A ⊕ B → M — вложения. По предположению существует такой
гомоморфизм ϕ : M → M , что ϕiA⊕B = iAπ1. Тогда πϕiA = 1A, и, следовательно, Im(iA) ⊕
Ker(πϕ) =M . А так как B 6 Ker(πϕ), то A⊕B 6⊕ A⊕Ker(πϕ) =M .

(1) ⇒ (5). Пусть M = Ker(π1) ⊕ Im(π1) = Ker(π2) ⊕ Im(π2). Согласно [1, lemma 2.2] должно
выполняться равенство

Ker(π1π2) = Ker(π1) ∩ Im(π2) + Ker(π2) 6
⊕ M.
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Следовательно, Ker(π1) ∩ Im(π2) 6
⊕ M , и для некоторого подмодуля N получаем разложение в

прямую сумму Ker(π1) ∩ Im(π2) ⊕ N = Ker(π1). По предположению N ⊕ Im(π2) 6
⊕ M . Так как

Ker(π1) 6 N ⊕ Im(π2), то

N ⊕ Im(π2) = Ker(π1)⊕ (N ⊕ Im(π2)) ∩ Im(π1) = Ker(π1)⊕ (Ker(π1) + Im(π2)) ∩ Im(π1).

Таким образом, Im(π1π2) = (Ker(π1) + Im(π2)) ∩ Im(π1) 6
⊕ M .

(5) ⇒ (1). Пусть M = A ⊕ A′ = B ⊕ B′, A ∩ B = 0. Рассмотрим проекции π1 : A ⊕ A′ → A,
π2 : B⊕B′ → B′. Из [1, Lemma 2.2] следует, что Ker(π2π1) = A′ 6⊕ M . Тогда прямым слагаемым
в M является и Im(π2π1) = (A+B)∩B′. В частности, (A+B) ∩B′ 6⊕ B′. А тогда из равенства
A+B = B ⊕ (A+B) ∩B′ получаем, что A+B 6⊕ M . �

Для D3-модулей имеет место утверждение, двойственное предыдущей теореме.

Теорема 2. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:

(1) M является D3-модулем;
(2) если A,B 6⊕ M и M = A+B, то M = A1 ⊕B = A⊕B1, где A1 6 A, B1 6 B;
(3) если A,B 6⊕ M и A+B 6⊕ M , то A ∩B 6⊕ M ;
(4) если A,B 6⊕ M , A+B =M , то для любого гомоморфизма f :M →M/(A∩B) существует

гомоморфизм ψ :M →M , для которого коммутативна диаграмма
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где e :M →M/(A ∩B)— естественный эпиморфизм;
(5) если для идемпотентов π1, π2 ∈ End(M) выполнено условие Im(π1π2) 6

⊕ M , то выполня-

ется также условие Ker(π1π2) 6
⊕ M .

Доказательство. Эквивалентности (1) ⇔ (2) ⇔ (3) проверяются непосредственно с помощью [21,
предложение 3]. Импликация (1) ⇒ (4) очевидна.

(4) ⇒ (1). Пусть M = A ⊕ A′ = B ⊕ B′, A + B = M , π1 : A ⊕ B → A— проекция и e : M →
M/(A ∩ B)— естественный эпиморфизм. Зададим отображение f : M → M/(A ∩ B) по правилу
f(a+ b) = a+A∩B для всех a ∈ A, b ∈ B. Несложно заметить, что это корректно определенный
гомоморфизм. В силу предположения существует такой гомоморфизм ψ : M → M , что eψ = f .
Так как Ker(f) = B, то

eψ(B′) = f(B′) = f(B ⊕B′) = f(M) = A/(A ∩B).

Таким образом, ψ(B′) + (A ∩ B) = A. Покажем, что ψ(B′) ∩ (A ∩ B) = 0. Допустим, что x ∈
ψ(B′) ∩ (A ∩ B). Тогда для некоторого b ∈ B′ имеют место равенства 0 = ex = f(b′). Но тогда
b′ ∈ B ∩ B′, а значит b′ = 0. Таким образом, получаем разложение A = ψ(B′) ⊕ (A ∩ B) и,
следовательно, (A ∩B) 6⊕ M .

(1) ⇒ (5) Пусть M = Ker(π1) ⊕ Im(π1) = Ker(π2) ⊕ Im(π2). Согласно [1, Lemma 2.2] должно
выполняться равенство

Im(π1π2) = (Im(π2) + Ker(π1)) ∩ Im(π1) 6
⊕ M.

Тогда для некоторого подмодуля N 6M получаем разложение

Im(π1) = N ⊕ (Im(π2) + Ker(π1)) ∩ Im(π1).

Следовательно, выполняется равенство N +Ker(π1) + Im(π2) =M . В силу условия (D3) прямым
слагаемым M также является и подмодуль (N + Ker(π1)) ∩ Im(π2) = Ker(π1) ∩ Im(π2). Таким
образом, в силу [1, Lemma 2.2] имеем

Ker(π1π2) = Ker(π1) ∩ Im(π2) + Ker(π2) 6
⊕ M.

(5) ⇒ (1). Пусть M = A ⊕ A′ = B ⊕ B′, A + B = M . Рассмотрим проекции π1 : A ⊕ A′ → A,
π2 : B ⊕B′ → B′. Из [1, Lemma 2.2] следует, что Im(π2π1) = B′ 6⊕ M . Тогда прямым слагаемым
в M является и Ker(π2π1) = A ∩B +A′. Следовательно, A ∩B 6⊕ M . �
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Предложение 3. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M является SSP-модулем;
(2) для любого разложения M = A⊕B и для любого гомоморфизма f : A→ B, Im(f) является

прямым слагаемым модуля M ;
(3) для любого расщепляющего мономорфизма f : A → M такого, что A— прямое слагаемое

модуля M , A+ f(A) является прямым слагаемым модуля M ;
(4) для любого расщепляющего эпиморфизма f :M →M/A такого, что A— прямое слагаемое

модуля M , A+Ker(f) является прямым слагаемым модуля M .

Доказательство. Эквивалентность (1) ⇔ (2) следует из [10, теорема 2.3]. Импликации (1) ⇒
(3), (4) очевидны.

(3) ⇒ (1) Предположим, что M = A1 ⊕ A2 и f : A1 → A2 —R-гомоморфизм. Пусть T :=
{a1+f(a1) | a1 ∈ A1}— подмодуль модуля M . Тогда M = T⊕A2. Рассмотрим такой гомоморфизм
ψ : A1 → M , что ψ(x) = x + f(x). Легко видеть, что ψ— расщепляющий мономорфизм. Из
предположения следует, что A1+ψ(A1) = A1+T — прямое слагаемое модуля M . Так как A1+T =
A1 ⊕ Im(f), то Im(f)— прямое слагаемое модуля A2. Тогда согласно (2) ⇒ (1) заключаем, что
M — SSP-модуль.

(4) ⇒ (1) Предположим, что M = A1 ⊕ A2 и f : A1 → A2 —R-гомоморфизм. Пусть
T := {a1 + f(a1) | a1 ∈ A1}— подмодуль модуля M . Тогда M = T ⊕ A2. Рассмотрим такой
гомоморфизм ψ : M → M/T , что ψ(a1 + a2) = a2 + T для всех a1 ∈ A1, a2 ∈ A2. Очевидно, ψ—
расщепляющий эпиморфизм, и Ker(ψ) = A1. Из предположения следует, что A1 + T — прямое
слагаемое модуля M . Так как A1 + T = A1 ⊕ Im(f), то Im(f)— прямое слагаемое модуля A2.
Тогда согласно (2) ⇒ (1) заключаем, что M является SSP-модулем. �

Следствие 4. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M является SSP-модулем;
(2) для любых двух прямых слагаемых A1 и A2 модуля M , удовлетворяющих условию A1 ≃ A2,

сумма A1 +A2 является прямым слагаемым модуля M .

Доказательство следующего утверждения аналогично доказательству предложения 3.

Предложение 5. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M является SIP-модулем;
(2) для любого разложения M = A⊕B и для любого гомоморфизма f : A→ B, Ker(f) является

прямым слагаемым модуля M ;
(3) для любого расщепляющего мономорфизма f : A → M такого, что A— прямое слагаемое

модуля M , A ∩ f(A) является прямым слагаемым модуля M ;
(4) для любого расщепляющего эпиморфизма f :M →M/A такого, что A— прямое слагаемое

модуля M , A ∩Ker(f) является прямым слагаемым модуля M .

Следствие 6. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M является SIP-модулем;

(2) для любых таких двух прямых слагаемых A1 и A2 модуля M , что A1 ≃ A2, пересечение

A1 ∩A2 является прямым слагаемым модуля M .

Пусть R— кольцо и Ω— некоторый класс правых R-модулей, который замкнут относительно
изоморфизмов и прямых слагаемых. Гомоморфизм g :M → E правых R-модулей называется Ω-

оболочкой правого R-модуля M , если E ∈ Ω и любая диаграмма

M

g′

��

g // E

E′
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где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы

M

g′

��

g // E

h~~⑥⑥
⑥
⑥
⑥
⑥
⑥

E′

и если диаграмма

M

g

��

g // E

h~~⑥⑥
⑥
⑥
⑥
⑥
⑥
⑥

E

коммутативна, то h— автоморфизм.
Гомоморфизм g : E → M правых R-модулей называется Ω-накрытием правого R-модуля M ,

если E ∈ Ω и любая диаграмма

E
g // M

E′

g′

OO

где E′ ∈ Ω, может быть дополнена до коммутативной диаграммы

E
g // M

E′

g′

OO

h

``

и если диаграмма

E
g // M

E

g

OO

h

``

коммутативна, то h— автоморфизм.

Предложение 7. Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R— классически полупростое кольцо;
(2) каждый правый R-модуль имеет D3-накрытие;
(3) каждый 2-порожденный правый R-модуль имеет D3-накрытие;
(4) каждый правый R-модуль имеет D3-оболочку ;
(5) каждый 2-порожденный правый R-модуль имеет D3-оболочку.

Доказательство. Импликации (1) ⇒ (2) ⇒ (3) очевидны.
(3) ⇒ (1). Пусть S — простой правый R-модуль. Пусть ϕ : RR → S — эпиморфизм. Согласно (3),

M = RR ⊕ S имеет D3-накрытие. Рассмотрим гомоморфизм α : C → M , где C —D3-модуль,
который является D3-накрытием модуля M . Пусть ι1 : S → M и ι2 : RR → M — включения
для всех i = 1, 2. Заметим, что S и RR —D3-модули, и существуют такие гомоморфизмы β1 :
S → C, β2 : RR → C, что αβi = ιi. Ясно, что idM = ι1 ⊕ ι2 = α(β1 ⊕ β2). Из этого следует, что
M изоморфен прямому слагаемому в C; следовательно, M —D3-модуль. Тогда Ker(ϕ)— прямое
слагаемое модуля RR, согласно [21, предложение 4]. Таким образом, S — проективный модуль.
Следовательно, R— полупростое кольцо.

Импликации (1) ⇒ (4) ⇒ (5) очевидны.
(5) ⇒ (1). Пусть S — простой правый R-модуль. Пусть ϕ : RR → S — эпиморфизм. Согласно (5),

M = RR ⊕ S имеет D3-оболочку ι : M → E, где E —D3-модуль. Поскольку S и R—D3-модули,
существуют такие гомоморфизмы f1 : E → S, f2 : E → R, что fiι = πi, где π1 : M → S и
π2 :M → R— естественные проекции. Существует такой φ : E →M , что πiφ = fi для всех i = 1, 2.
Тогда φι = idM ; следовательно, ι— расщепляющий мономорфизм. Таким образом, M изоморфен
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прямому слагаемому в E. Значит, S⊕R— также D3-модуль. Мы заключаем, что Ker(ϕ)— прямое
слагаемое в RR. Тогда S — проективный модуль. Таким образом, R— классически полупростое
кольцо. �

Следствие 8. Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R— классически полупростое кольцо;
(2) RR является SIP-модулем и каждый R-модуль имеет SIP-накрытие;
(3) RR является SIP-модулем и каждый 2-порожденный правый R-модуль имеет SIP-накры-

тие;
(4) RR является SIP-модулем и каждый R-модуль имеет SIP-оболочку ;
(5) RR является SIP-модулем и каждый 2-порожденный правый R-модуль имеет SIP-оболоч-

ку.

Предложение 9. Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R— правое V-кольцо;
(2) каждый конечно копорожденный правый R-модуль имеет C3-оболочку ;
(3) каждый конечно копорожденный правый R-модуль имеет C3-накрытие.

Доказательство. Импликации (1) ⇒ (2), (3) очевидны.
(2) ⇒ (1). Пусть N — произвольный простой модуль. Предположим, что ι : M = N ⊕ E(N) →

E —C3-оболочка, где E —C3-модуль. Поскольку N и E(N)—C3-модули, то существуют такие
f1 : E → N, f2 : E → E(N), что fiι = πi, где π1 : M → Ni и π2 : M → E(N)— проекции.
Существует такой гомоморфизм φ : E → M , что πiφ = fi для всех i = 1, 2. Тогда φι = idM ;
следовательно, ι— расщепляющий мономорфизм. Таким образом, N⊕E(N) изоморфен прямому
слагаемому в E. Значит, N⊕E(N)— также C3-модуль. Тогда несложно заметить, что N — прямое
слагаемое в E(N). Тогда модуль N инъективен. Таким образом, R— правое V -кольцо.

(3) ⇒ (1). Доказательство аналогично импликации (3) ⇒ (1) из доказательства предложения 7.
�

Аналогичным образом получаем также следующий результат.

Предложение 10. Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R— нетерово справа правое V -кольцо;
(2) каждый правый R-модуль с существенным цоколем имеет C3-оболочку ;
(3) каждый правый R-модуль с существенным цоколем имеет C3-накрытие.

3. A-C2- и A-D2-модули

Пусть M — правый R-модуль и A— класс правых R-модулей, который замкнут относительно
изоморфных образов. Следуя [13, 18], для модуля M введем следующие условия:

A-C2: для каждого N ∈ A, если X 6⊕ M , N 6M и N ∼= X, то N 6⊕ M ;
A-C3: для каждых M1,M2 ∈ A, если M1,M2 6⊕ M и M1 ∩M2 = 0, то M1 +M2 6

⊕ M .

Также рассмотрим следующие условия:

A-SSP: для каждых M1,M2 ∈ A, если M1,M2 6⊕ M , то M1 +M2 6
⊕ M ;

A-SIP: для каждых прямых слагаемых M1, M2 модуля M , если M/M1, M/M2 ∈ A, то M1 ∩
M2 6

⊕ M ;
A-D2: для каждого подмодуля N модуля M , если фактор-модуль M/N изоморфен прямому

слагаемому модуля M и M/N ∈ A, то N 6⊕ M ;
A-D3: для каждых прямых слагаемых M1,M2 модуля M , если M/M1, M/M2 ∈ A и M1+M2 =

M , то M1 ∩M2 6
⊕ M .

Модуль M называется A-SIP-модулем (соответственно, A-SSP, A-C2, A-C3, A-D2, A-D3-моду-
лем), если он удовлетворяет условию A-SIP (соответственно, A-SSP, A-C2, A-C3, A-D2, A-D3).

Следующие два утверждения доказываются непосредственно.
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Лемма 11. Пусть A— класс правых R-модулей, который замкнут относительно изоморф-

ных образов. Тогда имеют место следующие утверждения:

(1) каждый A-C2-модуль является A-C3-модулем;
(2) каждый A-D2-модуль является A-D3-модулем;
(3) каждое прямое слагаемое в A-SIP-модуле (соответственно, A-SSP, A-C2, A-C3, A-D2

и A-D3-модуле) также является A-SIP-модулем (соответственно, A-SSP, A-C2, A-C3,
A-D2 и A-D3).

Если M , N — правые R-модули и f ∈ HomR(M,N), то через 〈f〉 будем обозначать подмодуль
модуля M ⊕N вида {m+ f(m) | m ∈M}.

Лемма 12. Пусть M = X ⊕ Y — разложение правого R-модуля M и f : A → Y — гомомор-

физм правых R-модулей, где A 6 X. Тогда A⊕ Y = 〈f〉 ⊕ Y и Ker(f) = X ∩ 〈f〉.

Предложение 13. Пусть M — правый R-модуль, который является A-D3-модулем, и A—

класс правых R-модулей, замкнутый относительно изоморфных образов и прямых слагаемых.

Если M = M1 ⊕M2 и f : M1 → M2 — гомоморфизм, у которого im(f) 6⊕ M2 и im(f) ∈ A, то

Ker(f)— прямое слагаемое модуля M1.

Доказательство. Пусть M ′ := M1 ⊕ im(f). Тогда M ′ — прямое слагаемое M и, следовательно,
M ′ —A-D3-модуль. Тогда согласно лемме 12 имеет место равенство M ′ =M1⊕im(f) = 〈f〉⊕im(f).
Несложно заметить, что M ′/M1,M

′/〈f〉 ∈ A и M ′ = M1 + 〈f〉. Так как M ′ —A-D3-модуль, то
〈f〉 ∩M1 = Ker(f)— прямое слагаемое M ′. �

Теорема 14 (см. [4, предложение 2.7]). Пусть M — правый R-модуль и A— класс правых R-

модулей, который замкнут относительно изоморфных образов и прямых слагаемых. Если каж-

дый фактор-модуль модуля M является A-инъективным, то следующие условия эквивалентны:

(1) M —A-SIP-модуль;
(2) M —A-D3-модуль;
(3) M —A-D2-модуль;
(4) для любого разложения M = M1 ⊕M2 из условия M2 ∈ A следует, что у каждого гомо-

морфизма f :M1 →M2 ядро является прямым слагаемым модуля M1;

(5) если X1, . . . ,Xn — прямые слагаемые модуля M и M/X1, M/X2, . . . ,M/Xn ∈ A, то
n
⋂

i=1
Xi —

прямое слагаемое модуля M .

Доказательство. (2) ⇒ (1). Пусть M1, M2 — такие прямые слагаемые модуля M , что
M/M1,M/M2 ∈ A. Тогда M =M1⊕M

′
1. Без ограничения общности можно считать, что M2 *M1,

M2 *M ′
1. Из предположения следует, что π(M2)— прямое слагаемое M ′

1. Тогда M ′
1 = π(M2)⊕M

′′
1 .

Так как класс A замкнут относительно прямых слагаемых, то M ′′
1 ∈ A. Легко видеть, что

M1 + M ′′
1 — прямое слагаемое модуля M , M/(M1 + M ′′

1 ) ∈ A и M1 + M ′′
1 + M2 = M . Тогда

M1 ∩M2 = (M1 +M ′′
1 ) ∩M2 — прямое слагаемое M .

Импликация (3) ⇒ (2) следует из леммы 11.
(1) ⇒ (4). Предположим, что M = M1 ⊕M2, где M2 ∈ A, и задан гомоморфизм f : M1 →M2.

Отсюда следует, что M = M1 ⊕M2 = 〈f〉 ⊕M2. Отметим, что M/M1,M/〈f〉 ∈ A. Согласно (1),
〈f〉∩M1 = Ker(f)— прямое слагаемое модуля M . Таким образом, Ker(f)— прямое слагаемое M1.

(4) ⇒ (3). Пусть M1, M2 — такие подмодули в M , что M = M1 ⊕ A, M/M2
∼= A и A ∈ A.

Рассмотрим проекции π1 :M1 ⊕A→M1 и π2 :M1 ⊕A→ A. Согласно предположению π2(M2)—
прямое слагаемое модуля A. Следовательно, A = π2(M2) ⊕ B для некоторого подмодуля B мо-
дуля A. Пусть p : M → M/M2 — канонический гомоморфизм и φ : M/M2 → A— изоморфизм.
Рассмотрим гомоморфизм f = φ ◦ (p|M1

) : M1 → A. Ясно, что Ker(f) = M1 ∩M2. В силу (4),
Ker(f) = M1 ∩ M2 — прямое слагаемое модуля M1. Для некоторого подмодуля N1 модуля M1

имеет место разложение M1 = N1 ⊕ (M1 ∩M2). Так как M1 +M2 = M1 ⊕ π2(M2) и N1 ∩M2 = 0,
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то

M =M1 ⊕ π2(M2)⊕B = (M1 +M2)⊕B =

= [N1 ⊕ (M1 ∩M2) +M2]⊕B = (N1 +M2)⊕B = (N1 ⊕M2)⊕B.

(1) ⇒ (5). Докажем индукцией по n. При n = 2 справедливость утверждения следу-
ет из определения A-SIP-модулей. Предположим, что утверждение верно при n = k. Пусть
X1, . . . ,Xk+1 — прямые слагаемые модуля M и M/X1, . . . ,M/Xk+1 ∈ A. Можно представить M

в виде M =
k
⋂

i=1
Xi ⊕ N для некоторого подмодуля N в M . Без ограничения общности можно

считать что
k
⋂

i=1
Xi * Xk+1. Пусть f : M → M/Xk+1 — естественный гомоморфизм. Тогда мо-

дуль
k
⋂

i=1
Xi/

(( k
⋂

i=1
Xi

)

∩Xk+1

)

является A-инъективным и, следовательно, изоморфен прямому

слагаемому в M/Xk+1 ∈ A. Следовательно,
k
⋂

i=1
Xi/

k+1
⋂

i=1
Xi изоморфен прямому слагаемому в M и

M/
(

k+1
⋂

i=1

Xi ⊕N
)

=
(

k
⋂

i=1

Xi ⊕N
)

/
(

k+1
⋂

i=1

Xi ⊕N
)

∈ A.

Так как (1) и (3) эквивалентны, то
k+1
⋂

i=1
Xi ⊕N является прямым слагаемым модуля M и, следо-

вательно,
k+1
⋂

i=1
Xi также является прямым слагаемым модуля M . �

Следствие 15. Пусть M — инъективный правый R-модуль над наследственным справа коль-

цом R. Тогда следующие условия равносильны:

(1) M является D2-модулем;
(2) M является D3-модулем;
(3) M является SIP-модулем.

Следствие 16. Пусть P — квазипроективный модуль. Если X1, . . ., Xn — прямые слагаемые

модуля P и P/X1, . . . , P/Xn — полупростые модули, то
n
⋂

i=1
Xi — прямое слагаемое модуля P .

Теорема 17 (см. [4, предложение 2.13]). Пусть M — правый R-модуль и A— множество

подмодулей модуля M , которое замкнуто относительно изоморфных образов и прямых сла-

гаемых. Если каждый подмодуль модуля M является A-проективным, то следующие условия

эквивалентны:

(1) M является A-SSP-модулем;
(2) M является A-C3-модулем;
(3) для любого разложения M = A1 ⊕ A2 из условия A1 ∈ A следует, что у каждого гомо-

морфизма f : A1 → A2 образ является прямым слагаемым модуля A2.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна.
(2) ⇒ (3). Пусть f : A1 → A2 —R-гомоморфизм и A1 ∈ A. Согласно предположению для

некоторого подмодуля B модуля A1 существует разложение A1 = Ker(f) ⊕ B . Тогда B ⊕ A2 —
прямое слагаемое вM . Поскольку каждое прямое слагаемое в A-C3-модуле также является A-C3-
модулем, то B ⊕ A2 —A-C3-модуль. Пусть g = f |B : B → A2. Тогда g является мономорфизмом
и Im(g) = Im(f). Нетрудно видеть, что B ⊕ A2 = 〈g〉 ⊕ A2, 〈g〉 ∩ B = 0 и 〈g〉 ≃ B. Заметим, что
B, 〈g〉 ∈ A. Так как B⊕A2 удовлетворяет условию п. (2), то B⊕〈g〉— прямое слагаемое в B⊕A2.
Поскольку B ⊕ 〈g〉 = B ⊕ Im(g), то Im(f) является прямым слагаемым в A2.

(3) ⇒ (1). Пусть N и K — такие прямые слагаемые модуля M , что N,K ∈ A. Тогда M = N⊕N ′

и M = K⊕K ′ для некоторых N ′,K ′ 6M . Рассмотрим канонические проекции πK : K⊕K ′ → K
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и πN ′ : N ⊕N ′ → N ′. Пусть A = πN ′(πK(N)). Тогда A = (N +K) ∩ (N +K ′) ∩N ′ и A— прямое
слагаемое в M в силу (3). Следовательно, имеет место разложение M = A ⊕ L для некоторого
подмодуля L 6M . Очевидно, что

(N +K) ∩
[

(N +K ′) ∩ (N ′ ∩ L)
]

= 0.

Следовательно, N ′ = A⊕ (N ′ ∩L) и M = (N ⊕A)⊕ (N ′ ∩ L). Так как A 6 N +K и A 6 N +K ′,
то имеют место равенства

N +K = (N ⊕A) +
[

(N +K) ∩ (N ′ ∩ L)
]

, N +K ′ = (N ⊕A) +
[

(N +K ′) ∩ (N ′ ∩ L)
]

.

Тогда

M = N +K ′ +K = (N ⊕A) +
[

(N +K) ∩ (N ′ ∩ L)
]

+
[

(N +K ′) ∩ (N ′ ∩ L)
]

6

6 (N +K) +
[

(N +K ′) ∩ (N ′ ∩ L)
]

.

Таким образом, M = (N +K)⊕
[

(N +K ′) ∩ (N ′ ∩ L)
]

. �

Теорема 18 (см. [4, предложение 2.14]). Пусть M — правый R-модуль и A— класс артино-

вых правых R-модулей, который замкнут относительно изоморфных образов и прямых сла-

гаемых. Если каждый подмодуль модуля M является A-проективным, то следующие условия

равносильны:

(i) M является A-C3-модулем;
(ii) M является A-C2-модулем;

(iii) если X1, . . . ,Xn — прямые слагаемые модуля M и X1, . . . ,Xn ∈ A, то
n
∑

i=1
Xi — прямое

слагаемое модуля M .

Доказательство. (1) ⇒ (2). Пусть M1 — подмодуль модуля M , изоморфный прямому слагаемо-
му M2 модуля M , и M1 ∈ A. Тогда M =M2 ⊕M ′

2. Если M1 ⊂M2, то из артиновости модуля M2

и изоморфизма M1
∼= M2 следует, что M1 = M2. Пусть M1 * M2 и π : M2 ⊕M ′

2 → M ′
2 — проек-

ция. Согласно предположению Ker(π|M1
)— прямое слагаемое в M1. Тогда M1 = M1 ∩M2 ⊕ N1.

Так как N1
∼= π(M1) и M1

∼= M2, то существует изоморфизм φ : N ′ → π(M1), где N ′ — прямое
слагаемое модуля M2. Так как 〈φ〉 ∈ A и 〈φ〉 ∩M2 = 0, то M2 + 〈φ〉 = M2 ⊕ π(M1) = M2 ⊕ N1 —
прямое слагаемое модуля M . Следовательно, N1 — ненулевое прямое слагаемое в M . Ясно, что
M1∩M2 ∈ A иM1∩M2 изоморфен прямому слагаемому M . ЕслиM1∩M2 не является прямым сла-
гаемым модуля M , то, используя рассуждения, аналогичные рассуждениям, приведенным выше,
можно показать, что M1 ∩M2 = N2 ⊕N ′

2, где N2 — ненулевое прямое слагаемое M , N ′
2 — подмо-

дуль M , изоморфный прямому слагаемому M и N2, N
′
2 ∈ A. Так как любой модуль из класса A

артинов, продолжив приведенные выше рассуждения, для некоторого k получаем разложение
M1 = N1 ⊕ . . . ⊕ Nk, где Ni — прямое слагаемое M и Ni ∈ A для любого i. Так как M —A-C3-
модуль, то N1 ⊕N2 ⊕ . . .⊕Nk является прямым слагаемым модуля M .

Импликация (2) ⇒ (1) следует из п. (1) леммы 11. Импликация (3) ⇒ (1) очевидна.
Импликацию (1) ⇒ (3) докажем индукцией по n. При n = 2 справедливость утверждения

следует из теоремы 17. Предположим, что утверждение верно для n = k. Пусть X1, . . . ,Xk+1 —
прямые слагаемые в M и X1, . . . ,Xk+1 ∈ A. Тогда для некоторого подмодуля N из M имеем

M =
( k
∑

i=1
Xi

)

⊕ N . Пусть π :
( k
∑

i=1
Xi

)

⊕ N → N — естественная проекция. Так как π(Xk+1)

является A-проективным, то Xk+1 =
(( k

∑

i=1
Xi

)

∩Xk+1

)

⊕ S, где S — подмодуль M . Так как (1)

и (2) эквивалентны, то π(Xk+1) есть прямое слагаемое в M и, следовательно, N = π(Xk+1) ⊕ T ,

где T — подмодуль в M . Тогда
k+1
∑

i=1
Xi =

( k
∑

i=1
Xi

)

⊕π(Xk+1) и M =
( k
∑

i=1
Xi

)

⊕π(Xk+1)⊕T . Таким

образом,
k+1
∑

i=1
Xi является прямым слагаемым M . �
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Следствие 19. Пусть M — артинов наследственный модуль. Тогда следующие условия рав-

носильны:

(1) M является C2-модулем;
(2) M является C3-модулем;
(3) M является SSP-модулем.

Теорема 20 (см. [4, предложение 2.7]). Пусть M — правый R-модуль и A— класс правых R-

модулей, который замкнут относительно изоморфных образов и прямых слагаемых. Если каж-

дый фактор-модуль модуля M является A-проективным, то следующие условия эквивалентны:

(1) M является A-SSP-модулем;
(2) M является A-C3-модулем;
(3) для любого разложения M = A1 ⊕ A2 из условия A1 ∈ A следует, что у каждого гомо-

морфизма f : A1 → A2 образ является прямым слагаемым модуля A2;
(4) M является A-C2-модулем;

(5) если X1, . . . ,Xn — прямые слагаемые модуля M и X1, . . . ,Xn ∈ A, то
n
∑

i=1
Xi — прямое сла-

гаемое модуля M .

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна.
Доказательство импликаций (2) ⇒ (3) ⇒ (1) аналогично доказательству теоремы 17.
Импликация (4) ⇒ (2) следует из леммы 11(1).
(3) ⇒ (4). Пусть σ : A → B — изоморфизм, A ∈ A— прямое слагаемое модуля M и B 6 M .

Покажем, что B является прямым слагаемым модуля M . Имеет место равенство M = A⊕T для
некоторого подмодуля T из M . Так как модуль A/A ∩ B изоморфен фактор-модулю модуля M ,
то A ∩ B — прямое слагаемое A. Тогда A = (A ∩ B) ⊕ C для некоторого подмодуля C из A.
Следовательно, M = (A ∩B)⊕ (C ⊕ T ). Ясно, что

A ∩
[

(C ⊕ T ) ∩B
]

= 0, B = (A ∩B)⊕
[

(C ⊕ T ) ∩B
]

.

Пусть H := σ−1((C ⊕ T )∩B). Тогда H — подмодуль A, H ∩ [(C ⊕ T )∩B] = 0 и существует такой
подмодуль H ′ в H, что A = H ⊕ H ′. Заметим, что M = H ⊕ (H ′ ⊕ T ). Рассмотрим проекцию
π : H ⊕ (H ′ ⊕ T ) → H ′ ⊕ T . Тогда

H ⊕ [(C ⊕ T ) ∩B] = H ⊕ π((C ⊕ T ) ∩B).

В силу (3) образ гомоморфизма π|(C⊕T )∩B ◦σ|H : H → H ′⊕T является прямым слагаемым H ′⊕T .
Тогда H ′⊕T = π|(C⊕T )∩Bσ(H)⊕K для подмодуля K в H ′⊕T . Тогда H ′⊕T = π((C⊕T )∩B)⊕K.
Следовательно,

M = H ⊕ π
(

(C ⊕ T ) ∩B
)

⊕K = H ⊕
[

(C ⊕ T ) ∩B
]

⊕K.

По закону модулярности имеем

C ⊕ T =
[

(C ⊕ T ) ∩B
]

⊕
[

(H ⊕K) ∩ (C ⊕ T )
]

.

Таким образом,

M = (A ∩B)⊕
[

(C ⊕ T ) ∩B
]

⊕
[

(H ⊕K) ∩ (C ⊕ T )
]

= B ⊕
[

(H ⊕K) ∩ (C ⊕ T )
]

.

Импликация (1) ⇒ (5) очевидна. Импликация (1) ⇒ (5) доказывается аналогично импликации
(1) ⇒ (3) из теоремы 18. �

Следствие 21. Пусть Q— квазиинъективный модуль. Если X1, . . . ,Xn — полупростые пря-

мые слагаемые модуля Q, то
n
∑

i=1
Xi — прямое слагаемое модуля Q.



ПРЯМО ПРОЕКТИВНЫЕ МОДУЛИ, ПРЯМО ИНЪЕКТИВНЫЕ МОДУЛИ И ИХ ОБОБЩЕНИЯ 135

4. Просто прямо проективные модули и просто прямо инъективные модули

Если A— класс всех простых (соответственно, полупростых) правых R-модулей, то A-D2-мо-
дули называются просто (соответственно, полупросто) прямо проективными модулями.

Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 14

Теорема 22. Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M — полупросто прямо проективный модуль;
(2) если A, B — прямые слагаемые модуля M и M/A, M/B — полупростые модули, то A ∩

B 6⊕ M ;
(3) если A, B — прямые слагаемые модуля M , M/A, M/B — полупростые модули и A+B =M ,

то A ∩B — прямое слагаемое модуля M ;
(4) если X1, . . . ,Xn — прямые слагаемые модуля M и M/X1, . . . ,M/Xn — полупростые модули,

то
n
⋂

i=1
Xi — прямое слагаемое модуля M .

Теорема 23 (см. [11, предложение 2.1]). Следующие условия эквивалентны для модуля M :

(1) M — просто прямо проективный модуль;
(2) если A, B — прямые слагаемые модуля M и M/A, M/B — простые модули, то A∩B 6⊕ M ;
(3) если X1, . . . ,Xn — прямые слагаемые модуля M и M/X1, . . . ,M/Xn — простые модули, то

n
⋂

i=1
Xi — прямое слагаемое модуля M ;

(4) для любого разложения M = M1 ⊕M2, где M2 — простой модуль, ядро всякого гомомор-

физма f :M1 →M2 является прямым слагаемым модуля M1;
(5) если M/A— конечно порожденный полупростой модуль и M/A ∼= B 6⊕ M , то A 6⊕ M .

Доказательство. Эквивалентности (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4) следуют из теоремы 14. Импликация
(5) ⇒ (1) очевидна.

(1) ⇒ (5). Имеет место разложение M/A = M1/A ⊕ · · · ⊕ Mn/A модуля M/A, где Mi/A—

простой модуль для каждого i. Ясно, что Mi ∩
(

∑

j 6=i

Mj

)

= A для каждого i = 1, . . . , n. Для

каждого подмножества {i1, . . . , in−1} множества I := {1, . . . , n} имеет место изоморфизм

M/(Mi1 +Mi2 + · · ·+Min−1
) ≃Mk/A

для некоторого k ∈ I \ {i1, . . . , in−1}. Тогда фактор-модуль M/(Mi1 + · · · + Min−1
) изоморфен

простому прямому слагаемому модуля M . Следовательно, согласно (1), Mi1+· · ·+Min−1
— прямое

слагаемое M . Нетрудно заметить, что имеет место равенство

A =
⋂

{i1,...,in−1}⊂I

(Mi1 + · · ·+Min−1
).

Тогда согласно п. (3) имеем A 6⊕ M . �

Если A— класс всех простых (соответственно, полупростых) правых R-модулей, то A-C2-мо-
дули называются просто (соответственно, полупросто) прямо инъективными модулями.

Следующее утверждение непосредственно следует из теоремы 20.

Теорема 24. Следующие условия равносильны для модуля M :

(1) M — полупросто прямо инъективный модуль;
(2) если A, B — полупростые прямые слагаемые модуля M , то A+B 6⊕ M ;
(3) если A, B — полупростые прямые слагаемые модуля M и A ∩B = 0, то A+B 6⊕ M ;

(4) если X1, . . . ,Xn — полупростые прямые слагаемые модуля M и X1, . . . ,Xn ∈ A, то
n
∑

i=1
Xi —

прямое слагаемое модуля M ;
(5) для любого разложения M = A1 ⊕ A2, где A1 — полупростой модуль, у каждого гомомор-

физма f : A1 → A2 образ является прямым слагаемым модуля A2.
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Теорема 25 (см. [7, предложение 2.1]). Следующие условия равносильны для модуля M :

(1) M — просто прямо инъективный модуль;
(2) если A, B — простые прямые слагаемые модуля M , то A+B 6⊕ M ;
(3) для всяких конечнопорожденных полупростых подмодулей A, B модуля M из условий

A ∼= B, B 6⊕ M следует, что A 6⊕ M ;
(4) для любых конечнопорожденных полупростых прямых слагаемых A, B модуля M выпол-

нено условие A+B 6⊕ M .

Доказательство. Эквивалентности (1) ⇔ (2) ⇔ (3) следуют из теоремы 20. Импликация (4) ⇒
(1) очевидна.

(2) ⇒ (4). Достаточно показать, что если M1, . . . ,Mn — простые прямые слагаемые модуля M ,
то M1 + . . . +Mn — прямое слагаемое M . Это можно показать с помощью стандартных рассуж-
дений, используя математическую индукцию. �

Правый R-модуль M называется V -модулем, если каждый простой правый R-модуль M -инъ-
ективен. Кольцо R называется правым V -кольцом, если RR — V -модуль. Согласно теореме Кап-
ланского коммутативное кольцо R является регулярным, в точности тогда, когда R— V -кольцо.

Пусть M — правый R-модуль. Правый модуль над кольцом R называется M -циклическим, если
он изоморфен некоторому фактор-модулю модуля M .

Лемма 26. Пусть F — регулярный правый R-модуль. Если A— конечно порожденный малый

подмодуль фактор-модуля F/F0, то A⊕ F/F0 — F -циклический модуль.

Доказательство. Для некоторых элементов f1, . . . , fm ∈ F имеет место равенство (f1R + . . . +
fmR+F0)/F0 = A. Так как F — регулярный модуль, то согласно [3, 11.1] имеем f1R+ . . .+fmR =
π(F ), где π ∈ EndR(F ) и π2 = π. Поскольку A— малый подмодуль модуля F/F0, то

F/F0 = ((1− π)F + F0)/F0.

Тогда существуют эпиморфизмы f1 : π(F ) → A, f2 : (1 − π)(F ) → F/F0. Следовательно, модуль
A⊕ (F/F0) является F -циклическим. �

Теорема 27. Для регулярного правого R-модуля F следующие условия равносильны:

(1) F является V -модулем;
(2) каждый F --циклический модуль является просто прямо инъективным.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна.
(2) ⇒ (1). Пусть S ∈ σ(F )— простой модуль и EF (S)— инъективная оболочка модуля S в ка-

тегории σ(F ). Предположим, что EF (S) 6= S. Так как модуль EF (S) порождается модулем F , то
существует такой гомоморфизм f : F → EF (S), что f(F ) 6= S. Тогда S — малый подмодуль моду-
ля f(F ), и из предыдущей леммы вытекает, что S ⊕ f(F )— F -циклический. Так как, очевидно,
модуль S ⊕ f(F ) не является просто прямо инъективным, то получаем противоречие с условием
п. (2). �

Следствие 28 (см. [7, теорема 4.4]). Для регулярного кольца R следующие условия равно-

сильны:

(1) R является правым V -кольцом;
(2) над кольцом R каждый циклический правый модуль является просто прямо инъектив-

ным.

Предложение 29. Пусть A— класс правых R-модулей, замкнутый относительно изомор-

физмов и прямых слагаемых. Если всякий правый R-модуль A-инъективен, то следующие усло-

вия эквивалентны:

(1) все модули из A инъективны;
(2) каждый правый R-модуль является A-C2-модулем;
(3) каждый правый R-модуль является A-C3-модулем.
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Доказательство. Импликации (1) ⇒ (2) ⇒ (3) очевидны.
(3) ⇒ (1). Предположим, что A ∈ A. Тогда A⊕E(A) является A-C3-модулем. Таким образом,

A— прямое слагаемое в E(A) и, следовательно, модуль A инъективен. �

Следствие 30 (см. [7, предложение 4.1]). Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R является V -кольцом;
(2) каждый правый R-модуль является просто прямо инъективным модулем.

Предложение 31. Пусть A— класс правых R-модулей, замкнутый относительно изомор-

физмов и прямых слагаемых. Если все правые R-модули A-проективны, то следующие условия

эквивалентны:

(1) все модули из A проективны;
(2) каждый правый R-модуль является A-D2-модулем;
(3) каждый правый R-модуль является A-D3-модулем.

Доказательство. Импликации (1) ⇒ (2) ⇒ (3) очевидны.

(3) ⇒ (1). Пусть A ∈ A. Существует эпиморфизм ϕ : R(I) → A. Тогда M = R(I) ⊕ A является
A-D3-модулем. Так как 〈ϕ〉 ⊕ A = R(I) ⊕ A и 〈ϕ〉 + R(I) = M , то 〈ϕ〉 ∩ R(I) — прямое слагаемое

модуля M . Таким образом, A изоморфен прямому слагаемому в R(I) и, следовательно, модуль A
проективен. �

Следствие 32 (см. [11, теорема 3.4]). Следующие условия эквивалентны для кольца R:

(1) R является классически полупростым кольцом;
(2) каждый правый R-модуль является просто прямо проективным модулем.

Пусть даны кольца R и S, бимодули RMS и SNR и бимодульные гомоморфизмы ϕ :M⊗SN → R
и ψ : N ⊗R M → S. Для m ∈ M и n ∈ N положим mn = ϕ(m ⊗ n) и nm = ψ(n ⊗ m). Тогда
если для всех m,m′ ∈ M и n, n′ ∈ N выполняются тождества (mn)m′ = m(nm′) и (nm)n′ =

n(mn′), то множество K матриц вида

(

r m
n s

)

, где r ∈ R, m ∈ M , n ∈ N , s ∈ S, относительно

естественных операций матричного сложения и умножения образует кольцо, которое называют
кольцом формальных матриц.

Пусть даны модули AR и BS и такие гомоморфизмы модулей f : A⊗RM → BS и g : B⊗SN →
AR, что

g(f(a⊗m)⊗ n) = a(mn), f(g(b⊗ n)⊗m) = b(nm),

для всех a ∈ A, b ∈ B, m ∈M , n ∈ N . Тогда множество пар (A,B) становится правым K-модулем.
Нетрудно видеть (см. например, [2]), что все правые K-модули могут быть представлены в таком
виде.

Далее будем предполагать, что K =

(

R M
N S

)

— кольцо формальных матриц с нильпотентны-

ми идеалами следа, т.е. идеалы MN 6 R и NM 6 S нильпотентны.
Пусть дан правый K-модуль (A,B)K . Введем обозначения

LA = {a ∈ A | aM = 0}, LB = {b ∈ B | bN = 0}.

Лемма 33. Пусть K — кольцо формальных матриц с нильпотентными идеалами следа,

(A,B)K — правый K-модуль и (A′, B′)— его подмодуль. Подмодуль (A′, B′) является простым

прямым слагаемым K-модуля (A,B)K тогда и только тогда, когда выполняется одно из следу-

ющих двух условий:

(1) (A′, B′) = (A′, 0), где A′ 6 LA — простой подмодуль, и существует такое разложение

A′ ⊕ C = A, что BN 6 C;
(2) (A′, B′) = (0, B′), где B′ 6 LB — простой подмодуль, и существует такое разложение

B′ ⊕D = B, что AM 6 D.
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Доказательство. Пусть (A′, B′)— простой подмодуль (A,B)K . Если 0 6= A′, то 0 6= (A′, A′M) 6
(A′, B′), а значит, (A′, B′) = (A′, A′M). Если A′M 6= 0, то получаем следующую цепочку равенств:

(A′, B′) = (A′, A′M) = (A′MN,A′M) = (A′MN,A′MNM) = · · · =

= (A′(MN)k, A′(MN)kM) = · · · = 0,

которая выполняется в силу нильпотентности идеала MN . Таким образом, любой простой под-
модуль (A,B)K имеет вид либо (A′, 0), либо (0, B′), где A′ 6 A и B′ 6 B — простые подмодули.
В частности, A′ 6 LA, B′ 6 LB .

Предположим, что (A′, 0) является простым прямым слагаемым модуля (A,B)K . Тогда для
некоторого C 6 A должно иметь место разложение

(A′, 0) ⊕ (C,B) = (A,B).

Так как (C,B) является подмодулем (A,B)K , то BN 6 C. �

Теорема 34. Пусть K — кольцо формальных матриц с нильпотентными идеалами следа.

Для правого K-модуля (A,B)K следующие условия эквивалентны:

(1) (A,B) — полупросто прямо проективный модуль;
(2) (a) если для подмодулей A1, A2 6 A, удовлетворяющих условию BN 6 A1 ∩ A2, имеет

место разложение A1⊕C1 = A = A2⊕C2, где C1, C2 6 LA — полупростые подмодули,

то существует и разложение A = (A1 ∩A2)⊕ C, где C 6 LA;

(b) если для подмодулей B1, B2 6 B, удовлетворяющих условию AM 6 B1 ∩ B2, име-

ет место разложение B1 ⊕ D1 = B = B2 ⊕ D2, где D1,D2 6 LB — полупростые

подмодули, то существует и разложение B = (B1 ∩B2)⊕D, где D 6 LB.

Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) очевидна.
(2) ⇒ (1). Пусть (A1, B1) ⊕ (C1,D1) = (A,B) = (A2, B2) ⊕ (C2,D2), где подмодули (C1,D1) и

(C2,D2) полупросты. Так как каждый из них является суммой простых подмодулей, то в силу
леммы 33 заключаем, что C1, C2 6 LA, D1,D2 6 LB полупросты. В силу условий (2a) и (2b)
получаем

(A,B) = (A1 ∩A2, B1 ∩B2)⊕ (C,D). �

Следствие 35. Пусть K =

(

R M
0 S

)

— кольцо формальных матриц. Для правого K-модуля

(A,B)K следующие условия эквивалентны:

(1) (A,B) — просто (полупросто) прямо проективный модуль;
(2) (a) если для подмодулей A1, A2 6 A имеет место разложение A1 ⊕ C1 = A = A2 ⊕ C2,

где C1, C2 6 LA — (простые) полупростые подмодули, то существует и разложение

A = (A1 ∩A2)⊕ C, где C 6 LA;
(b) если подмодули B1, B2 6 B, обладающие тем свойством, что AM 6 B1 ∩ B2 и

фактор-модули B/B1 и B/B2 просты (полупросты), выделяются в виде прямых

слагаемых в B, то прямым слагаемым также является и их пересечение B1 ∩B2.

В частности, если AM 6 J(BS), то условие (2b) превращается в просто (полупросто) прямо

проективность модуля B.
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