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Общая характеристика работы 

Актуальность темы исследования. По данным федеральной службы 

rосударственноrr статистики РФ за последние десяп, лет по пµи'rине болезней 

с11сте.\1ы кровообращения (БСК) ежеrодно прuисходит более 55% всех смеР'1:ей 

R РФ. Эта 11µ11ч11на лидирует во Rссм мнµе. 13 на.стоящее Rрсмн значительнtJ 

увеличивRется количество стентированнй, ангионластик, число применений со­

временных технологий диаrностики 11 лечения острой сосудистой пя:rолоrии. 

В проекте государственной программы по ра.~витию здравоохранения в РФ до 

2020 r. п.1анируется дальнейшее усиление ~1ер по оказанию специализирован­

ной медицинской помощн больным с остроt! <:осудистой 11атолоrией. ДС1.ннан 

тема привлекает внимание учепых и врачей во всем мире. 

МRтематическое моделирование может существенно помо'JЬ в ра.~р.Wотке 

новых и улу<1шении существующих методов ле'1ения и профилактики БСК, в 

устранении побочных эффектов. Возможность использования в математи<1е­

ской модели широкого диапазона параметров кровотока и сосудистого дере­

ва позволяет исследовать критические факторы некоторых патолог11'1еских 

осложнений. В виртуа.11ьной системе кровообращения можно реа.11изовать рю­

личные сценарии операции для конкретного пациента, спроrнозировать исход 

той или иной тактики лечения и выбрать оптимальную. 

Гемодинамическое моделироRание яRляется предметом исслед0Rм1ия мно­

гих ученых. Наиболее популярными являются одномерные модели течения 

крови но сосудам. За носледние несколько ;1ет онубликовано большое чис;10 

работ, посвященных их разработке, как в России, так и за рубежом. Человече­

ский организм является сложной системой, поэтому для приближения числен­

ных расчетов к ре!:IJ!ьным данным требуется учитывать множестАо факторов. 

Разработка методов адаптации модели под конкретноrо пациента, способов 

принятия во внимание работы других ор1·анов, систем организма, действия 

внешних сил и т.п. является крайне актуальноn. 

Одной из возникающих проблем является трудоемкость вы<шслений. Че~1 

больше детализацин модели 11 размернос'Ть пространстRа, тем бол1,ше необхо­

димо вычислительных ресурсов. Чтобы подобные технологии моrли исполь­

зоватьсн врача.ми, время, затрачивае~юе на расчет, должно быть соизмеримо 

с модельным временем. Следовательно, необходима разработка эффективных 
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численных методов. С этuй тuчкн зрения ислользован11е одномерных моде­

лей весьма эффективно. Использование многомасштабных моделей позволяет 

лучше описать ремьные процессы. Преимущество имеют методы, не включаю­

щнс итерационные процессы, а 11с11ользующ11е, например, схемы расщепления. 

О,111ако. для реализации схещ,1 расщепления нужны подходящие граничные 

условин на стыке областей разных размерностей. 

Болпшнс временные затраты требуются для расчета 30 течений, особен­

но 11ри наличии анизотропных включений, например, кава-фильтра, поэтому 

особое внимание уделяется надежностн 11 эффективности расчетов в такнх об­

ластях. В частности, при решении систем уравнений, полученных после дис­

кретизации уравнений Навье-Стокса, можно использовать специальные пере­

обусламиватсли. 

Исследован11я, вошедшие в диссертацию, были част~LЧНО по,пдержаны гран­

тами РФФИ 10-01-91055-НЦНИ_а, 11-01-00767-а, 11-01-00971-а, 12-01-00283-а, 

12-01-33084-а, федеральной целевой программой "Научные и научно-педагоги­

ческие кадры инновационной России". 

Цели и задачи диссертационной работы. Цель да.иной работы - раз­

работка и численная реализация методов, позволяющих одномерной модели 

глобмьной циркуляции крови учитывать наличие патологий или импланта.­

тов, в частности, атеросклеротических бляшек и кава-фильтра. 

Для достижения заданной цели требовалось разработать две стратегии. В 

первом слу<1ае для реализации поставленной задачи используется волоконная 

или пружинно-волоконная модель эластичной стенки сосуда. С ее помощью 

~южно 1:юс11ро11з1:1ести за1:1исимость трансмура.Jrьного да1:1ления от шюща,ци 110-

перечного сечения сосуда. Эта зависимость далее используется в одномерной 

модели глобального кровообращения. В рамках данного подхода необходимо 

было создать цельную технологию, позволяющую импортировать данные меж­

ду моделяш1. 

Во втором слу<rае до110J1ните;1ьно к одномерной модели глоба.irьной цир­

куляции крови используется трехмерная модель течения жидкости в канале 

сложной формы: облА.Сть с патологией или имплантатом считается трехмерной 

и течение крови в ней расссштывается с помощью уравнений Навье-Стокса. 

Геометрия области може с си.r1ьно анизотропными 
" .f. 1' НА.У• :~:::С'8ЙСС0М ФU:,[РА. • 

, .. ;;~о;.~~Ф~? ~:;~:: -.:\ i;~·~;( :.;.· ;i;;,:·~~.- ~~·~?.т1:кскии) 
; L., - 1 , -~4-3q1 

На чн~·:1. ~· (:.,:1~10-rека 
• У' И '1of:·i•1cвcкoro им.И . . v. 4 , 



препнтствиями, такими ка.к кава-фильтр. Чтобы математичеt:кая 1юстановка 

зада'ш для двухмасштабноl\ модели была корректна и ее чrrслснная рсалrrза­

щ1я выч11слнтс.1ьно эффективна, необходимо прс_\.rюжить 1·р;шич11ыс услов11я 

на стыке областей разных размерностей, ct также чнслснrrый f\.i11·ор11тм расче­

та. Новые граничные условия должны rя.рантировать выполнение энсрrст11-

ческого б<1.11анса, ct схема расщепления для численного решенин обеспечивать 

порядок точности нс меньше второго. 

Научная новизна. В работе представлен новый подход к учету патоло­

r11й 11 11мплантатов в моделн глобального кровообращенш1. Ключевой харак­

теристикой эластичных свойств стенок сосу,1ов в этой модели является зав11-

симость трансмурального давления от площади попере'шого сечения сосуда. 

Впервые предложено выводить данную зависимость с помощью волоконной 

ыодели эластичной стенк11 сосуда. Новыil метод позволяет исследощtть не толь­

ко локальный кровоток, но и rгзменение глобальной ге,\юдннамнки. Техно.10-

гия оказывается вычислительно эффективной, благодаря простой постановке 

математической за.дачи. 

В работе предложены новые граничные условия на стыке областей раз­

ных размерностей при синтезе одномерной и трехмерной моделей течения 

жидкости. Эт11 условия обеспечили выполнение энергетического баланса для 

двумасштабной модели течения жидкости при использовании конвективной 

формы записи уравнений Навье-Стокса; выведена энергетическая оценка. Для 

вычислений предложена и численно исследована схема расщепления второго 

порядка точности. Подобные двухмасштабные модели могут нспользоваться 

дJrя изучения кроrютока 1:1 сети сосудов с 11роиз1:1ольной геометрией как имшrан­

татов, так и сосудов, их стенок, патологий. Никогда ранее не производился 

расчет кровотока мноrомасштабной моделью с сильно анизотропными вклю­

чениями в трехмерной области, такими, как каваr-фильтр. В диссертационной 

работе приведены результаты указанного численного экснсриментя.. Для ре­

шения уравнений Навье-Стокса в описанной двухмасштя.бной ыодеJIИ в11ер1:1ые 

используется метод бисопряжешrых граднентов с блочньш псрсuбуславлива­

телем специального вида. 

Практическая значимость. В рамках диссертационной работы реали­

зованы две составные модели, позволяющие описывать влняние патологий 11 
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11м1111антнтuв на кровоток. Резу.~ьтаты расчетов гемодинамики в сети со<:удов 

с атеросклерозом не только воспрошвели 11звестные симптомы забо.1сван11я, 

110 11 позвол11л11 ю~.чественно оцен1п~.. и сравнить зш~.чимость различных по ве­

лн чи 11е бляшек. Моделирован11е течения крови в области установленного кава­

фил~,тра дало воз~rожность вычислить силу, действующую на имплантат. 

Разрi!.ботанные модели являются этапом в создании "Виртуальноii систе­

~1 ы кровообращения". Проект реалюуется в ИВi\1 РАН совместно с Вас11лев­

ским Ю.8., Симаковым С.С., Ивановым Ю.А., Крамаренко В.К. Данная тех­

нолог11я, оснащенная удобным графическим интерфейсом на сенсорноn пане­

ли с функциями мультитач. позволит делать гемодинамические расчеты для 

конкретного пациента (с использованием данных магнитно-резонансной или 

компьютерной томографии), учитьIRая Rлияннс различных факторон, R част­

ности, патологий и ииплантатов. Разработк11. может использоваться для повы­

шения то'1ности проrнозиро1:1ан11я хирургическнх операций. 

Положения, выносимые на защиту: 

1. Для модели глобальной циркуляции кроRи предложено и реализоRано 

новое дополнение, позволяющее учитывать влияние патологий или нм­

плантатов на гемодинамику, например, атеросклероза или к11.ва-фильтра. 

Проведены численные расчеты кровотока в сети сосудов с атеросклеро­

зом, подтверждающие клинические симпто~1ы заболевания. 

2. Предложены новые граничные условия на стыке трехмерно!! и одномер­

ной моделей течения жидкости, г11.рантирующие выполнение физически 

праRильного энергетического баланса для дRухмасштабной модели. При 

численных расчетах данные условия позволяют на каждом временном 

шаге расщеплять зада'•У на одномерную и трехмерные подзадачи. 

3. Проведен численный расчет трехмерного течения крови в области уста­

новленного кава-фильтра. Расчет также .моделирует влияние кава-филь­

тра на гемодина~1ику в соседних одномерных сосудах. Точность алгорит­

ма протестирована на задачА-'< с известным аналитическим решением, 11. 

также на моде.1ьноR задаче трехмерного обтекания цилиндра. 

Степень достоверности и апробация результатов. Основные ре­

зультаты днссертацин докладыRались на следующих семинарах и конференци-

6 



ях: науный семнн<tр института прикладной мате~штики имени М.В. Келдыша 

РАН (ИПМ РАН, 2013 r.); сем1111ар "Mathcmatical modeliпg of nat.ural disasteгs 

апd t!'ch11iC>\I h11.zilгds" (г.Сьон, Швейцftрш-1, 20131·.); мсждуш\рuдш\Я кuнфсре11-

цш1 по м<1.теш1п1'1еской тсор1ш управлс1111я и ~1схан11кс (г. Суздаль, Рос:с11я, 

5-9 июля 2013 r.); научный круглый стол "Современflые проблс:v1ы 11 иннова­

ционные перспективы моделирования кровообращения" (ФЦ сердца, крови и 

::~ндокр111юо1оr1111 им. В.А. Алма.зова, r. Санкт-Петербург, 24 11юJ1я 2013 г.); семи­

нар кафедры вычислите!!ьной математики под руководством проф., д.ф.-м.н. 

А.С. Холодова (МФТИ, 2013 г.); научны11 сеш1нар Института вы'!ислитель­

ной ~1атематики РАН (ИВМ РАН. 2013 г.); семинар кафе;~,ры вычислитель­

ной математики под руководством проф., д.ф.-м.н. Г.1'1. Кобелькова (мех-мат 

МГУ, 2013 г.); научный круглый стол "Cardiovascular simulations: challcngcs and 

peгspectives" (Университет Хьюстона, США, 29 R.Преля 2013 г.); день матема­

тического моделирования "Инновации в фармацевтике и медицине" (Москва, 

Россия, 14 ноября 2012 г.); VI Всероссийская конференция "Актуальные про­

блемы прикладной математики и механики", посвященная памяти академи­

ка А.Ф.Сидорова (Абрау-Дюрсо, Россия, 2012); 4th Workshop on Advanecd 

Nuшerieal Methods for Partial Differential Equation Analysis (Санкт-Петербург, 

Россия, 22 - 24 августа 2011); I (2010 г.), II (2011 г.), Ш (2011 г.), IV (2012 г.) 

конференции по математическим моделям и 'IИсленньш методам в биоматс­

ыатике (ИВМ РАН, Москва, Росс11я); 52-я (2009 г.), 53-н (2011 г.), 55-я (2012 

г.) нау<1ные конференции МФТИ "Современные проблемы фундаментальных 

и прикладных наук" (МФТИ, Россия, Московская область, г.До!!гопрудныr1); 

Лобачевские чтения - 2009 {Ка:зань, Россия). 

Публикации. Материалы диrсертац1111 опубликованы в 12 печатных ра­

ботах, из них 5 статей в журналах из Перечня ведущих рецензируемых науч­

ных журналов и изданий, рекомендованных ВАК, [1-5] и 7 те.зисов докладов. 

Личный вклад автора. Содержание д11ссертацн11 и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в 011убJ1и­

кованные работы. Подготовка к публикации полу<1енных результатов прово­

дилась совместно с: соавторами в работах [l-5J. Вклад соаt1торов равновt>лик. 
Диссертантом были реализованы состаRные модели течения кро11н 11 еетн соr.у­

дов с патологиями или имплантатамн на основе имеющихся моделей rлобаль-
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нuй цирку.1~щи11 крови,зласти•1нuй стенкн сосуда, а также програ.\{много ш1.ке­

та aniЗD . 13 работе jlj также прсддожены новые граничные условия на стыке 

обт1с·геl! раз11ых размерной прн синтезе одномерной ыоделн глобмьноrо кро­

вооuр1:1щсния 11 трехмерной модслн течения жидкости. Для двухмасштабноr~ 

задачи предложена cxe~ra расщепления , нсследована се точность на аналитиче­

ском решении. Диссертантом реа.лнзuваны численные эксперименты по моде­

лнрованию течения крови в сстн сосудов с кава-ф11льтром 11 атеросклерозом. 

Все представ!lенные в диссертации резу!!ьтаты получены лично автором . 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения , 

трех г.rtа.в . заключения и библиографии . Общий объем диссертации 102 стра­

ницы, включая 16 рисунков и 13 таблиц . Библиография включает 96 наиме­

но13аниn на 12 страницах. 

Содержание работы 

Во Введении дается обзор исследований, посвященных моделированию 

течения крови в сосудах, обоснована актуальность диссертационной работы , 

сформулирована цель и аргументирояана научная новизна работы, показана 

практическая значимост1> полученных рсзул1>татов, прсдстав.1\сны выносимые 

на защиту научные положения . 

В первой главе описывается метод учета патолог11й нли имплантатов 

моделью глобального кровообращения посредством изменения уравнения со­

стояни:.1. Ураянение состояния , одно из ураянениА модели , предстаяляет собой 

зависимость трансмурального давлен ия в сосуде от площади поперечного сече­

ния . При иэменении эластичных свойств стенки сосуда предлагается модифи­

цировать эту зависимость с помощью волоконной или пружинно-волоконной 

модели эластичной стенки сосуда. 

В разделе 1.1 оnисыf3а.ется используемая модель глобального крояообра­

щсния 1. В пункте 1.1.1 приводится математическая постановка задачи . В ос­

нове модели лежат законы сохранения Мf\.ССЫ и импульса для вязкой несжи-

1 Хс~.1одов А.С., Снмаков С.С. <[н~ленRСJС нсследовмне содержаRия кислородн в КР<>ВИ человека при 

нюкочастотных иоз~ейс·rик11х // Ма·1-ема.-нческое wод•J1ироианне. 2008. Т. 20(4) . С. 87-102. 
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маемой ЖИДКОСТI!: 

дS д(Sи) _ 
дt + д-;:- = VJ(t, х, S, и), 

дй д(й2/2+р/р) -
дt + д:L' = ·lf;(t, х, S, н), 

( 1) 

х Е [О, l] - координата цшrь сосуда, д;rина котороt'о l: t Е [О, Т] - нремя н 

11нтерва.ле от начала расчетов до момента Т; S сечение сос.vла; й -- скорость, 

осредненнl\.Я по сечен11ю; р -· трансмуральное давление; р - плотность крови; 

-.р, 'Ф - заданные функцни. В данной работе положим <р = О, а 1f; будет задаАать 

вязкое трение и определяться формулой: 

Ф = -l61iш1(S)/(sd2 ), (2) 

rде s = ss- 1, 17(S) = v. v 

{
2 S'>l, 
s + s- 1• s ~ i, 

S - площадь поперечноrо с:ечения сосуда при р = О: d - диаметр трубки; /l -

коэффициент Аязкости кроАи. Третьим ураАнением модели яАляется ура.вне­

ние состояния, представляющее собой зависимость трансмурмьноrо давления 

от площади поперечноrо сечения. Дпя здоровых сосудоR принимается эмпири­

ческая фуикция 

р = p~f(S), {З) 

J(S) = { exp(~s- 1 
-1) - 1, S > S 

ln (ss- 1
), s ~ s (4) 

rде Со - скорость распространения ма.пых возмущеннй. Уравнение состояния 

является rлавной характеристикой эластичных свойств стенок сосудов в мо­

дели. Далее приводятся краевые условия для задачи {l) в точках стыковки 

сосудов. В разделе 1.1.2 обосновывается диссипативность модели rлобально­

ru кровообращения, выводится энергетическое равенство. В разделе 1.1.3 рас­

сматрпваются численные ~iетоды для rемодпнам11чссюrх расчетов. Приводит­

ся двухслойная консервативная разностная схемн. для системы уравнений (l). 

Граничные условия дискретизируются с первым порядком точности, получен­

ная нелинейная систеиа рассчитывается методом Ньютона. !3 разделе 1.1.4 

ра.ссматриваются допустимые дополнительные пред110.1ожения и обобщения 
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~юдели глuGш1ьнu1·0 кровообращения, например, вuзмuжнuсти учитывать нерв­

ную регуляцню, ауторегуляцюо, фу11кциоrнrрован11е других ф11зиолог11ческих 

систем орган11зш~. и орmнов. Оснuвпой интерес для ;щссерпщ11онноn работы 

представляют методы У'lета вm1яння rюли•rных патологий и имплантатов на 

кровоток. 

В ра.н)еле 1.2 uписывается один из таких методов. Суть его заключает­

ся в модифнкацrш уравнения состояння (3). В пункте 1.2.1 рассматривают­

ся особеннuсти этой функции, в частности, нелинейность и В-образность ее 

графика. В пункте 1.2.2 приводится краткое описание имеющихся волоконной 

~ю,:~;ели эластичной стенки сосуда и пружиюю-волоконной модели стенки арте­

рии с атеросклероти'rеской бляшкuй. Указанные мuдели позволяют рассчиты­

яать реакцию стенки сосуда на деформацию. Полученная зависимость транс­

~1ура..'!ьнu1·0 давления uт площади поперечного сечения да.1ее используется в 

~юдели глuба.ньнuго кровuтuка. В пункте 1.2.З описано несколько численных 

экспериментов по моделированию течения крови в сети сосудов с атероскле­

розом. Предполагается наличие как одной, так и нескольких атеросклероти­

ческих бляшек разных размеров, сравниваются результаты расчстоя в раз­

личных частях организма. Полученные данные подтверждают возможность 

проявления хорошо известных в медицине осложнений и симптомов данного 

заболевания. 

Результаты первой главы опубликованы в работах [2-Sj. 
Во второй главе описыяается метод сопряжения трехмерной модели 

течения жпдкости с одномерной моделью глобальной циркуляции кров11. 

В разделе 2.1 11ре,цставлена мu,це.J1ь течения жидкости в трехмерной об­

ласти ПзD, основанная на уравнениях Навье-Стокса. Здесь приводrпся мате­

матическая постановка задачи. Далее выводится энергетическая оценка для 

модели. Пьлученное равенстяо показывает, что при однородных граничных 

условиях наблюдается дисс11пац11я энергии. Уравнения Навье-Стокса д11скре­

тиз11руются 110 нремени со нторым порядком точности. В зависимости от того, 

как аппроксимируется конвективныn член, система дифференциальных урав­

нений оказывается линейной или нелинейной. 

В разделе 2.2 описыяаются численные методы для решения полу,rенной 

задачи. Если задача лпнеаризована, дальнейшая дискретизация проводится 
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Г;n\ out 
................................... ~~"~~-· .. ; .. 

n~ь · · n30 

f х=Ь i x=d х=е 

Рис. 1. Схем11. CTЫKOBKll n~ь. Пзо 11 !110''" об.~11стеА. 

ыетодом конечных элементов. Полученная система уравнений решается мето­

дом бисопряженных rраднентов с бло<1ным треуrольным переобуславливате­

лем специальноrо яида 2 . Используемый переобуслаялияатель зффект11Rен для 

достаточно большоrо диапазона параметра вязкости, а также его собственные 

значения могут быть 01·раничены константами, не за1:111сящими от шага рн.счет­

ной сетки. Если решаются нелинейные уравнения Навье-Стокса, используется 

метод Ньютона-Крылова. Все используе~1ые численные методы реализов<1ны 

с помощью программноrо пакета AniЗD. 

Раздел 2.3 посвящен сопряжению трехмерной модели течения жпдкости 

с одномерной модеJiью t'Jюба.11ьной циркуляции крови. Рассматри1:1аетсм трех­

мерная область Пзо (Гout - rраница вытекания) и присоединенная к неn одно­

мерная n7gwn, граничащая с П30 в точке d (см. рис. 1). В разделе 2.3.1 при­

яодится обзор сущестяующих граничных услояиn на стыке областей разных 

размерностей, требующих непрерывности каких-либо осредненных величан: 

нормальной компоненты скорости, осредненной по сечению, шющв.ди нонереч­

ноrо сечения, давленпя, нормальной компоненты тензора напряжений, входя­

щей характеристики или потока. Наиболее популярной комбинацией являют­

ся требояания непрерывности норма.~ьной компоненты тензора напряжения и 

потока: 

(5) 

J и· nds = Sйlx=d, (G) 

Гaut 

2 Olsl1aпskii М.А .. Vassilevski Yu.V. Pressure Schur co111pleп-ic11t precoнditioвers Гог tl1e discr~tc Оsееп 

proЫcm/ / S[AM J.Sci.Coшp. 2007. V.29. Р.2686-2704 
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r:te u - трехмерная ско1.юсть; р - давление в П:ю; {i, S, й. - давление, пло­

щадь поперечноrо се'1енш1 11 скорость, осредненная по се'Jению, в r!1&"'n; /.1 

·- вязкость жидкости; n -· внешняя норш1.ль к поверхности. Одня.ко, сусло­

в11яш1 (5), (6) двухмасштабна.я ~щ:~.ель не является диссипативной при одно­

родных условиях на границе втекания в трех~1ер11у~о область Г;11 и на rранице 

нытекания из одномерной области при х = е. Сохранение данноrо свойства же­
латс.1ьно с точю1 зрения ф11з11чсского смыс,1а, поскольку одномерная 11 трех­

мерна.я модели по отдельности являются дисспативными. 

В работе Foпna.ggia 11 др. предложено использовать условие (6) совместно 

с требованием непрерывности полноrо напряжения: 

на Гout· (7) 

В этш1 случае двухмасштtt.бня.я модель оказывается диссипативной, однако, 

условие (7) естественно для вихревой формы урав11сн11fJ Навье-Стокса. Числен­

ный расчет тn.ких урR-внений зR.трудннтелен средствами существующих про­

граммных пакетов. 

В диссертационной работе решаются уравнения Навье-Стокса в обычной 

конвективной форме, естественным граничным условием для которых являет­

ся (5). Считая полное напряжение постоянным вдоль границы Гout, как следу­

ет из (7), получим некорректное условие вытекания для простейшеrо теченин 

Пуазейля. Для сохранения д1rсс11пат11вност11 двухм11.сштабной 10-30 модели 

предлагается совместно с условием (5) использовать новое граничное условие, 

требующее непрерывности линейной комбинсщии потоков энергии и жидкости: 

р J u · nds + i J lul2(u · n)ds = (pSil + iSu3)1,,,=d· (8) 

ГоuС C"ui 

Если обозначить энергпю одномерной модел11 для сосуда n1&wn через &ш(t), а 
трехмерной модели для области Пзо через &зD(t), верна следующая теорема 

об энергетическом балансе для днухма.сuгrабной модели: 

Теорема 1. Рассмо1щ1uм зада'Ч.у течени.11 жиih:ости в области Пзо - П1&wn, 

основанну10 на уравнениях Навье-Стокса и системе уравнений (1), (3), (4), 

с грани·чными уr . .ловиялщ (5), (8) на стЬLке облает.ей. разных размерностей. 

Пусть на ост.алъных границах задан'ЬL однородные граничные условш~: Uin = 
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О, ii.l:i:=e = О. Тогда дост1ш1ично 1.,111дкое решение удовлетви11яет с.111~дующе.л-1.у 
энергетическому равенству: 

т т 

Езо(Т) + Е10(Т) + v f li'Vull2dt + f f K"(S)tidxdt = E:io(O) + Е1о(О) {9) 

о о rrfrJ" 

для любого Т > О. Если ф определена 11:тс (2), тогда K"(S) = lбv71(S)Sd-2 > 
О, и совместная л'ергuя модели .А.tстотинно убывает па времени дм любого 

ненулевого решения: 

d 
dt (Езо(t) + E1o(t)) <О. 

&1111 к трехмерноn области !130 rю t•ран1ще Гi11 пр11соединrrт1, одномер­

ный сосуд f2~/;, СТЫКУЮЩИЙСЯ В ТОЧКе Ь (см . рис . 1) , ВОЗМОЖНЫ~! rраНИЧНЫМ 

услоRием может быть ус:rояне cR060,1нoro стока R тuчке Ь А ко:1-rбинацин е тµе­

бованием непрерывности нормальной компоненты скорости, осреднеrrной по 

сечению, или потока, или линейной комбинации потоков жидкости и энергии 

(аналогично условию (8)) на стыке областей rlзo и rl~!; . 

Для расчета течения жидкости описанной двухма.сштабной моделью в об­

ласти пrь-rlзo-rl1g\Vn (см. р11с. 1) предложена схема расщепления, описанная 

в разделе 2.3.2 - 2.3.3. Обозначим через ип, j1', sп, un и pn значения соот­

ветствующих параметров в момент времени t = tn . Используя эти величины, 

ВЫЧИС.'ШМ йn+I, j1'+1, sn+I, un+I 11 pn+I при t = tn+I (Лt = tn+I - tn) В Три 

этапа: 

Шаг 1. Проинтегрируем (1) на интервале пrь при t Е [tr" tn+1] с данной 

й(tn+1) в точке х =а и условием свободного стока в точке I = Ь . 

Шаг 2. Из условия сопряжения моделей R точке а, вычислим Щп с использо­

ванием 

{й,р, S} = {йrн 1 ,j1'+l, S11+1 } . 

Найдем Р- и s• как линейную экстраполяцию filж=d и Slx=d с временных 

с!!оев tn 11 tn-1 на слой tn+I· Решпм задачу Навье-Стокса в rl:io относ11-
тельно un+1, p"+I с условием 

( 
дun+I ) 

- v-
8

- + pn+I n lг = p•n n ou, 

на Гout · 
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Шаг 3. Н<tй;tем иn+ 1 /x~d из уравненш1 

(р S'ii."+ 1 + ~S'( й"+ 1 
)

3
) /x=d = р f u"+ 1 

· nds + ~ f /un+ 1 
/
2

( u"+1 · n)ds. 

Г out ГouL 

(10) 

(Длн нахождения иn+ 1 /.т.=d также можно исполь·ю1Jать условие непрерын­

~юст11 нормнльн()й компоненты скорости, осредненноn по сечею1ю, 11л11 

потока.) Теперь, используя u.n 11 для граничных условий в точке :r = d и 

услон11е снободного стока А точке х = е, интегрируем (1) при t Е [tn, tn+i] 
и находи~! иn+1,pn+ 1 , sп+ 1 в n~gwn. 

Дан11ыi'~ сu1гuр1пм можно 11с1юльзовать с разным11 шагами по 1Jремен11 в 

одномерноfi и тpex.'depнori областях. 

Результаты вторuй главы опубликованы в работе [1/. 
В третьей главе описываются численные эксперименты, проведе1111ые 

двухмасштабной моделью, рассмотренной во второй главе. 

В разделе 3.1 приведен первый эксперимент. Рассчитывается течение жид­

кости в области n~ь-Пзо-Пf0"n (см. рис. 1), где трехмерная область П30 являет­
ся цилиндром, а аналитическое решение задачи известно. Сначала уравнения 

Нанье-Стокса линеаризуются, дискретизируются методом конечных элемен­

тов, исследуется сходимость метода бисопряженных градиентов с блочным пе­

реобуславливаетелем спецпального вида. Установлено, что сходимость незна­

чительно зависит от вязкости и улучшается при измельчении сетк11. Надеж­

ность 1:1.лгорнтма при рюличных значенаях параметра вязкости обнаружена 

только для достаточно малых значений шага по нремени (А рассматриАае~1ых 

случаях не больше 0.01). Наблюдается сходимость численного решения кана­

литическому решению со вторы~~ гюрндком точност11. 

Тот же эксперимент рассчитывается с использованием нелинейных урав­

нений Навье-Стокса. Метод Ньютона-Крылова, применяемый для их решения, 

оказынается надежным примерно А том же диапазоне параметроА, имеет так­

же второй порядок сходимости и такую же велич11ну погрешности. Однако, 

время, затрачивае~юе на расчет нелинейных уравнений, оказывается значи­

тельно большим. чем затрачнваемое на рас.<1ет линейных, из-за большего ко­

личества линейных итераций на каждом шаге по времени. По этой приL1ине в 

последующих расчетах ураннения Навье-Стокса линеаризуются. 
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В разделе 3.2 u111н.:ана втоµ~:tЯ Ct:'[HIИ :.кспериментов. Схема рщ;щеп,1ею1я 

тестируется на задачах с известным ана.'!итнческим рсшен11е~1 11 нспользова­

нием р11Зличных услов11й сопрнжения решений на стыке областей рюных рю­

иерностеА. Во всех слу<rаях установлен второй порядок сход11:-.юсти. 

В ра.1деле .'J.3 тестируется вычисление важных прикладных характери­

стик, таких как силА. сопротивления и перепад давления, создаваемый жидко­

стью при обтекании прспятствпя. Также тсстнрустся прнмснсшrс новых усло­

вий сопряжения 10 и 30 моделей (5), (8). Следуя работам Scbl.fer, Тшеk, 

Braack, в качестве трехмерной области рассматривается канал с прямоуголь­

ным сечением. в качестве препятствия - круговой цилиндр. Течение задается 

стационарным с числом Рейнольдса 20 или нест1щионарным с максиммьным 

числом Рейнольдса 100. Ддя указанных задач нзвсстсн диапазон значений 

исследуемых характеристик. В оп11сА.ш1ых тестах не устанавлив11..r1ось огран11-

чений на условпя вытекания, таким обра:юм, мы использовал11 условия (5), 

(8), присоединив к трехмерному каналу одномерный сосуд. 

Численные результаты хорошо приближают эталонные. Используемый в 

f23o метод конечных элсментоR для за.дач с услоRиями сопряжении моделей 

(5), (8) на границе вытекания Гaut обеспечивает надежную и устойчивую ап­

проксимацию решения. 

В разделе 3.4 описан расчет двухмасштабной моделью течения крови в 
вене с установленным кава-фильтром. В качестве трехмерной области flю 

брался уча.сток нижней полой Rены длиноll 4.5см с эл,1иптическим сечение~f 

1.6 х 2.4см. Кава-фильтр прикреплен на расстоянии О.5см от границы втека­

нии, е1·0 ДJiина 2см, диаметр каждой из 12 ножек О.Sмм. Дли такой области 

строилась адаптивная сетка. Кровь считается вязкой несжимае~юй жидко­

стью с динамической вязкостью 0.0055 Пахе и плотностью 1 г/см3 . Профиль 

СКОрОСТИ На Границе RТеКаНИЯ R fl~b СТрОИЛСИ ПО ДаННЫМ ДОПЛерографии R 

нижней полой вене 11 бы,1 аппроксимирован гладкой пернодической функцн­

еn. 

Результаты расчетов показали, что за кава-фнльтром наблюдается замед­

ление кровотока и обратные течения. Это объясняет повторное тромбообразо­

иание на ножках каRа-фильтра, иRляющееси побочным эффектом ycтaнoRKll 

имплантата. Численное решение в этой области не осес11м~1етрнчно: возмуще-
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ния, вызвRнные несю1метрн•1ностью тетраздральной сетки, достаточно значи­

мы для понвлсния нсустоr1чивост11 в виде дорожки Кармана за препятствием. 

В хо;(с экспернментя. вычнслеш~ з;шис111юсть силы, действующей юt кав<t­

фильтр. от времени. График этой силы сопротивления по форме напом1tна­

ст график скорости на грашщс втекания в одно11срный сосуд n~b· Профили 

скорости в центральных точках одномерных сосудов до 11 после трехмерной 

области с кава-фн.~ьтром nчснь близки. Таким обрюом, граничные условпя 

на стыке областе!i разных размерностей сохраняют осредненные rемодинами­

ческиЕ' характеристики, в час:тност11, величнну потока. 

Результаты третьей г.1авы опубликованы в работе [l\. 

В Заключении кратко сформулированы результаты диссертационной 

работы. 
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