
ний с тем, чтобы обеспечить необходимую систематичность и глубину 
контроля за качеством успеваемости обучающихся.
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ИНТЕГРАЛ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ МАТЕМАТИКИ

Аннотация. В статье приводится сравнительный анализ содержания 
материала по теме «Интеграл» в общеобразовательной школе базового и 
профильного уровней и обзор задач по теме. Уделяется внимание задачам 
ЕГЭ и с параметрами.
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Интеграл в общеобразовательной школе изучается в 11 классе. По 
ФГОС на базовом уровне на изучение темы отводится 8 часов, рассматри-
ваются темы: «Первообразная», «Определенный интеграл» и проводится 
контрольная работа. В работу [3] включаются задания: доказательство, что 
указанная функция является первообразной для заданной функции; отыс-
кание первообразной для данной функции, график которой проходит через 
указанную точку; вычисление определенных интегралов; определение 
площади плоской фигуры; исследование первообразной на монотонность и 
экстремум или сравнение значений первообразной.

По ФГОС в профильных классах тема изучается в объеме от 9 до 13 
часов в соответствии с количеством часов в неделю от 4 до 6. Рассматри-
ваются темы: «Первообразная и неопределенный интеграл», «Определен-
ный интеграл», проводится контрольная работа. В контрольную работу [4] 
как и в [3] включаются задания указанных выше пяти типов, но более вы-
сокого уровня, например, первое задание требует умение дифференциро-
вать произведение функции, третье задание предполагает некоторые пре-
образования подынтегральной функции с применением формул тригоно-
метрии. Шестое задание на интеграл с параметром.

Проанализируем содержание материала по теме в школьных учебни-
ках базового и профильного уровней. Заметим, что тема интеграл изучает-
ся и в школах Великобритании [14] в разделе «Чистая математика».

В учебниках базового уровня сначала вводится понятие первообраз-
ной, указываются правила отыскания первообразных, составляется их таб-
лица, затем определяется площадь криволинейной трапеции: в [5] сначала 
как приращение первообразной на отрезке, затем находят ее приближенное 
значение и, устремляя n к бесконечности, приходят к вычислению площа-
ди с применением формулы Ньютона -  Лейбница, в [1] тоже как прираще-
ние первообразной, а затем по формуле Ньютона -  Лейбница, в [6] опреде-
ляется фактически, не вводя этого понятия, как предел интегральной сум-
мы. Далее вводится понятие определенного интеграла. Кроме площади 
плоской фигуры в [5, 2, 11] с помощью интеграла определяется объем тел 
вращения, а в [2,11] -  объем шара и частей шара, в [2] кроме того -  объем 
призмы, пирамиды, конуса. Рассматриваются физические задачи на при-
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ложение интеграла: работа переменной силы [1, 5], масса стержня [6], ко-
ординаты центра масс [5].

В профильных классах [9,10,12] так же, как и в классах базового 
уровня, сначала вводится понятие первообразной, правила отыскания пер-
вообразной, составляется таблица первообразных, причем в [12] данные 
темы рассматривается в главе IX «Производная и ее применение». Так же в 
этой главе определяется понятие неопределённого интеграла (как множе-
ство первообразных), его свойства, рассматриваются методы интегрирова-
ния: по частям и подстановкой, интегрирование рациональных функций. В 
следующей главе определяется площадь криволинейной трапеции через 
площадь ступенчатой фигуры, понятие определенного интеграла через 
приращение первообразной и по формуле Ньютона -  Лейбница. Обобща-
ется понятие определенного интеграла для неограниченных функций и с 
бесконечными пределами, вводится интеграл с переменным верхним пре-
делом, указываются свойства определенного интеграла, выражаемыми ра-
венствами и неравенствами. Рассматриваются задачи: вычисление площа-
ди плоской фигуры, длины кривой, перемещения точки по отрезку, работы 
силы притяжения. В [10] такая последовательность рассмотрения материа-
ла: после первообразной вводится понятие интеграла, указываются свой-
ства неопределённого интеграла, рассматриваются методы интегрирования 
по частям и заменой переменной. Далее вводится понятие площади криво-
линейной трапеции с помощью интегральной суммы. Понятие определен-
ного интеграла вводится как предел интегральной суммы, рассматривается 
приближенное вычисление определённого интеграла, даются понятия 
нижней и верхней интегральных сумм, приводятся формула Ньютона -  
Лейбница и свойства определенного интеграла. Рассматриваются такие за-
дачи: вычисление площади плоской фигуры, объема тела вращения, рабо-
ты переменной силы, массы стержня, координат центра тяжести фигуры, 
силы давления жидкости на стенку. В [9] так же, как и в [10] вводится по-
нятие интеграла (как множество первообразных) и указываются свойства. 
Площадь плоской фигуры, масса стержня, перемещение точки вычисляют-
ся фактически как предел интегральной суммы (не вводя этого понятия). 
Далее вводятся определенный интеграл и формула Ньютона -  Лейбница.

Приведем обзор задач по теме в классах базового и профильного уровней.
В курсе базового уровня [7] рассматриваются задачи на отыскание 

первообразной, значение первообразной в точке, исследование первооб-
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разной на экстремум, вычисление определенного интеграла по формуле 
Ньютона -  Лейбница и с использованием геометрического смысла инте-
грала, вычисление площади плоской фигуры, ограниченной линиями за-
данными уравнениями, содержащими, например, модуль переменной, и 
касательной к кривой. Рассматриваются физические задачи на вычисление 
перемещения точки, массы стержня.

В профильных классах [8,10,12] рассматриваются аналогичные зада-
чи, как и в курсе базового уровня, но более высокого уровня, а так же в 
[10] на вычисление объема конуса и цилиндра. Рассматриваются физиче-
ские задачи на определение работы переменной силы по перемещению 
точки, массы стержня.

В настоящее время в ЕГЭ не включаются задачи по теме «Интеграл», 
но эти задачи можно рассматривать при повторении.

Приведем примеры таких задач [15]:
№7 (ЕГЭ, профильный уровень, 2016):
Определить число нулей функции на отрезке по заданному на рисунке 

графику первообразной для данной функции;
Вычислить определенный интеграл от функции, график которой пред-

ставлен на рисунке;
Найти площадь заштрихованной фигуры, изображенной на рисунке.
Для развития логического мышления и повышения математической 

культуры учащихся весьма полезным является рассмотрение заданий на 
интегралы с параметром, например, [13]:

3.7.4. Найдите функцию / 0 0 ,  отличную от нуля и такую, что

=  / 2 0 0 -  / / С О  =  \  +  с .

3.9.4. f ( y )  =  к у 2 — у  +  к. При каких значениях к при любом а и лю-

бом Ь, больше чем а , выполнятся неравенство j ^ /  (у) d y  > 07 / к  >  К

3.15.2. При каких значениях а =  0? / aeR.

Приведем в заключение результаты выполнения самостоятельной рабо-
ты по теме «Первообразная и неопределенный интеграл», проведенной в 11 
классе базового уровня МБОУ «Гимназия № 14» в декабре 2016 года (работа 
оценивалась по десятибальной системе): 46% учащихся справилось с работой 
на “9”, 13% -  на “8”, 7% -на “7”, 7% -  на “6”, 20% -  на “5”, 7% -  на “4”. В ос-
новном ошибки были связаны с использованием таблицы первообразных.
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