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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Ïîíÿòèÿ ðèêêàðòîâîãî è áýðîâñêîãî êîëüöà âîç-

íèêëè â òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Áýðîâñêèå

êîëüöà áûëè ââåäåíû È. Êàïëàíñêèì 1 â 1955 ãîäó. Ðèêêàðòîâû êîëüöà áû-

ëè ââåäåíû Ñ. Ìàýäà 2 â 1960 ãîäó. Âàæíûìè ïðèìåðàìè ðèêêàðòîâûõ êîëåö

ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûå êîëüöà, ââåäåííûå ôîí Íåéìàíîì 3 â 1936 ãîäó äëÿ êîîð-

äèíàòèçàöèè íåïðåðûâíûõ ãåîìåòðèé. Â äàëüíåéøåì ðèêêàðòîâûå è áýðîâñêèå

êîëüöà, à òàêæå èõ ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ, áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìà-

òåìàòèêîâ.

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ìîäóëüíûå àíàëîãè êîëåö, áëèç-

êèõ ê áýðîâñêèì è ðèêêàðòîâûì. Áýðîâñêèå è êâàçèáýðîâñêèå ìîäóëè áûëè

èçó÷åíû â ðàáîòàõ 4, 5, 6, 7. Ïðàâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ áýðîâñêèì ìî-

äóëåì (ñîîòâ., êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì), åñëè rM(I) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàå-

ìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî ëåâîãî èäåàëà (ñîîòâ., êàæäîãî èäåàëà) I êîëüöà

S = EndR(M). Êâàçèáýðîâñêèå ìîäóëè ÿâëÿþòñÿ ìîäóëüíûì àíàëîãîì ïîíÿ-

òèÿ êâàçèáýðîâñêîãî êîëüöà, ââåäåííîãî Êëàðêîì 8. Â ðàáîòå 9 áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå áýðîâñêîãî ìîäóëÿ (ñîîòâ., êâàçèáýðîâñêîãî ìîäóëÿ) ÿâ-

ëÿåòñÿ áýðîâñêèì ìîäóëåì (ñîîòâ., êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì). Â ñòàòüå 10 áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâ-

ëÿåòñÿ áýðîâñêèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà R � ïîëóïåðâè÷íîå íàñëåäñòâåííîå

êîëüöî. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà êâà-

çèáýðîâñêèõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì, áûëè íàéäåíû â ñòàòüå
11. Äóàëüíî áýðîâcêèå ìîäóëè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå 12.

1Kaplansky I. Rings of operators. Univ. Chicago Mimeographed Lecture Notes (Notes by S.K. Berberian, with

an Appendix by R. Blattner), Univ. Chicago, 1955. 106 p.
2Maeda S. On a ring whose principal right ideals generated by idempotents form a lattice // J. Sci. Hiroshima

Univ. Ser. A. 1960. Vol. 24. P. 509-525.
3Von Neumann J. On Regular Rings // Proc. Natl. Acad. Sci. USA. 1936. Vol. 22, �12. P. 707-712.
4Rizvi S. T., Roman C.S. Baer and quasi-Baer modules // Comm. Algebra. 2004. Vol. 32, �1. P. 103-123.
5Rizvi S. T., Roman C.S. Baer property of modules and applications // Advances in Ring Theory. 2005. P.

225-241.
6Rizvi S. T., Roman C. S. On direct sums of Baer modules // Journal of Algebra. 2009. Vol. 321. P. 682-696.
7Lee G., Rizvi S. T. Direct sums of quasi-Baer modules // Journal of Algebra. 2016. Vol. 456. P. 76-92.
8Clark W. E. Twisted matrix units semigroup algebras // Duke Math. J. 1967. Vol. 34. P. 417-424.
9Rizvi S. T., Roman C.S. Baer and quasi-Baer modules // Comm. Algebra. 2004. Vol. 32, �1. P. 103-123.
10Rizvi S. T., Roman C. S. On direct sums of Baer modules // Journal of Algebra. 2009. Vol. 321. P. 682-696.
11Lee G., Rizvi S. T. Direct sums of quasi-Baer modules // Journal of Algebra. 2016. Vol. 456. P. 76-92.
12T�ut�unc�u D. K., Tribak R. On dual Baer modules // Glasgow Math. J. 2010. Vol. 52, �2. P. 261-269.
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Ðèêêàðòîâû ìîäóëè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ 13, 14, 15. Â ðàáîòå 16 áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî êëàññ êîëåö, íàä êîòîðûìè êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâ-

íûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì, ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïîëóíàñëåä-

ñòâåííûõ ñïðàâà êîëåö. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà ðèêêàðòîâûõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ìî-

äóëåì. Äóàëüíî ðèêêàðòîâû ìîäóëè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòå 17.

Îäíèì èç âàæíûõ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ðèêêàðòîâîãî êîëüöà ÿâëÿþòñÿ ACS-

êîëüöà. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì, åñëè ïðàâûé àííóëÿòîð

ëþáîãî ýëåìåíòà èç êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì

ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ RR. Ïðèìåðàìè ACS-êîëåö ÿâëÿþòñÿ ðèêêàðòîâû

êîëüöà è CS-êîëüöà. ACS-êîëüöà áûëè ââåäåíû Íèêîëüñîí è Þñèô 18 â 2001

ãîäó. ACS-êîëüöà è èõ ìîäóëüíûå àíàëîãè áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ 19, 20, 21. Ìî-

äóëüíûì àíàëîãîì ACS-êîëåö ÿâëÿþòñÿ CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè, êîòîðûì ïî-

ñâÿùåíà ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè. Â ýòîé ãëàâå îïèñàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè

êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì

ìîäóëåì.

Ñóùåñòâåííî áýðîâñêèå êîëüöà áûëè ââåäåíû Áèðêåíìåéåð, Ïàðê è Ðèçâè

â ðàáîòå 22. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ñïðàâà, åñëè ïðà-

âûé àííóëÿòîð êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîä-

ìîäóëåì â íåêîòîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ RR. Ðÿä ñâîéñòâ ñóùåñòâåííî

áýðîâñêèõ êîëåö áûëè ðàññìîòðåíû â ìîíîãðàôèè 23. Ñóùåñòâåííî áýðîâñêèå

ìîäóëè, ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèå ìîäóëè è èõ äóàëüíûå àíàëîãè èçó÷åíû

âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñóùåñòâåííî áý-

ðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì, è íàéäåíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-
13Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Rickart Modules // Comm. Algebra. 2010. Vol. 38, �11. P. 4005-4027.
14Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Direct sums of Rickart modules // Journal of Algebra. 2012. Vol. 353, �1.

P. 62-78.
15Agayev N., Harmanci A., Halicioglu S. On Rickart modules // Bulletin of the Iranian Mathematical Society.

2012. Vol. 38, �2. P. 433-445.
16Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Rickart Modules // Comm. Algebra. 2010. Vol. 38, �11. P. 4005-4027.
17Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Dual Rickart Modules // Comm. Algebra. 2011. Vol. 39, �11. P. 4036-4058.
18Nicholson W. K., Yousif M. F. Weakly continous and C2 rings // Comm. Algebra. 2001. Vol. 29, �6. P.

2429-2446.
19Zeng Q. Some Examples of ACS-Rings // Vietnam Journal of Mathematics. 2007. Vol. 35, �1. P. 11-19.
20Àáûçîâ À. Í., ×àí Xoàé Íãîê Íÿí. CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. 2014. �5. Ñ. 59-63.
21Abyzov A. N., Nhan T. H. N. CS-Rickart Modules // Lobachevskii Journal of Mathematics. 2014. Vol. 35, �4.

P. 317-326.
22Birkenmeier G. F., Park J. K., Rizvi S. T. A Theory of Hulls for Rings and Modules // Ring and module

theory, Trends Math. 2010. P. 27-71.
23Birkenmeier G. F., Park J. K., Rizvi S.T. Extensions of Rings and Modules. Birkh�auser, 2013. 432 p.
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íî êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ SSP-ìîäóëåì (ñîîòâ., SIP-ìîäóëåì), åñëè ñóììà (ñî-

îòâ., ïåðåñå÷åíèå) äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãà-

åìûì ìîäóëÿ M . SIP-ìîäóëè áûëè ââåäåíû Êàïëàíñêèì â 1969 ãîäó, è SSP-

ìîäóëè áûëè ââåäåíû Ãàðñèÿ â 1989 ãîäó. Êàïëàíñêèé óñòàíîâèë, ÷òî êàæäûé

ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ SIP-ìîäóëåì. Ë.

Ôóêñ ïîñòàâèë çàäà÷ó îïèñàíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï, ÿâëÿþùèõñÿ SIP-ìîäóëÿìè

íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë. SIP-ìîäóëè òåñíî ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèÿìè ðèêêàðòî-

âîãî è áýðîâñêîãî ìîäóëÿ. Â ðàáîòå 24 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ

áýðîâñêèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà M � ðèêêàðòîâûé ìîäóëü, â êîòîðîì ïå-

ðåñå÷åíèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M . Â ðàáîòå 25 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âñÿêèé ðèêêàðòîâûé

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP -ìîäóëåì. Äóàëüíûå ðåçóëüòàòû, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçè

ìåæäó SSP -ìîäóëÿìè, äóàëüíî ðèêêàðòîâûìè ìîäóëÿìè è äóàëüíî áýðîâñêè-

ìè ìîäóëÿìè, áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ 26, 27. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ

CS-ðèêêàðòîâûõ ìîäóëåé, ñóùåñòâåííî áýðîâñêèõ ìîäóëåé è èõ äóàëüíûõ àíà-

ëîãîâ ïîëó÷åíû âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ äèññåðòàöèè. Â ðàáîòàõ 28 , 29 áûëè

ââåäåíû ñîîòâåòñòâåííî ïîíÿòèÿ ïðîñòî ïðÿìî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ è ïðîñòî

ïðÿìî èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî

ïîíÿòèé SSP -ìîäóëåé è SIP -ìîäóëåé. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïðÿìî

ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäûõ åãî ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ M1,M2, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ïîäìîäóëÿìè ìîäóëÿM, M1∩M2 � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìî-

äóëÿ M. Äóàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïðîñòî ïðÿìî èíúåêòèâíîãî ìîäóëÿ. Â

òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ A-Ñi-ìîäóëè (i=2,3), âïåðâûå èçó÷åííûå
â ðàáîòå 30, è èõ ñâÿçè ñ A-SSP-ìîäóëÿìè. Òàêæå èçó÷åíû äóàëüíûå àíàëîãè

ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû èç ðàáîò 31, 32.

24Rizvi S. T., Roman C.S. Baer and quasi-Baer modules // Comm. Algebra. 2004. Vol. 32, �1. P. 103-123.
25Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Rickart Modules // Comm. Algebra. 2010. Vol. 38, �11. P. 4005-4027.
26T�ut�unc�u D. K., Tribak R. On dual Baer modules // Glasgow Math. J. 2010. Vol. 52, �2. P. 261-269.
27Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Dual Rickart Modules // Comm. Algebra. 2011. Vol. 39, �11. P. 4036-4058.
28Ibrahim Y., Tamer Kosan M., Quynh T. C., Yousif M. Simple-Direct-Projective Modules // Communications

in Algebra. 2016. Vol. 44, �12. P. 5163-5178.
29Camillo V., Ibrahim Y., Yousif M., Zhou Y. Simple-direct-injective modules // J. Algebra. 2014. Vol. 420. P.

39-53.
30Oshiro K. Continuous modules and quasi-continuous modules // Osaka J. Math. 1983. Vol. 20. P. 681-694.
31Camillo V., Ibrahim Y., Yousif M., Zhou Y. Simple-direct-injective modules // J. Algebra. 2014. Vol. 420. P.

39-53.
32Ibrahim Y., Tamer Kosan M., Quynh T. C., Yousif M. Simple-Direct-Projective Modules // Communications

in Algebra. 2016. Vol. 44, �12. P. 5163-5178.
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Öåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ìîäóëåé,

áëèçêèõ ê ðèêêàðòîâûì è áýðîâñêèì: èññëåäîâàíèå CS-ðèêêàðòîâûõ ìîäóëåé,

ñóùåñòâåííî áýðîâñêèõ ìîäóëåé, ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé è èõ äó-

àëüíûõ àíàëîãîâ, èçó÷åíèå êîëåö, íàä êîòîðûìè ïðîåêòèâíûå ìîäóëè ÿâëÿ-

þòñÿ CS-ðèêêàðòîâûìè, íàõîæäåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà CS-

ðèêêàðòîâûõ (ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ) ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì

(ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì) ìîäóëåì, èçó÷åíèå SSP- è SIP-ìîäóëåé è èõ îáîá-

ùåíèé.

Âûíîñèìûå íà çàùèòó ïîëîæåíèÿ. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ:

1) Îïèñàíû êîëüöà R, äëÿ êîòîðûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ N êîëüöî ìàòðèö

Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì.

2) Îïèñàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé êîíå÷íîïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé

ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì è C2-ìîäóëåì.

3) Ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ïðàâûé ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä ïðàâûì ñóùåñòâåííî

êâàçèáýðîâñêèì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì.

4) Ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü P , ó êîòîðîãî ïåðåñå÷åíèå âñåõ

2-ïåðâè÷íûõ ïîäìîäóëåé ðàâíî íóëþ, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ñóùåñòâåííî êâàçèá-

ýðîâñêèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà P � êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü.

5) Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ïðàâîì R-ìîäóëå M ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ñåìåéñòâà

ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì ïðÿ-

ìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M è M ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì, òî M

� ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü. Îáðàòíîå âåðíî, åñëè R � ïîëóàð-

òèíîâî ñïðàâà êîëüöî. Òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñóùåñòâåííî

áýðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì.

6) Îïèñàíû êîëüöàR, íàä êîòîðûìè âñå ïðàâûåR-ìîäóëè îáëàäàþòD3-îáîëî÷êàìè.

Òàêæå îõàðàêòåðèçîâàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè âñå êîíå÷íî êîïîðîæäåííûå

ïðàâûå R-ìîäóëè îáëàäàþò C3-îáîëî÷êàìè.

7) Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå êëàññû ìîäóëåé:

A-SSP -ìîäóëè, A-C2-ìîäóëè è A-C3-ìîäóëè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è

ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî, êðîìå ðåçóëüòàòîâ èç ïàðàãðàôîâ 3.2 è 3.3,

6



ïîëó÷åííûõ â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ À. Í. Àáûçîâûì è ×óîíã Êîíã Êóèíü

ïðè ðàâíîì ó÷àñòèè âñåõ ñòîðîí. Â ñîâìåñòíûõ ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ïóá-

ëèêàöèÿõ À. Í. Àáûçîâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ, àâòîðó äèññåðòàöèè � îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è èõ äîêàçàòåëüñòâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåîðèè êîëåö, òåî-

ðèè ìîäóëåé è òåîðèè êàòåãîðèé. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàí-

íîé ðàáîòå, îïðåäåëÿåòñÿ îáîñíîâàííûìè òåîðåòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè è ñòðî-

ãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, îïèðàþùèìèñÿ íà ìåòîäû òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ òåîðèè êîëåö, òåîðèè ìîäóëåé, à òàêæå â îáðàçîâàòåëü-

íîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëà-

äûâàëèñü íà:

1) XII Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ -

2013�, ã. Êàçàíü, 24-29 îêòÿáðÿ 2013 ã.

2) XIII Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ -

2014�, ã. Êàçàíü, 24-29 îêòÿáðÿ 2014 ã.

3) Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà: òåîðèÿ è

ïðèëîæåíèÿ�, ã. Êàçàíü, 2-6 èþíÿ 2014 ã.

4) XIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ãåî-

ìåòðèÿ: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ�, ïîñâÿùåííîé âîñüìèäåñÿòè-

ïÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà Ñåðãåÿ Ñåðãååâè÷à Ðûøêîâà, ã. Òó-

ëà, 25-30 ìàÿ 2015 ã.

5) XIV Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ -

2015�, ã. Êàçàíü, 22-27 îêòÿáðÿ 2015 ã.

6) Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè, ã. Êàçàíü,

26 èþíÿ - 2 èþëÿ 2016 ã.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 10 íàó÷íûõ ðàáîò [1-10],

èç íèõ 5 ïóáëèêàöèè [1-5] â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ. Ðàáîòû [1],

[3] íàïèñàíû ñîâìåñòíî ñ À. Í. Àáûçîâûì, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà

çàäà÷, èäåÿ è ðåêîìåíäàöèè ïî èõ ðåøåíèþ. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ðåçóëüòàòîâ
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ïîëó÷åíû àâòîðîì. Ðåçóëüòàòû ðàáîò èç [4], [5], âêëþ÷åííûå â äèññåðòàöèþ,

ïîëó÷åíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ À.Í. Àáûçîâûì è ×óîíã Êîíã Êóèíü

ïðè ðàâíîì ó÷àñòèè âñåõ ñòîðîí.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç

ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 9 ïàðàãðàôîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðåäìåò-

íîãî óêàçàòåëÿ. Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 104 ñòðàíèö. Ñïèñîê

ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 87 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, èññëåäîâàííîé â äèññåð-

òàöèè, ôîðìóëèðóåòñÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðàáîò ïî

òåìå äèññåðòàöèè è âîïðîñàì, ïðèìûêàþùèì ê íåé, à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ ïîíÿòèå CS-ðèêêàðòîâà ìîäóëÿ, êî-

òîðîå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëüíûì àíàëîãîì ïîíÿòèÿ ACS - êîëüöà.

Â ïàðàãðàôå 1.2 èçó÷åíû CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè, d-CS-ðèêêàðòîâû ìîäó-

ëè è èõ ñâÿçè ñîîòâåòñòâåííî ñ SIP-CS-ìîäóëÿìè è SSP-d-CS-ìîäóëÿìè. Òàêæå

îïèñàíû íåñèíãóëÿðíûå ñïðàâà êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé (êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûé) ïðîåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP-CS-ìîäóëåì.

ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì, åñëè Kerϕ ÿâëÿåòñÿ ñóùå-

ñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî

ϕ ∈ S = End(M). Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì, åñëè ïðàâûé

àííóëÿòîð âñÿêîãî ýëåìåíòà èç R ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêî-

òîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ RR. ÌîäóëüM íàçûâàåòñÿ d-CS-ðèêêàðòîâûì

ìîäóëåì, åñëè Imϕ ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî

ϕ ∈ S = End(M). Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ SIP-CS-ìîäóëåì, åñëè ïåðåñå÷åíèå

ëþáûõ äâóõ ïîäìîäóëåé ìîäóëÿ M, êîòîðûå ñóùåñòâåííû â íåêîòîðûõ ïðÿìûõ

ñëàãàåìûõ ìîäóëÿM , ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì ïðÿìîì

ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M . Ïîíÿòèå SIP-CS-ìîäóëÿ âïåðâûå áûëî èçó÷åíî â ðàáîòå
33. Äóàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå SSP-d-CS-ìîäóëÿ.

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.
33Karabacak F., Tercan A. On modules and matrix rings with SIP-extending // Taiwanese J. Math. 2007. Vol.

11, �4. P. 1037-1044.
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Òåîðåìà 1.2.15. Ïóñòü M � CS-ðèêêàðòîâûé ïðàâûé R-ìîäóëü è S =

EndR(M). Òîãäà

1) åñëè A = eM , B = fM , ãäå e2 = e, f 2 = f ∈ S, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

èäåìïîòåíò g2 = g ∈ S, ÷òî eM ∩ fM 6e gM ;

2) åñëè A 6e eM , B 6e fM, ãäå e2 = e, f 2 = f ∈ S, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

èäåìïîòåíò g2 = g ∈ S, ÷òî A ∩B 6e gM ;

3) äëÿ êàæäûõ ãîìîìîðôèçìîâ ϕ1, ..., ϕn ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîé èäåìïî-

òåíò e ∈ S, ÷òî rM(ϕ1, ..., ϕn) 6e eM ;

4) M � SIP-CS-ìîäóëü.

Òåîðåìà 1.2.19. Ïóñòü M � d-CS-ðèêêàðòîâûé ïðàâûé R-ìîäóëü è S =

EndR(M). Òîãäà

1) åñëè A = eM , B = fM , ãäå e2 = e, f 2 = f ∈ S, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

èäåìïîòåíò g2 = g ∈ S, ÷òî A+B ëåæèò íàä gM ;

2) åñëè ïîäìîäóëè A,B ìîäóëÿ M ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íàä ïðÿìûìè

ñëàãàåìûìè eM, fM ∈ S, ãäå e2 = e, f 2 = f ∈ S, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

èäåìïîòåíò g2 = g ∈ S, ÷òî A+B ëåæèò íàä gM ;

3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ϕ1, ..., ϕn ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîé èäåì-

ïîòåíò e ∈ S, ÷òî
∑n

i=1 Imϕi ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàåìûì eM ;

4) M � SSP-d-CS-ìîäóëü.

Òåîðåìà 1.2.27. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ íåñèíãóëÿðíîãî ñïðà-

âà êîëüöà R:

1) R � íàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP − CS-ìîäóëåì.

Òåîðåìà 1.2.28. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ íåñèíãóëÿðíîãî ñïðà-

âà êîëüöà R:

1) R � ïîëóíàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

2) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

SIP-CS-ìîäóëåì;
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3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ñâîáîäíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP-

CS-ìîäóëåì.

Â ïàðàãðàôå 1.3 èçó÷åíû CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ

C2-ìîäóëÿìè. Îïèñàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé

ïðîåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì

è Ñ2-ìîäóëåì. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3.11. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü

â êàòåãîðèè σ(M). Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ ∈ EndR(P ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ϕ(P ) = eP ⊕ P ′, ãäå P ′ � M -ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü è e2 = e ∈ End(P );

2) P � CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ C2-ìîäóëåì;

3) P � d-CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ M (P ) = O(P ).

Òåîðåìà 1.3.13. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) R � ïîëóðåãóëÿðíîå êîëüöî è J(R) = Z(RR);

2) êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì è ïðàâûì C2-êîëüöîì;

3) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R èìååò âèä eR⊕S,
ãäå e = e2 ∈ R è S � ñèíãóëÿðíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R;

4) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ C2-ìîäóëåì;

5) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì;

6) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

SIP-CS-ìîäóëåì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ C2-ìîäóëåì;

7) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

SIP-CS-ìîäóëåì, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì.

Â ïàðàãðàôå 1.4 ïîëó÷åíî îïèñàíèå êîëåö, äëÿ êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî n ∈ N
êîëüöî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì.

10



Òåîðåìà 1.4.4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R è ôèêñè-

ðîâàííîãî n ∈ N:

1) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ CS -

ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

2) ñâîáîäíûé R-ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

3) Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì;

4) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R èìååò âèä P ⊕ S, ãäå P
� ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü è S � ñèíãóëÿðíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà R;

5) ïðàâûé R-ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì îòíîñèòåëüíî

ìîäóëÿ RR;

6) êàæäûé n-ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ R
(n)
R èìååò âèä P1⊕ . . .⊕Pn⊕

S, ãäå P1, . . . , Pn � ïðîåêòèâíûå ïðàâûå R-ìîäóëè, êàæäûé èç êîòîðûõ

èçîìîðôåí ïîäìîäóëþ ìîäóëÿ RR, è S � ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü.

Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñëàáî ïîëóíàñëåäñòâåííûì ñïðàâà, åñëè êàæäûé åãî

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë èìååò âèä P ⊕ S, ãäå P � ïðîåêòèâíûé

ïðàâûé R-ìîäóëü è S � ñèíãóëÿðíûé ïðàâûé R-ìîäóëü.

Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå.

Òåîðåìà 1.4.6. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

2) ñâîáîäíûé R-ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì äëÿ êàæ-

äîãî n ∈ N;

3) Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì ACS-êîëüöîì äëÿ êàæäîãî n ∈ N;

4) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m êîëüöî Mm(R) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ïî-

ëóíàñëåäñòâåííûì ñïðàâà;

5) R � ñëàáî ïîëóíàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

6) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïîäìîäóëü ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R-ìîäóëÿ

èìååò âèä P1⊕. . .⊕Pn⊕S, ãäå P1, . . . , Pn � ïðîåêòèâíûå ìîäóëè, êîòîðûå

èçîìîðôíû ïîäìîäóëÿì ìîäóëÿ RR è S � ñèíãóëÿðíûé ìîäóëü.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå áûëî äîêàçàíî â ðàáîòàõ 34, 35, íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1.4.9. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ

ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì;

2) ñâîáîäíûé R-ìîäóëü R
(n)
R ÿâëÿåòñÿ ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì äëÿ êàæäîãî

n ∈ N;

3) Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì p.p.-êîëüöîì äëÿ êàæäîãî n ∈ N;

4) R � ïîëóíàñëåäñòâåííîå ñïðàâà êîëüöî;

5) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n êîëüöî Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíà-

ñëåäñòâåííûì ñïðàâà êîëüöîì.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèõ ìî-

äóëåé, ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé è äóàëüíûõ ê íèì ìîäóëåé.

Â ïàðàãðàôå 2.1 èçó÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèå ìîäóëè.

Ïðàâûé R-ìîäóëüM íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì, åñëè äëÿ êàæäîãî

ëåâîãî èäåàëà I êîëüöà EndR(M) ïîäìîäóëü rM(I) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì â

íåêîòîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M . Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî

áýðîâñêèì ñïðàâà, åñëè RR � ñóùåñòâåííî áýðîâñêèé ïðàâûé R-ìîäóëü. Ìîäóëü

M íàçûâàåòñÿ äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì, åñëè äëÿ êàæäîãî

ïðàâîãî èäåàëà I êîëüöà EndR(M) ïîäìîäóëü
∑

ϕ∈I Imϕ ëåæèò íàä ïðÿìûì

ñëàãàåìûì ìîäóëÿ M .

Äîêàçàíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâåííî áýðîâñêèõ ìî-

äóëÿõ.

Òåîðåìà 2.1.11. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1) åñëè M � CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü è M � SSIP-CS-ìîäóëü, òî M � ñóùå-

ñòâåííî áýðîâñêèé ìîäóëü. Îáðàòíîå âåðíî, åñëè SocM 6e M ;

34Lee G., Rizvi S. T., Roman C. S. Direct sums of Rickart modules // Journal of Algebra. 2012. Vol. 353, �1.

P. 62-78.
35Small L. W. Semihereditary rings // Bull. Amer. Math. Soc. 1967. Vol. 73, �5. P. 656-658.
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2) åñëè M � d-CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü è M � SSSP-d-CS-ìîäóëü, òî M �

äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèé ìîäóëü. Îáðàòíîå âåðíî, åñëè RadM �
M .

Ñëåäñòâèå 2.1.12. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü.

1) Åñëè R � ïîëóàðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëü-

íû:

a) M � ñóùåñòâåííî áýðîâñêèé ìîäóëü.

b) M � CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü è M � SSIP-CS-ìîäóëü.

2) Åñëè R � ïðàâîå max-êîëüöî, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

a) M � äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèé ìîäóëü.

b) M � d-CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü è M � SSSP-d-CS-ìîäóëü.

Òåîðåìà 2.1.13. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñóùåñòâåííî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ ñó-

ùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì.

2) Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿ-

åòñÿ äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì.

3) Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñòðîãî ñóùåñòâåííî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ñòðîãî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì.

4) Êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå ñòðîãî äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äóàëüíî ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì ìîäóëåì.

Â ïàðàãðàôå 2.2 èçó÷åíû ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèå ìîäóëè è äóàëüíî ñó-

ùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèå ìîäóëè.

Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì, åñëè rM(I)

ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì ìîäóëÿ M

äëÿ êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà End(M). Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ äóàëüíî ñóùå-

ñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì, åñëè
∑

ϕ∈I Imϕ ëåæèò íàä ïðÿìûì ñëàãàå-

ìûì ìîäóëÿ M äëÿ êàæäîãî èäåàëà I êîëüöà End(M).

Èçó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà (ñîîòâ., äóàëüíî) ñóùåñòâåííî

êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ (ñîîòâ., äóàëüíî) ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâ-

ñêèì ìîäóëåì.
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Òåîðåìà 2.2.8. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü.

1) åñëè M =
⊕

i∈IMi � ïðÿìàÿ ñóììà ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ ïðàâûõ

R-ìîäóëåé è Mi ÿâëÿåòñÿ êîïîðîæäàþùèì ìîäóëåì ìîäóëÿ Mj, ∀i 6= j,

òî M � ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü;

2) åñëèM =
⊕

i∈IMi � ïðÿìàÿ ñóììà äóàëüíî ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ

ïðàâûõ R-ìîäóëåé, I = {1, . . . , n} è Mi ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìîäóëåì

ìîäóëÿ Mj, ∀i 6= j, òî M � äóàëüíî ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 2.2.9.

1) Êàæäûé ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì ñïðàâà êîëü-

öîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì.

2) Êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä äóàëüíî ñóùåñòâåí-

íî êâàçèáýðîâñêèì ñïðàâà êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ äóàëüíî ñóùåñòâåííî êâàçè-

áýðîâñêèì ìîäóëåì.

Ïóñòü A � êëàññ âñåõ ïåðâè÷íûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ïðàâîãî R-ìîäóëÿ M ââåäåì îáîçíà÷åíèå

P(M) =
⋂

f∈Hom(M,A),A∈A

Kerf.

Ïîäìîäóëü N ìîäóëÿ M íàçûâàåòñÿ 2-ïåðâè÷íûì 36, åñëè A × B * N äëÿ

ëþáûõ òàêèõ ïîäìîäóëåé A è B ìîäóëÿM, ÷òî A * N,B * N. ßñíî, ÷òî èäåàë

I êîëüöà R ÿâëÿåòñÿ 2-ïåðâè÷íûì êàê ïðàâûé R-ìîäóëü â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà

I � ïåðâè÷íûé èäåàë.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.7 èç ðàáîòû 37 ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ êâàçè-

áýðîâñêèì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé èäåàë A êîëüöà R ñóùåñòâåí êàê

ïðàâûé R-ïîäìîäóëü ìîäóëÿ RR â èäåàëå eR, ãäå e � ïîëóöåíòðàëüíûé ñëå-

âà èäåìïîòåíò. Ìîäóëüíûì àíàëîãîì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.2.17. Ïóñòü M � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è P(M) = 0. Ñëåäóþ-

ùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü;

36Bican L., Jambor P., Kepka T., Nemec P. Prime and coprime modules // Fund. Math. 1980. Vol. 107. P. 33-45.
37Birkenmeier G. F., Muller B. J., Rizvi S. T. Modules in which every fully invariant submodules is essential in

a direct summand // Comm. Algebra. 2002. Vol. 30, �3. P. 1395-1415.
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2) êàæäûé âïîëíå èíâàðèàíòíûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì ïîäìîäóëåì â íåêîòîðîì âïîëíå èíâàðèàíòíîì ïðÿìîì ñëàãàåìîì

ìîäóëÿ M ;

3) M � ñòðîãî ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèé ìîäóëü.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àþòñÿ SSP - è SIP -ìîäóëè è èõ îáîáùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 3.1 èçó÷åíû SSP - è SIP -ìîäóëè. Òàêæå ïîëó÷åíû íîâûå õà-

ðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòûõ êîëåö è ïðàâûõ V -êîëåö ñ ïîìîùüþ

Ω-îáîëî÷åê è Ω-íàêðûòèé, ãäå Ω ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ

ìîäóëåé: D3-ìîäóëè, C3-ìîäóëè, SIP -ìîäóëè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäî-

âàíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.8. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) R � êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòîå êîëüöî;

2) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò D3-íàêðûòèå;

3) êàæäûé 2-ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò D3-íàêðûòèå;

4) êàæäûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò D3-îáîëî÷êó;

5) êàæäûé 2-ïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò D3-îáîëî÷êó.

Ïðåäëîæåíèå 3.1.10. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) R � ïðàâîå V-êîëüöî;

2) êàæäûé êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò C3-îáîëî÷êó;

3) êàæäûé êîíå÷íî êîïîðîæäåííûé ïðàâûé R-ìîäóëü èìååò C3-íàêðûòèå.

Â ïàðàãðàôå 3.2 èçó÷åíû A-SIP - è A-SSP -ìîäóëè. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå êëàññû ìîäóëåé:A-SSP-ìîäóëè,A-C2-ìîäóëè

è A-C3-ìîäóëè.

Òåîðåìà 3.2.7. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è A � êëàññ ïðàâûõ R-

ìîäóëåé, êîòîðûé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ñëà-

ãàåìûõ. Åñëè êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ A-ïðîåêòèâíûì, òî
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M � A-SSP-ìîäóëü;
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2) M � A-C3-ìîäóëü;

3) äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ M = A1 ⊕ A2 èç óñëîâèÿ A1 ∈ A ñëåäóåò, ÷òî ó

êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : A1 → A2 îáðàç ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì

ìîäóëÿ A2.

Òåîðåìà 3.2.8. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è A � êëàññ àðòèíîâûõ ïðà-

âûõ R-ìîäóëåé, êîòîðûé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿ-

ìûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè êàæäûé ïîäìîäóëü ìîäóëÿM ÿâëÿåòñÿ A-ïðîåêòèâíûì,
òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1) M � A-C3-ìîäóëü;

2) M � A-C2-ìîäóëü;

3) Åñëè X1, X2, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è X1, X2, . . . , Xn ∈ A,
òî

∑n
i=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

Â ñëó÷àå, êîãäà A � êëàññ ïðîñòûõ ïðàâûõ R-ìîäóëåé, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå 38.

Òåîðåìà 3.2.10. Ïóñòü M � ïðàâûé R-ìîäóëü è A � êëàññ ïðàâûõ R-

ìîäóëåé, êîòîðûé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïðÿìûõ ñëà-

ãàåìûõ. Åñëè êàæäûé ôàêòîðìîäóëü ìîäóëÿ M ÿâëÿåòñÿ A-ïðîåêòèâíûì,
òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) M � A-SSP-ìîäóëü;

2) M � A-C3-ìîäóëü;

3) äëÿ ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ M = A1 ⊕ A2 èç óñëîâèÿ A1 ∈ A ñëåäóåò, ÷òî ó

êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà f : A1 → A2 îáðàç ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì

ìîäóëÿ A2;

4) M � A-C2-ìîäóëü;

5) åñëè X1, X2, . . . , Xn � ïðÿìûå ñëàãàåìûå ìîäóëÿ M è

X1, X2, . . . , Xn ∈ A, òî
∑n

i=1Xi � ïðÿìîå ñëàãàåìîå ìîäóëÿ M .

38Camillo V., Ibrahim Y., Yousif M., Zhou Y. Simple-direct-injective modules // J. Algebra. 2014. Vol. 420. P.

39-53.
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Òàêæå ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, â êîòîðûõ èññëåäîâàíû óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå êëàññû ìîäóëåé: A-SIP -ìîäóëè, A-D2-

ìîäóëè è A-D3-ìîäóëè.

Â ïàðàãðàôå 3.3 ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè êîëåö ñ ïîìîùüþ A-C3- è A-
D3-ìîäóëåé. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ

òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 3.3.2. Ïóñòü R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è A � êëàññ ïðàâûõ R-

ìîäóëåé ñ ëîêàëüíûìè ýíäîìîðôèçìàìè, ñîäåðæàùèé âñå ïðîñòûå ïðàâûå R-

ìîäóëè è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ. Åñëè âñå ïðàâûå R-ìîäóëè

ÿâëÿþòñÿ A-èíúåêòèâíûìè, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà

R:

1) R � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî è J2(R) = 0;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé A-C3-ìîäóëü êâàçèèíúåêòèâåí;

3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé A-C3-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ C3-ìîäóëåì.

Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü R � àðòèíîâî ñïðàâà êîëüöî è A � êëàññ R-ìîäóëåé

ñ ëîêàëüíûìè ýíäîìîðôèçìàìè, ñîäåðæàùèé âñå ïðîñòûå ïðàâûå R-ìîäóëè è

çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìîâ. Åñëè âñå ïðàâûå R-ìîäóëè A-ïðîåêòèâíû,
òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ êîëüöà R:

1) R � àðòèíîâî ïîëóöåïíîå êîëüöî è J2(R) = 0;

2) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé A-D3-ìîäóëü êâàçèïðîåêòèâåí;

3) íàä êîëüöîì R êàæäûé ïðàâûé A-D3-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ D3-ìîäóëåì.
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Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1) Èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà CS-ðèêêàðòîâûõ ìîäóëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî

êàæäûé CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SIP -CS-ìîäóëåì. Òàêæå óñòà-

íîâëåíî, ÷òî êàæäûé d-CS-ðèêêàðòîâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ SSP -d-CS-ìîäóëåì.

Îïèñàíû êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâ-

íûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî CS-ðèêêàðòîâûì ìîäóëåì è C2-

ìîäóëåì. Äîêàçàíî, ÷òî íàä êîëüöîì R êîëüöî ìàòðèö Mn(R) ÿâëÿåòñÿ ïðà-

âûì ACS-êîëüöîì äëÿ êàæäîãî n ∈ N â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà êàæäûé

êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïðàâûé èäåàë A êîëüöà R èìååò âèä A = P ⊕ S, ãäå
P � ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R-ìîäóëü è S � ñèíãóëÿðíûé ïðàâûé R-ìîäóëü.

2) Èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî áýðîâñêèõ ìîäóëåé è ñóùå-

ñòâåííî êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðÿìîå ñëàãàåìîå (äóàëüíî)

ñóùåñòâåííî áýðîâñêîãî ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ (äóàëüíî) ñóùåñòâåííî áýðîâñêèì

ìîäóëåì. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðÿìàÿ ñóììà ñóùåñòâåííî

êâàçèáýðîâñêèõ ìîäóëåé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì ìîäóëåì. Â

êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäûé ïðàâûé ñâîáîäíûé ìîäóëü íàä

ïðàâûì ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâñêèì êîëüöîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàçè-

áýðîâñêèì. Â ñëó÷àå, êîãäà ó ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P ïåðåñå÷åíèå âñåõ 2-

ïåðâè÷íûõ ïîäìîäóëåé ðàâíî íóëþ, ïîêàçàíî, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ êâàçèáýðîâ-

ñêèì ìîäóëåì â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà P � ñòðîãî ñóùåñòâåííî êâàçèáýðîâ-

ñêèé ìîäóëü.

3) Ïîëó÷åíû íîâûå õàðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêè ïîëóïðîñòûõ êîëåö è ïðàâûõ

V -êîëåö ñ ïîìîùüþ Ω-îáîëî÷åê è Ω-íàêðûòèé, ãäå Ω ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó

èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ ìîäóëåé: D3-ìîäóëè, C3-ìîäóëè, SIP -ìîäóëè.

4) Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå êëàññû ìîäóëåé: A-
SSP -ìîäóëè, A-C2-ìîäóëè è A-C3-ìîäóëè. Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî âûïèñàííûå âûøå êëàññû ìîäóëåé ñîâïàäàþò â ñëó-

÷àå, êîãäà A � êëàññ âñåõ ïðîñòûõ (ñîîòâ., ïîëóïðîñòûõ) ìîäóëåé. Òàêæå

èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñëåäóþùèå êëàññû ìîäóëåé:

A-SIP -ìîäóëè, A-D2-ìîäóëè è A-D3-ìîäóëè.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü è áëàãîäàðíîñòü äîöåíòó À.Í. Àáûçîâó çà

íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî, öåííûå ñîâåòû, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïîääåðæ-

êó.

18



Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè

1) Àáûçîâ À. Í., ×àí Xoàé Íãîê Íÿí. CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè // Èçâ. âóçîâ.

Ìàòåì. 2014. �5. Ñ. 59-63.

2) ×àí Xoàé Íãîê Íÿí. Cóùåñòâåííî áýðîâû ìîäóëè // ×åáûøåâñêèé ñá. 2015.

Òîì. 16, �3. Ñ. 355-375.

3) Abyzov A. N., Nhan T. H. N. CS-Rickart Modules // Lobachevskii Journal of

Mathematics. 2014. Vol. 35, �4. P. 317-326.

4) Abyzov A. N., Nhan T. H. N., Quynh T. C. Modules close to SSP- and SIP-

modules // Lobachevskii Journal of Mathematics. 2017. Vol. 38, �1. 12 pp.

5) Abyzov A. N., Quynh T. C., Nhan T. H. N. SSP rings and modules // Asian-

European J. Math. 2016. Vol. 9, �1. 9 pp.

Òåçèñû êîíôåðåíöèé

6) Àáûçîâ À. Í., ×àí Xoàé Íãîê Íÿí. CS-ðèêêàðòîâû ìîäóëè // Ìàòåðèàëû

äâåíàäöàòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-

2013� ã. Êàçàíü, 24-29 îêòÿáðÿ 2013 ã. � Êàçàíü, 2013. � Ñ. 3-5.

7) Àáûçîâ À. Í., ×àí Xoàé Íãîê Íÿí. Ìîäóëè, â êîòîðûõ ñóììû (èëè ïåðå-

ñå÷åíèå) äâóõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè // Ìàòå-

ðèàëû äâåíàäöàòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè �Ëîáà÷åâñêèå

÷òåíèÿ-2015� ã. Êàçàíü, 22-27 îêòÿáðÿ 2015 ã. � Êàçàíü, 2015. � Ñ. 5-7.

8) Nhan T. H. N. Essentially Baer modules // XIII International conference �Algebra,

Number Theory and Discrete Geometry: Contemporary Issues and Applications�,

Tula, May 25-30, 2015. � Tula, 2015. � Ð.171-173.

9) ×àí Xoàé Íãîê Íÿí.A-(C3)- èA-(D3) ìîäóëè // Ìàòåðèàëû ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè ïî àëãåáðå, àíàëèçó è ãåîìåòðèè, ã. Êàçàíü, 26 èþíÿ - 2 èþëÿ

2016 ã. � Êàçàíü, 2016. - Ñ. 258-259.

10) Abyzov A. N., Nhan T. H. N. Some results on CS-Rickart modules // International

Conference �Algebra and Mathematical Logic: Theory and Applications�, Kazan

Federal University and Tatarstan Academy of Science, June 2 - 6, 2014. � Kazan,

2014. � Ð.36-37.

19


