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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность работы 

Существует широкий круг материалов, которые обладают поведением 

среды Бингама, а именно: ниже определённого предельного значения на

пряжений среда ведёт себя как жёсткое тело, выше этого предела - как 

несжимаемая вязкая жидкость . Примерами служат геоматериалы (высо

копарафинистая нефть, глины , грязи, сели, кристаллизующаяся лава), 

кровь в капиллярах, множество косметических и пищевых продуктов , 

строительные (свежий бетон , масляные краски) и химические материалы . 
При течении среды Бингама могут образовываться два типа зон : жёсткие 

зоны , в которых среда неподвижна или движется как твёрдое тело, и зоны 

течения . При этом естественным образом возникает «предельная» поверх

ность, разделяющая области с разным движением материала. Таким обра

зом , характерной особенностью задач о течении вязкопластической среды 

является необходимость строить решения в областях с неизвестной грани

цей . Это обстоятельство создает значительные трудности при построении 

эффективных методов решения . Основная сложность при численном мо

делировании течения вязкопластической среды связана с сингулярностью 

определяющих соотношений и невозможностью определения напряжений 

в жёстких зонах. 

Существуют две основные группы методов для преодоления отмечен

ных математических трудностей : методы эффективной вязкости и мето

ды , основанные на вариационной постановке . Методы эффективной вязко

сти (регуляризованные модели) состоят в аппроксимации недифференци
руемых определяющих соотношений гладкой функцией. Таким образом, 

среда рассматривается как нелинейная вязкая жидкость . Это упрощённый 

инженерный подход, который иногда приводит к нефизичным результа

там, особенно для нестационарных задач . 

Альтернативой регуляризованным моделям может служить вариаци

онная формулировка, впервые предложенная для вязкопластической сре

ды А.А . Ильюшиным (1938) . Одно из первых систематических исследова
ний модели Бингама было предпринято П.П . Мосоловым и В.П . Мяснико

вым (1965-1967) . Дюво и Лионсом (1972) с помощью выпуклого анализа 
задача минимизации функционала энергии сформулирована в виде вари

ационного неравенства , эквивалентного исходной системе уравнений . 

Вариационная формулировка задачи автоматически учитывает нали

чие неизвестной границы, отделяющей области течения от жёстких об

ластей. Более 30 лет назад в работах французских математиков 1 были 
предложены алгоритмы численного решения вариационных неравенств, 

1 Р. Гловинс~и . Ж .Л. Лионе. Р. Т реыольер (1976). М . Фортен (1984) . П. Ле Талле~ (1989) 
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однако они казались слишком сложными . В 2001 ГОАJ алгоритм ALG2 был 
записан в виде удобной вычислительной процедуры, и стал активно при

меняться. Дискретизация проводилась методом конечных элементов, для 

которых он был предложен и обоснован . 

Метод конечных разностей в рамках данного подхода не применялся, 

поэтому построение конечно-разностных схем, для которых обоснована ап

проксимация и сходимость, является актуальной задачей, решению кото

рой и посвящена диссертация . Необходимость разработки надёжных ( обос
нованных) и эффективных численных методов, соответствующих точной 
математической модели среды Вингама, обуславливает актуальность дан

ной работы . 

Цель работы 

Основная цель работы состоит в разработке и исследовании новых чис

ленных методов решения задач вязкопластичности на основе вариацион

ных неравенств с использованием разностных схем. 

Методы исследования 

Теория внешних аппроксимаций вариационных неравенств, теория раз

ностных схем, методы оптимизации, методы вычислительной линейной 

алгебры . 

Научная новизна работы 

Представленные в диссертации результаты являются новыми и состоят 

в следующем : 

• Предложены две разностные схемы для смешанной постановки в пе
ременных «скорость-тензор скоростей деформаций-тензор напряже

ний» , являющиеся обобщением хорошо известных в вычислительной 

гидродинамике схем на разнесённых (МАС-схема) и полуразнесён
ных сетках, для задачи о течении в канале, плоской и трехмерной 

задач вязкопластичности . На основе теории внешних аппроксимаций 

обоснована сходимость решения конечномерной задачи к решению 

непрерывной. 

• Разработаны, обоснованы и численно реализованы новые методы ре

шения задачи течения среды Вингама (на основе алгоритма Узавы и 

ALG2) . 

• Для схемы на полуразнесённых сетках в трёхмерном случае проведе
но аналитическое исследование ядра дискретного оператора гради

ента. Предложены, обоснованы и численно реализованы два подхода 

-· - ·--··--------i 
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решения вырожденной задачи Стокса : поиск нормального решения 

на подпространстве, ортогональном ядру, и стабилизация разност

ной схемы путём введения дополнительного слагаемого в уравнение 

несжимаемости . 

• На основе разработанных разностных схем и известной схемы по вре
мени проведено численное моделирование нестационарных течений 

вязкопластической среды для задач течения в каверне и каналах. 

Практическая значимость работы 

Предложенные разностные схемы могут быть использованы как для 

расчёта течений среды Бингама, так и других неньютоновских жидкостей , 

в том числе моделей с нелинейной вязкостью . 

Апробация работы 

Результаты диссертации обсуждались на научных семинарах Институ

та вычислительной математики РАН, ( «Вычислительные и информаци

онные технологии в математике» рук . проф . В . И. Лебедев, проф . Ю .М . 

Нечепуренко, чл .-корр . Е .Е . Тыртышников, 2008, 2009), Института мате
матического моделирования РАН (2008), Института автоматизации про
ектирования РАН (рук . акад. О.М. Белоцерковский, 2008), Институт при
кладной математики РАН им . М.В . Келдыша (семинар им . К.И . Бабенко, 
2009), Института проблем механики РАН им. А .Ю . Ишлинского (рук . акад 

Д .М . Климов и акад . В .Ф . Журавлёв, 2009), на научно-исследовательских 
семинарах кафедр механико-математического факультета МГУ им. М .В . 

Ломоносова : теории упругости (рук. проф. И.А . Кийко, 2008), механики 
композитов (рук. проф . Б.Е . Победря, 2008), вычислительной математи
ки (рук. проф . Г.М. Кобельков, 2008), оптимального управления (рук . 
проф . В .М . Тихомиров, 2009), теории пластичности (рук . чл .-корр . Е . И. 
Ломакин и акад . И.Г. Горячева, 2009); на семинаре кафедры высшей 
математики физического факультета МГУ им. М.В. Ломоносова (рук . 

проф . В .Ф . Бутузов, 2009), семинарах университетов Humboldt University, 
IWTM Kaiserslautern (2007), University of Саре Town, TU Саре Town, TU 
Darmstadt, Hausdorff Institute of Mathematics (НIМ, Bonn) (2008) . 

Результаты диссертации докладывались на Международной конферен

ции «Ломоносов» (Москва, 2005, 2009), «Ломоносовские чтения» (Москва, 
2006, 2009) , III International conference «Computational methods in applied 
mathematics СМАМ-3» (Минск, 2007) , II International conference «Matrix 
methods and operator equations» (Москва, 2007), Седьмой Всероссийский 
семинар «Сеточные методы для краевых задач и приложения» (Казань, 
2007), Workshop «Viscoplasticity: from Theory to Application» (Тичино, 
Швейцария, 2007), International Conference on Numerical Analysis and Applied 
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Mathematics ICNAAM (2008), ENUMATH (Уппсала, Швеция, 2009), 
Workshop on Advanced Computer Simulations for Junior Scientists (Санкт
Петербург, 2009), Workshop «Viscoplasticity: from Theory to Application» 
(Лимассол, Кипр, 2009) . 

Публикации 

По теме диссертации опубликовано 8 статей в рецензируемых журна
лах, из них [2-8] - в журналах из списка, рекомендованного ВАК. 

Структура и объем работы 

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения и списка ли

тературы , включающего 120 наименований, содержит 44 рисунка и 28 таб
лиц. Объем диссертации - 175 страниц. 

Личный вклад автора 

Постановка задач принадлежит : в работе [1] из списка публикаций -
Е . В . Чижонкову, [2- 7] - Л . В . Муравлёвой, [8] - автору. Во всех работах, 
выполненных в соавторстве, основные результаты получены автором . В 

работе [4] Л . В . Муравлёвой принадлежит совместное доказательство, в 
[5,7] - совместный анализ результатов, в [6] М. А . Ольшанскому принадле
жит доказательство леммы, в [8] И. В. Оселедцу принадлежит обобщение 
структуры ядра градиента на d-мерный случай. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во введении обсуждаются рассматриваемые в работе задачи и суще

ствующие методы их решения, дан краткий обзор современного состоя

ния области исследований . Описывается структура диссертации, кратко 

формулируются основные полученные результаты . 

Первая глава является вводной, в ней приведена постановка задачи (раз
дел 1.1), а также приведены основные понятия и вспомогательные све
дения из функционального и выпуклого анализа (раздел 1.2), элементы 
теории внешних аппроксимаций (раздел 1.3) . Введены определяющие со
отношения вязкопластической среды Бингама : 

{ 

2 о ( ) o,1(v ) 
'<ij = µ ij V + O"s IDlv )I ' 

1-rl ::; 0"5, 

если ID (v )I ~О, 

если ID (v)I =О, 

где а - тензор напряжений, р - давление, -r - девиатор тензора напряже
ний, µ,а, - коэффициент вязкости и предел текучести, соответственно; v 
- вектор скорости, D (v ) = 1lVv + (V'v )T] - тензор скоростей деформаций 
и ID(v )l2 = Li,i D;j(v )D;j(v ). 
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Во второй главе рассматривается задача о течении вязкопластической 

среды в цилиндрической трубе поперечного сечения Q с границей Г под 

действием градиента давления f. Предполагается, что скорость среды на
правлена вдоль оси Оч, то есть v =(О, О, v(x1, ч)). 

В разделе 2.1 формулируется вариационная постановка задачи : 

( Ро) J(v) = min J (u), 
uЕН6 1Щ 

1 . f J (u) = :za (u, u ) + J (u) -
0 

fu dx, 

где а (u , w ) = µ f 0 V'u · V'w dx, j(u) = 1"5 f 0 IV'ul dx, 1"5 = иJ./2. Решение 
v задачи (Ро) удовлетворяет также вариационному неравенству 

a(v, u - v) + (j(u) - j(v)) ~ f 
0 

f(u - v) dx, \fu Е H6(Q). 

В разделе 2.2 рассматриваются внешние аппроксимации задачи ( Р0 ) . 

Пусть вектор h. = [h.1 , h.2] Е IR2, рассмотрим сетку Rh = {М 1 М Е IR2, М = 
{ih.1 1 jh.2}, i , j Е Z}. Каждому узлу М сетки Rh поставим в сответствие 
брус с центром Mij: ш~ (М) = ( (i-l / 2)h.1, (i+ 1/ 2)'1.1) х ( (j- l / 2)h.2 1 (j+ 
1 / 2)h.2) и крест с центром М ( ei означает i-й единичный базисный век
тор в IR2): ш~ (М) = ш~ (М ±(h.1e1)/2) U ш~ (М ±(h.2e2)/2). Определим 
далее 

Qh = { м 1 ш~ (М) с О}, vh = { vh 1 vh = (v,j)MEQh, V\j Е IR} , и 
отображение qh : vh -1 L2(IR2) по формуле qhvh = Lмшh V\ j е(:1, где 
0(:1 - характеристическая функция множества ш~ ( М) . Функции 0(:1 не 
принадлежат пространству Н6(й), следовательно, а (u, w), j(u) нельзя 
определить на Vh . Поэтому производные заменяются отношениями конеч
ных разностей. Для первой внешней аппроксимации положим для l = 1 , 2 

(1) 

для второй внешней аппроксимации определим 

1"1 <р ( х) = ( Б1 <р ( Х1, Х2 + h.2/ 2) + Б1 <р ( Х1, Xz - h.2 / 2)) / 2, 

1"2 <р (х) = (Б2 <р (х1 + h.1 / 2, х2) + Б2 <р (х1 - h.1 / 2, ч))/2. (2) 

Определим формы а~ : Vh х Vh _, IR и функции j~ : Vh _, IR, k = 1, 2: 

2 

а~ (uh, wh ) = µ f 
0 
~ Бiqhuhbiqhwhdx, 

2 

а~ (uh, wh ) = µJ L 1"iqhuh1°iqhwhdx, 
Q i= l 
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Функционал J (u ) аппроксимируем функциями J~ (u h): Vh -t !R 

k = 1,2. 

В качестве приближенной рассматривается следующая задача: 

Решение задач (Poh)k , k = 1, 2, существует и единственно . Первая аппрок
симация функционала J ( u ) предложена ранее 2 , вторая аппроксимация 
является новой . Доказана сильная сходимость решения приближённой за

дачи (Poh)k к решению исходной задачи ( Р0 ) . Для нестационарных задач 
рассматривается задача минимизации функционала 

(изменения в доказательстве сходимости технические) . 

! 
1 1 

(а) 

".. ·r-..... - --i:c 

)(-+--· --~ 
; J 1 ! 
" __ -····-· ... ··т·· ·>< 

(Ь ) 

Рис. 1. (а) О - Rh, • - Ri, , о - R~ , (Ь) О - Rh, х - R~ 

В разделе 2.3 задача минимизации функционала J~h сводится к нахож
дению седловой точки лагранжиана .Crh . Вводится независимая перемен
ная qh = 'Vhu h ( 'V1 h определяется(l), 'V2h определяется (2)) , компоненты 
которой задаются на пространствах Qkh, k = 1, 2, соответственно : 

Q1 h { qh 1 qh = ( q~ , q ~). q~ = { q:+112) Е R~ , q~ = { qfнщ} Е R~ }, 

Q2h { qh 1 qh = ( q~ , q ~), q~ = { q:+l /2,i+l /2} Е R~, l = 1,2 }. 

и лагранжиан .Crh : vh х Qh х Qh _, !R 

~ См . Р . Глови:нсF.: и , Ж .Л. Лионе, Р. Треuольер 
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Теорема Пустъ (vh, Y h• Л h) - седлова.я. то-чка L rh(u h, Qh , µ h). Тогда 
она так:ж:е .я.вл.я.етс.я. седловой то-чкой L r'h дл.я. любого r ' 2: О и vh -
решение зада-чи минимизации функционала J(u). 
Для поиска седловой точки используется алгоритм типа Узавы (ALG2) 3 : 

Пусть заданы 

Для n =О, 1, 2 , ... 

L rh(vh, Yh- l, Лh ) 

Lrh(vh, Yh• Лh) 
лh+ 1 

произвольные у~, Л~ Е Q h х Q h; 

с известными yh- 1 , лh найти vh, Yh , лh+ l : 
< Lrh (uh,Yh- 1 ,Лh), \iuh E Vh , vhE Vh, 

::::; Lrh(vh, Qh, Лh), V'qh Е Qh, Yh Е Q h, 

лh + p(V'hvh - qh ). 

(3) 
(4) 
(5) 

Теорема Пустъ (vh, Y h• Лh ) - седлова.я. то-чка L rh на Vh х Q h х Q h. 
Если О < р < r (l + VS)/2, то имеет место следующая. сходимость : 
vh -J vh в Vh, y h -J Y h в Q h. Более того, если Л ~ - предел nод
nоследователъности { Л h} , то (vh, у h• Л ~) - седлова.я. то-чка Lrh на 
vh х Qh х Qh . 

Раздел 2.4 посвящён особенностям реализации алгоритма (3)-(5) на 
предложенных разностных схемах . Для первой схемы он приобретает вид: 

Первый шаг : -rЛ1hvh = fh+ V'1h · Лh-rV'1h · yh- l • vhl r = О, второй шаг : 

{
О , если lт l = ( ( т!+ 1 ;2,/ + ( тfн1 ;2 )2 + ( т!+ 1 12./ + ( тf+ 1 ,н 1 ;2)2 

У~+ 1 12 .1 = 
1 

+ ( т!+ 1 ;2) 2 + ( тf+ 1 .н 12J 2 + ( т!+ 1 12 .У + ( тf.н 12J 2 )/4 < тs, 
т" 11 2

' (1 .!.. ) иначе, здесь т = Л nh + 2rV'1hvnh.• 4(µ+rJ - IT I ' 

{
О , если lт l = ( ( т~+ 1 /2.i) 2 + ( тf, j + l /2 ) 2 + ( т!+ l /2.i + 1 ) 2 + ( тf.н 112 ) 2 

У~.1 + 1 12 = т2 + ( т~- 112.У + ( тfн112 J 2 + ( т!- 1 /2.j + 1 )2 
+ ( тfн 1 12J 2 ) /4 < T si 

--'..l.:!:..!L3 (1 - ~) иначе· 4(µ+r] IЛ I ' ' 

третий шаг : лh+ l = лh + p(V'vh - y h). 
Здесь Л 1 h - стандартная пятиточечная аrшроксимация оператора Ла

пласа, сеточный оператор дивергенции имеет вид V'h· : Q~ -J Vh: 

3Ci.1 . М . Fort in, R. Glowinski 
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Для второй схемы первый и третий шаги формально не меняются, однако 

оператор Лапласа аппроксимируется девятиточечным шаблоном 

(U;+1 ·+1 - 2щ ·+1 + Ui- 1 ·+1+ (6) ,J ,J ,) 

+ 2U;+1 . - 4щ . + 2U;- 1 . + Ui+1 ·-1 - 2щ ·-1 + Ui- 1 ·- 1)/(4h2) + ,) ,) ,) ,) ,) ,) 1 

+ (Ui+1,j+1 + 2U;,j+1 + Ui- 1,j+1 -

2U;+1 . - 4щ . - 2Щ- 1 . + Ui+ 1 · - 1 + 2щ ·-1 + Ui- 1 ·- 1) / (4h2) ,) ,) ,) ,J ,) ,) 2 1 

сеточный оператор дивергенции имеет вид 'i7 2h · : Q~ --t Vh : 

(\7 . л )·. - Щ] - Лi~ 1 .j + Лi.J - 1 - ~~1 .j- 1 ) Щj - Чт- 1 + л~~ 1 ,j - Лi~ 1 , j - 1 ) 
2h h \,) - 2h1 + 2h2 . 

Второй шаг принимает вид (здесь т = Лh + 2r'i72hvh) 

т i+ 1 12 .н 1 1 2 {О , если ( т~+ 1 /2 , j + 1/2) 2 + ( тf+ 1 12 , j+ 1 12J 2 < T s, 

'Y i+1/2, j+1/2 = ( ) 
4 (µ + r ) 1 - J i 1 ~ 1 , , иначе. 

Ti. + 1/ 2,i+ l / 2 ) +( тt + l / 2,i+ l /2) 

В разделе 2.5 приведены результаты численных экспериментов . 

В разделе 2.6 проведено сравнение полученного численного решения 
в прямоугольной области с теоретическими оценками 4 и результатами 
других авторов, использовавших конечноэлементную дискретизацию. 

В главе 3 рассматривается плоская задача . Течение предполагается 

медленным, поэтому конвективным слагаемым, как правило, пренебре

гают. В разделе 3.1 приводится вариационная постановка : найти v (t ) Е 
(H6( 0 )) d, d = 2, 3, такую , что для каждого t Е ( О , Т ) справедливо 

р J
0 
~: · (u - v (t ))dx + 2µ J

0 
D (v (t )): D (u - v (t ))dx + 

+as f 0 (ID (u )l - ID (v (t )) l)dx ~ f 0 f (t ) · (u - v (t ))dx , 

Vu Е U = {u Е (H6(Q) )d l 'i7 · u = О} , 
'i7 · v (t ) = О в О , v (O) = vo в Q , v (t ) = О на Г. 

Для дискретизации по времени используется неявная схема Эйлера. Пусть 

6 t > О - постоЯIШый шаг по времени. Положим v0 = vo , ct = Zt, f = 

f (m 6 t )+ctvm- 1 . На каждом временном шаге для m ~ 1, находим vm Е U, 
зная v m- 1 (далее индекс m опускаем), как точку минимума Ja( u ) на U 
(задача ( Ро )) : 

v = argmin Ja( u ), 
u EU 

(7) 

4 П.П . Мосолов, В . П . Мяс1шr:::ов 
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J"(u) = ~ f 0 lul
2
dx + µ J

0 
ID(u)l

2
dx + O"s f 0 ID(u)ldx - f 0 f · udx. (8) 

В разделе 3.2 рассмотрены две внешние аппроксимации для плоской 
задачи вязкопластичности . Дополнительная сложность, возникающая в 

плоской задаче, - условие несжимаемости. Для первой внешней аппрок

симации вводится семейство конечномерных пространств V 1h - ступенча

тых функций вида 

u1h(x) = L Uih(M )9;;1(x), u2h(x) = L u 2h( M )e;;1 (x), щh (М ) Е JR , 

которые дискретно соленоидальны в следующем смысле : 

b1QhUJh(M) + b2qhu2h( M ) =О VM Е Rh, 

определяется форма а~ : V1h х V1h ---1 lR и функция j~ : V1h ---1 lR: 

2 1 2 L (1(b;QhUjh + bjQhU\h)) dx V uh, vh Е vlh· 
i ,j=l 

Для второй внешней аппроксимации вводится семейство конечномер
ных пространств V 2h - ступенчатых функций вида 

uh(x) = L uh (M)9;;1 (x), uh(M) Е JR. 
МЕПп 

с условием дискретной соленоидальности 

T1QhU1h(N ) + T2QhU2h(N ) = о VN Е R~, 

определяется форма а~ : V 2h х V 2h ---1 JR и функция j~ : V 2h ---1 JR : 

J 
2 

1 1 
2µ JRZ i~ (z (T;Qhtljh + TjQhU\h)) (z (T;QhWjh + TjQhWih)) dx, 

O"s J 
JRZ 

2 1 2 L (z (T;Qhtljh + TjQhU\h)) dx V uh, vh Е V2h· 
i ,j=l 

Для нестационарных задач билинейные формы 

a~h (uh, wh) = а~ (uh, wh) + ix(qhuh, qhwh)2. 
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В качестве приближенной будем рассматривать следующую задачу: 

J ~h (uh) = ~ a~h (uh, uh ) + j~ (uh) - f 0 fhuh dx, k = 1, 2. 

Теорема Пустъ v~ - решение зада'<и (Poh)k, k = 1, 2, v - решение 
зада'<и ( Р0 ); если h ---1 О, то 

{ qhv~, Б1qhv~, Бzqhv~}---1 {v, 3v/ 3x1 , 3v/ 3Xz} силъно в (l 2 (Q) )6
, 

{ q hv~, T1QhV~, Tz Q hV~}---1 {v , 3v/ 3X1, 3v/ 3Xz} CUJIЪHO в (l 2 (Q )) 6
. 

В разделе 3.3 рассмотрен алгоритм Узавы. Задаче минимизации функ
ционала (8) эквивалентна задача поиска седловой точки лагранжиана l: 
(H6( Q) )d х Л ___, IR 

Л = {Л 1 Л Е (l 00 (Q))d xd, Л = Л т, 1Л1 ::; 1 п.в . на Q), 

l(u; ТJ ) = -I f 0lul
2
dx+µf0 ID (u)l

2
dx + cr, f 0 ТJ : D (u )dx - f 0 f · и dx . 

Для нахождения седловой точки применяется алгоритм Узавы . На каж

дой итерации этого алгоритма первый шаг состоит в минимизации по пе

ременной vn, второй шаг - метод проекции градиента для поиска макси

мума по переменной Л n : 

Пусть задан произвольный л0 Е Л ; 
Для n =О, 1,2, ... с известным лn(Е Л ): 

1. Найти vn 
{

cxvn - 2µ\i'. D (vn ) - cr, У' · лn + V'pn = f, (
9

) 

У' . vn = о в Q, vn = о на r; 
2. Вычислить лn+ l = Р л ( Лn + rcr,D (vn )), где (10) 

Рл (q)( х ) 
{

q (x), если lq(x)I :S: 1, Vq E (l "" (Q) )d xd_ 
q (x )/ lq (x) I, если lq (x)I > 1, 

Теорема Предпо.л.о:ж;и.м, '<то въто.л.няется условие О < r < 4µ/ cr~ . 
Тогда д.л.я nоследовате.л.ъности {vn}, nоро:ж;даемой алгоритмом (9)
(10) , верно limn-нoo vn = v в (H6(0 ))d, где v - решение (7), (8) 

Метод Узавы реализован на двух разностных схемах, соответствующих 

внешним аппроксимациям, предложенным в разделе 3.2. Определим про
странства компонент сеточных функций скорости и давления и сеточных 

тензорных функций для первой разностной схемы : 

12 



u~ = {щ; = u( хч) 1 Xij Е R~ . \l{),j = 1.4,N , - 1 = 1.4 , о = UN"j = О} , 

~ = {v;; = v (хч) 1 x;i Е R~. vo,; = v1,N, = v;,o = vN,- 1,; = О}, 

v ?h = u~ х ~ . P1 h = {Р 1; = p (X;j ) 1 Xi; Е Rh, L. Р1 ; = О}, 
i ,j 

Q1h = { qh 1 Чh = { q~1 • q~2 • q ~1 • qf,2 }; ( q~1 ) ц = q~1 (x;;) , 

( q~2)ц = q~2(X; ; ) , Х ;; Е Rh, ( q~2) i ,j = q~2( X;;) , ( q ~1 ) ц = q~1 (X;;) , Х;; Е R~ } 

Через U h , Vh будем обозначать пространства сеточных векторных функ
ций, заданных только во внутренних точках. Определим разностный ана

лог тензора скоростей деформаций D1h : V ?h -1 Q1h , оператора градиента 
\71h : Ph -1 Uh x Vh и дивергенции \71h· : V ?h -1 Ph, \71 h· : Q1h -1 Uh x Vh : 

( DШvhJJ , ,; 
r o: ~(vh )) ; ,j 

(V 1hPh)1,; 

(\71h · vh )\ ,j 

(щ ,i - щ- 1 ,j ) /h1 , ( DШvh ) )1 .; = (v,,i - v1.н ) /h2, 
( Df~ ( vh ) ); , ; = (l4,j+1 - uц)/2h2 + (v1+1.i -v;,j)/2h1 , 

((P1+1,; - P1,;) / h1, ( Pi ,j+ 1 - Pц)/h2) , 
(Щ ,j - Щ-1 ,j ) /h1 + (Vi,j - V\,j - 1 )/hz, 

т11 . _ т11 т1 2 _ т1 2 т2 1 т2 1 т22 т22 
'+1) ' ) 1) 1) 1 

'
·,)· -,·-1,)· +··.J·+1-,·,)· ) ( ' ' + ' ' -

h1 hz h1 hz ' 

оператору Лапласа Л1 h : V ?h -1 Uh х V 1h соответствует стандартный пя
титочечный шаблон «крест» на сетках R~ и R~ . Норма тензорной сеточной 
функции вводится в соответствии с внешней аппроксимацией функциона

ла . 

Определим пространства компонент сеточных функций скорости и 

давления и сеточных тензорных функций для второй разностной схемы : 

v~h { vц = (u (X;j), v (X;j)) 1 X\j Е Rh, VQ,j = V\,N, = VN,,j = V\ ,O =О} , 

P2h { Pii = p (X;j) 1 X\j Е R~ . L Pij = О}, 
i ,j 

Через V 2h будем обозначать пространства сеточных векторных функций, 
заданных только во внутренних точках. Определим разностный аналог 

тензора скоростей деформации D 2h : V~h -1 Qzh , оператора градиента 
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( D ~~ ( vh )) ц 
( D ~~ ( vh))ц 

Ui+l ,j+ l - Щ,j + l + Ui+l ,j - Щ,j + Vi+l ,j+ l -Vi+l ,j + Vi ,j+l - Vi ,j 
2h1 2h2 

( Pi,i - Pi- 1,i +2~~.i- 1 - Рн .н, Pi,i - Pi,j- 1 +2~~- 1 . i - Pi-1 .i - 1 ), 

(Щ+ l ,j + l - Щ , j + l + Ui+l ,j - Щ,j ) /2h1 , 

(v; + 1 ,н 1 - V;+l .i + vц+ 1 - vц ) /2h2 , 
Ui+l ,j+l - Ui+l .i + Щ,j+ l - Щ,j + Vi+l ,j+ l - Vi ,j+ l + Vi+ l ,j - Vц 

4h2 4h1 

( л).] - л1~ 1 .i + л) ,] _ 1 - Л!\н + л~ .;- л~;_ 1 + л~: 1 .) - л~: 1 , ) _ 1 
2~ 2~ 

л2 1 - л2 11 . + л2 1 1 - л2 11 . i л22 - л22 i + л22 1 . - л22 1 . i) 
\ ,) \ - ,) \ ,) - 1 - ,) - + \,) 1,) - \ - ,) \ - ,J -

2h1 2h2 , 

оператор Лапласа Л2h : V~h --1 V 2h определяется шаблоном (6) . 
В разделе 3.4 рассматривается ALG2, изложенный в предыдущей главе, 

в применении к плоской задаче вязкопластичности . Введём лагранжиан: 

Lrh( uh, eh, µ h) = }: lluh ll2 + µlleh ll2 + <rsjh (eh) - (fh, uh) + 

+ (µh, D (uh) - eh) + r llD (uh ) - ehll2, r > О . 

Теорема Пусть (vh, t: h, т h ) - седлова.я то-чка L rh(uh, eh, µh ) . Тогда 
она так:ж:е является седловой то-чкой L:r'h для любого r' 2': О и vh 
- решение зада-чи (7) . Для нахождения седловой точки Lrh(uh,qh, µ h) 
запишем ALG2: 

2. Вычислить t:h+l 

3. Вычислить тh+ 1 

Если 

Пусть заданы произвольные t:~, т~ Е Qh х Qh; 

Для n =О , 1, 2, ... с известным t:h, тh : 

{
cxvh+l - r 6hvh+l + v\ ph+l = 'Vh . ( тi: - 2rt:i:) + fh , 

'Vh · vh+l = О, vh+1lr = О . 

{ О , если 1-ri: + 2rD(vh+1)1 < а" 
( 1 а , ) T~+2rD ( v h + 1 ) 

- l 'r ~ +2rD ( v~' ' 11 2(r+µJ ' иначе ; 

тh + 2p (D (vh+1) - t:h+1). 

l тh+ i - тhl > Е. , то переходим к 1. 

Теорема Пусть (vh, t: h, тh ) - седлова.я то-чка Lrh на V h х Qh х Qh. 
Если О < р < r (l + v'S) / 2, то имеет .место следующая сходимость: 
vi:--t v h в Vh, t:i:--t t: h в Qh . 
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В разделе 3.5 содержатся численные эксперименты. Алгоритмы вери

фицировались на задачах о течении вязкой жидкости и вязкопластиче

ской среды, имеющих аналитические решения . Решена тестовая задача 

о течении вязкопластической среды в каверне с движущейся крышкой, 

проведено сравнение с результатами других авторов, использовавших ре

гуляризованные модели и конечноэлементную дискретизацию . 

Глава 4 посвящена исследованию трехмерной задачи вязкопластично
сти. Поскольку при обобщении предложенных разностных схем на про

странственный случай вторая разностная схема оказывается более удоб

ной, то именно она была выбрана для численной реализации . В разделе 4.1 
приводится вариационная постановка задачи, рассмотрены две внешние 

аппроксимации, для которых доказана сходимость приближённого реше

ния к точному. 

Первый шаг как метода Узавы, так и ALG2 состоит в решении задачи 
Стокса. Для схемы с неразнесёнными сетками матрица системы, соответ
ствующей дискретной обобщённой задаче Стокса, имеет нетривиальное 

ядро, причем размер этого ядра не меньше, чем Зn- 2, где n-число уз
лов по одному направлению . В разделе 4.2 приводится доказательство это
го факта, а также получен явный вид базисных векторов ядра. Из наличия 

ядра следует, что данная схема не удовлетворяет условию LBB и, следо
вательно, решение задачи не может быть получено без дополнительных 

ограничений . В диссертации рассмотрено два подхода к решению этой про

блемы. В разделе 4.3 используется техника стабилизации решений, предло
жен новый тип стабилизации . Обоснование данного метода основывается 

на понятии «Слабого» LВВ-неравенства 5 . Для рассматриваемой схемы оно 
имеет вид 

f P11.div 11.u11.d.011. 

sup -
0

:.:....' -
11

u-11.-ll-
2

11.-- 2: C1 llP11. llo - C2h.! ll[v tJllr,. (11} 

На основании ( 11) с помощью проектора П строится стабилизирующая 
добавка к уравнению для давления. 

Теорема Для любых u11. Е V 11. и Р11. Е Р11. существуют v11. Е V 11. и Ч11. Е Р11. 
такие, "'то {С = const не зависит от параметра сетки h.) 

В разделе 4.4 исследован подход, основанный на использовании структу
ры базисных векторов ядра . Показано, что для прямоугольных областей 

5Си . M.D . Gнnzburger, P.Bochev (2006) 
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ядро имеет тензорную структуру, на основе которой предложен быстрый 

алгоритм построения проекции вектора на линейное пространство, орто

гональное ядру. Показано, что рассматриваемая на подпространстве орто

гональном ядру матрица, соответствующая задаче Стокса , имеет (n - 2)3 

собственных значений, равных 1 , и ограниченное спектральное число обу
словленности . В разделе 4.5 содержатся результаты численных экспери

ментов с использованием двух предложенных подходов для задачи Стокса 

и для задачи о течении среды Бингама, проведено сравнение эффектив

ности . 

В пятой главе на основе предложенных разностных схем решены неста

ционарные задачи . Важной качественной особенностью задач о нестаци

онарном движении вязкопластических сред является конечность проме

жутка времени затухания движения при отсутствии внешних сил или их 

уменьшении до величины ниже некоторого порогового значения . Это яв

ляется принципиальным отличием от соответствующего течения вязкой 

жидкости, которое затухает экспоненциально за бесконечно большое вре

мя. Численно исследованы задачи об установлении и об остановке течения 

в каналах и каверне . Полученные результаты правильно воспроизводят 

поведение вязкопластической среды и полностью согласуются с теорети

ческими оценками. 

При решении обнаружены неизвестные ранее качественные особенно

сти нестационарных режимов - появление застойных зон , полностью или 

частично охватывающих контур границы ; при этом застойные зоны вы

ходят за критические кривые , ограничивающие застойные зоны в стацио

нарном случае . 

В заключении сформулированы основные результаты диссертации . 
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ОсновньIЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
Основной результат 

- на основе постановки в виде вариационного неравенства и теории 

разностных схем разработаны и исследованы новые численные методЫ ре

шения задач вязкопластичности (средЫ Вингама) . Этот результат состоит 

в следующем : 

• Предложены две разностные схемы для смешанной постановки в пе
ременных «скорость-тензор скоростей деформаций-тензор напряже

ний», являющиеся обобщением хорошо известных в вычислительной 

гидродинамике схем на разнесёШIЫх (МАС-схема) и полуразнесён

ных сетках, для задачи о течении в канале, плоской и трёхмерной 

задач вязкопластичности . На основе теории внешних аппроксимаций 

обоснована сходимость решения конечномерной задачи к решеншо 

непрерывной . 

• Разработаны , обоснованы и численно реализованы новые методы ре

шения задачи течения средЫ Вингама (на основе алгоритма Узавы и 
ALG2) 

• Для схемы на полуразнесеШIЫх сетках в трехмерном случае проведе
но аналитическое исследование ядра дискретного оператора гради

ента. Предложены, обоснованы и численно реализованы два подхода 

решения вырожденной задачи Стокса : поиск нормального решения 

на подпространстве, ортогональном ядру, и стабилизация разност

ной схемы путём введения дополнительного слагаемого в уравнение 

несжимаемости . 

• На основе разработанных разностных схем проведено численное мо

делирование нестационарных течений вязкопластической средЫ для 

задач течения в каверне и каналах. 

Автор выражает благодарность к.ф.-м .н . Н .Л. Замарашкину за науч
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Арушаняна, д.ф .-м .н . А . В . Вогатырёва, проф . В .А . Васенина, к .ф.-м .н . 

И . В. Оселедца, проф . В . Е . Победрю, к .ф .-м.н. И .А . Султанова, д.ф . - .м .н . 

Н . Г. Яковлева за плодотворные обсуждения и поддержку. Автор выража

ет глубокую признательность к .ф .-м.н . Л . В . Муравлёвой за постановку 

ряда проблем, исследованных в диссертации, и всестороннюю поддержку. 
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