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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âûðîæäàþùèåñÿ è ñèíãóëÿðíûå ýëëèï-

òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç íàèáîëåå âàæíûõ
ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé îáóñ-
ëîâëåíà ìíîãî÷èñëåííûìè èõ ïðèëîæåíèÿìè â ãàçîâîé äèíàìèêå,
òåîðèè îáîëî÷åê, òåîðèè óïðóãîñòè, ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû è äð.
Ê ÷èñëó ïåðâûõ â ýòîé îáëàñòè îòíîñèòñÿ ðàáîòà Ì. Â. Êåëäûøà
(1951), ãäå âïåðâûå óêàçàíû ñëó÷àè, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü
ãðàíèöû îáëàñòè ìîæåò îñâîáîæäàòüñÿ îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîñëå
Ì. Â. Êåëäûøà ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ áûëè ðàñïðîñòðàíåíû
íà øèðîêèå êëàññû óðàâíåíèé Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì, À. Â. Áèöàäçå,
Ë. Ä. Êóäðÿâöåâûì, È. À. Êèïðèÿíîâûì, Ï. È. Ëèçîðêèíûì, Ì.
È. Âèøèêîì, Â. Â. Ãðóøèíûì, Õ. Òðèáåëåì, Ô. Ã. Ìóõëèñîâûì è
ìíîãèìè äðóãèìè. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â äàííîé îáëàñòè îòðàæåíû
â ìîíîãðàôèÿõ À. Â. Áèöàäçå, Ì. Ì. Ñìèðíîâà è Õ. Òðèáåëÿ, òàì
æå èìååòñÿ îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ.

Îäíèì èç èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé çäåñü ÿâëÿåòñÿ
èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðà-
òîðîì Áåññåëÿ.

Óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì ïåðå-
ìåííûì êîòîðûõ äåéñòâóþò îïåðàòîðû Áåññåëÿ è èõ ðåøåíèÿ èùóòñÿ
â êëàññå ÷åòíûõ ïî ýòèì ïåðåìåííûì ôóíêöèé, È. À. Êèïðèÿíîâûì
áûëè íàçâàíû B - ýëëèïòè÷åñêèìè.

Ïåðâûå ðàáîòû ïî B - ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì îòíîñÿòñÿ ê
óðàâíåíèþ âèäà

4Bu =
p−1∑

i=1

∂2u

∂x2
i

+ Bxpu = 0, (1)

ãäå Bxp = x−k
p

∂
∂xp

(
xk ∂

∂xp

)
- îïåðàòîð Áåññåëÿ, k > 0 - ïîñòîÿííàÿ.
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Â 1948 ã. À. Âàéíøòåéíîì áûëè ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè p = 2 è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà. Â ýòîì æå
ãîäó È. Í. Âåêóà äîêàçàë êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è Äèðèõëå
äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè p = 2 è 0 < k < 1 â ïîëóïëîñêîñòè y > 0.
Ýòà ðàáîòà ïîñëóæèëà îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé Ì. Í.
Îëåâñêîãî, Ñ. Ï. Ïóëüêèíà, Â. Ô. Âîëêîäàâîâà, Þ. Ï. Êðèâåíêîâà
è äð.

Ïåðèîä íàèáîëåå èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè B - ýëëèïòè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé ïðèõîäèòñÿ íà ïîñëåäíèå òðè äåñÿòèëåòèÿ. Íà÷àëî
ýòîìó ïîëîæèëà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ðàáîòà È. À. Êèïðèÿíîâà (1967),
ãäå áûëà ñîçäàíà òåîðèÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè
áûëà ïðèìåíåíà ê èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ B - ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà íåõàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè
ãðàíèöû. Íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè ñòàâèëèñü îäíîðîäíûå óñëî-
âèÿ òèïà óñëîâèé ÷åòíîñòè.

Äàëåå, â ðàáîòàõ Í. Ð. Ðàäæàáîâà ïîñòðîåíû ïîâåðõíîñòíûå ïî-
òåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ è ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà íåõàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðàíèöû åñòü ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò
ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. À. Þ. Ñàçîíîâûì ýòè ðå-
çóëüòàòû îáîáùåíû íà îáùèå ëèíåéíûå B - ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà
íåõàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè.

×èñëî îïóáëèêîâàííûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàáîò ïî âûøå-
óêàçàííûì äâóì íàïðàâëåíèÿì çíà÷èòåëüíî.

Âîïðîñû æå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ B - ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äî ïîñëåä-
íåãî âðåìåíè îñòàâàëèñü îòêðûòûìè.

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êðàåâûõ
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çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ B - ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

TB(u) = ymBxu +
∂2u

∂y2
= 0, (2)

ãäå m > 0, k > 0;

EB(u) = Bxu + ym ∂2u

∂y2
= 0, (3)

ãäå m > 4, k > m
m−2 ;

LB(u) = Bxu +
∂

∂y

(
yα ∂u

∂y

)
= 0, (4)

ãäå 0 < α < 1, k > 0.
Öåëü ðàáîòû. Ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé (2) -

(4) è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ èõ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû è

ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòåíöèàëà, òåîðèè ôóíêöèè äåéñòâè-
òåëüíîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå
ðåçóëüòàòû.

1. Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ âûðîæäàþùèõñÿ B - ýë-
ëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2) - (4).

2. Èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé è, â ÷àñò-
íîñòè, ïðèíöèï ìàêñèìóìà è èõ ïîâåäåíèå ïðè y → 0.

3. Äàíû ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûøåóêàçàííûõ óðàâíå-
íèé è äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè èõ ðåøåíèÿ.

4. Ïîñòðîåíû ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ è èññëåäîâà-
íû èõ ñâîéñòâà è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû òåîðåìû î ïðåäåëüíûõ
çíà÷åíèÿõ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è êîíîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
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5. Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ âûøåóêàçàííûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû äëÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ìíîãî-
ìåðíûõ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è B - ýëëèïòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé è íàéòè ïðèëîæåíèå â îñåñèììåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ
òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ âàæíûõ âî-
ïðîñîâ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äàííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà ñå-
ìèíàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òàòàðñêîãî ãîñóäàðñò-
âåííîãî ãóìàíèòàðíî - ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü
� Ìóõëèñîâ Ô. Ã.). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü
íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 125-ëåòèþ Êàçàíñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (Êàçàíü, 2001); òðåòüåé
Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû - êîíôåðåíöèè "Ëîáà-
÷åâñêèå ÷òåíèÿ - 2003"(Êàçàíü, 2003); Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè"(Êàçàíü,
2004); ïÿòîé Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñòó-
äåíòîâ "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé íàóêè"(Êàçàíü, 2004);
ñåìèíàðå, ïîñâÿùåííîì 60-ëåòèþ ïðîôåññîðà Â.Í. Âðàãîâà (Íîâîñè-
áèðñê, 2005); ×åòâåðòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëû-êîíôåðåíöèè
(Êàçàíü, 2005); òðåòüåé Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è"(Ñàìàðà, 2006); íà
íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ íà êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ÒÃÃÏÓ è ïðè êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÊÃÓ;
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ Ñ. Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ, 5-12 îêòÿáðÿ 2008).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [1] - [9].
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Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 107 ñòðàíèö
è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 16 ïàðàãðàôîâ è
ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 51 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèå äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì
ñ òåìîé äèññåðòàöèè, à òàêæå êðàòêî îõàðàêòåðèçîâàíû ðåçóëüòàòû
àâòîðà, èçëîæåííûå â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Â ïåðâîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøå-
íèÿ îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ B - ýëëèïòè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ (2).

Â �1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), êîòîðîå
èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.

Â �2 äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2),
íà îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçó÷àþòñÿ åãî ñâîéñòâà è, â ÷àñòíîñ-
òè, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Â �3 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(2) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è:

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
D̄+

) ∩ C2
B

(
D+

)
;

TB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

u(x, y) = o(1) ïðè y → 0;

u|Γ+ = ϕ (ξ, η) , ϕ (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
,

ãäå Cm(Γ+) - ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ (ξ, η) èç C (Γ+), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ ϕ (ξ, η) = o(ηm) ïðè η → 0, C2

B (D+) - ìíîæåñòâî
÷åòíûõ ïî x ôóíêöèé èç C2 (D+).
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Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ
u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
D̄+

e

) ∩ C2
B

(
D+

e

)
;

TB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;

u = o(1) ïðè y → 0;

u = o (1) ïðè r =
√

x2 + y2 →∞;

u|Γ+ = ψ (ξ, η) , ψ (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C2
B

(
D+

) ∩ C1
(
D+ ∪ Γ+ ∪ Γ0

) ∩ C
(
D̄+

)
;

TB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

u = o(1) ïðè y → 0;

A [u]|Γ+ = f (ξ, η) , f (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
,

ãäå A [] = ymcos(n, x) ∂
∂x + cos(n, y) ∂

∂y - êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, n

- âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå Γ+.
Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ

u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C1
(
D+

e ∪ Γ+ ∪ Γoe

) ∩ C2
B

(
D+

e

) ∩ C
(
D̄+

e

)
;

TB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;

u = O
(
ρ
−(k+α1)
0

)
, A [u] = O

(
ρ
−(k+1+α2)
0

)
ïðè r →∞,

ãäå ρ0 =

√
x2 +

4
(m + 2)2

ym+2, 0 < αj < 1, j = 1, 2;

u = o(1) ïðè y → 0;
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A [u]|Γ+ = g (ξ, η) , g (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

Â �4 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ε(ξ, η; x0, y0) óðàâíå-
íèÿ (2) ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

v (x, y) =
∫

Γ+

µ (ξ, η) ε (ξ, η; x, y) ξkdΓ+,

w (x, y) =
∫

Γ+

ν (ξ, η) Ap [ε (ξ, η; x, y)] ξkdΓ+.

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçû-
âàþòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ
è êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå
Γ+ îáëàñòè D+.

Òåîðåìà 1. 
Ïóñòü Γ+ � êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè ν (ξ, η) ∈ C0 (Γ+), òî
äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ:

wi (x0, y0) = −1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),

we (x0, y0) =
1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),

ãäå wi (x0, y0) è we (x0, y0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöè-
àëà â òî÷êå (x0, y0) ∈ Γ+ ïðè (x, y) → (x0, y0) ñîîòâåòñòâåííî èç-
íóòðè è èçâíå Γ+, à w (x0, y0) - ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà w (x, y)

íà Γ+.
Òåîðåìà 2. 
Ïóñòü Γ+ � êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-

äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè µ ∈ C0 (Γ+), òî äëÿ
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

AM0 [v (x0, y0)]i =
1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],
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AM0 [v (x0, y0)]e = −1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],

ãäå AM0 [v (x0, y0)]i è AM0 [v (x0, y0)]e îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå
M0 (x0, y0) ïðè (x, y) → (x0, y0) ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå
Γ+, à AM0 [v (x0, y0)] - ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé
ýòîãî ïîòåíöèàëà íà Γ+.

Â �5 êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñâîäÿòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ
èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Åñëè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ðàçðåøèìû, òî ðàç-
ðåøèìû è ñàìè êðàåâûå çàäà÷è. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì.

Òåîðåìà 3. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàò-
íûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè g (x, y) ∈ C0 (Γ+)

ðàçðåøèìà çàäà÷à Ne è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 4. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàò-
íûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè ϕ (x, y) ∈ C0 (Γ+)

ðàçðåøèìà çàäà÷à Diè ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 5. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàò-
íûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè ψ (x, y) ∈ C0 (Γ+)

ðàçðåøèìà çàäà÷à De è ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 6. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàò-
íûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè f (x, y) ∈ C0 (Γ+)

ðàçðåøèìà çàäà÷à Ni è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàçáèðàþòñÿ âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñò-
âåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ B - ýëëèïòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà (3)
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Â �1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).
Â �2 äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíå-

íèÿ.
Â �3 èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) è, â ÷àñòíîñòè,

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) â îáëàñòè D+ èç
C1

(
D̄+

)∩C2
B (D+) ñ ãðàíè÷íûì äàííûì èç Cm(Γ+) ïðèíàäëåæèò ê

êëàññó Cm(D̄+) ïðè ëþáîì m > 4, ãäå Cm(D̄+) - ìíîæåñòâî ôóíêöèé
u (x, y) èç C(D̄+), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ u (x, y) = o (ym) ïðè
y → 0.

Â �4 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(3) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå êðàåâûå çàäà÷è.
Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEi).Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ Cm

(
D̄+

) ∩ C2
B

(
D+

)
;

EB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

u|Γ+ = ϕ (ξ, η) , ϕ (ξ, η) ∈ Cm

(
Γ+

)
.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à DE (Çàäà÷à DEe). Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ Cm

(
D̄+

e

) ∩ C2
B

(
D+

e

)
;

EB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;

u = o (1) ïðè ρ0 →∞,

ãäå ρ2
0 = x2 + 4

(2−m)2
y2−m;

u|Γ+ = ψ (ξ, η) , ψ (ξ, η) ∈ Cm

(
Γ+

)
.
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Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à NE (Çàäà÷à NEi).Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C2
B

(
D+

) ∩ C1
(
D+ ∪ Γ+

) ∩ Cm

(
D̄+

)
;

EB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

A [u]|Γ+ = f (ξ, η) , f (ξ, η) ∈ Cm

(
Γ+

)
.

ãäå A [] = y−mcos(n, x) ∂
∂x + cos(n, y) ∂

∂y - êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ, n - åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ+.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à NE (Çàäà÷à NEe). Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C1
(
D+

e ∪ Γ+
) ∩ C2

B

(
D+

e

) ∩ Cm

(
D̄+

e

)
;

EB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;

u = O
(
(ρ2

0)
−( k

2 + m
2(m−2) )

)
ïðè ρ0 →∞;

A [u]|Γ+ = g (ξ, η) , g (ξ, η) ∈ Cm

(
Γ+

)
.

Â �5 ââîäÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

v (x, y) =
∫

Γ+

µ (ξ, η) ε (ξ, η;x, y) ξkdΓ+,

w (x, y) =
∫

Γ+

ν (ξ, η) Ap [ε (ξ, η;x, y)] ξkdΓ+.

Â �1 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå èìååò ëîãà-
ðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Ïîýòîìó ïîòåíöèàëû íà ãðàíèöå Γ+ âåäóò
ñåáÿ òàê æå, êàê ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû, ò. å. èìåþò ìåñòî
ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 7. 
Ïóñòü Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäè-
íàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè ν (ξ, η) ∈ Cm (Γ+), òî äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

wi (x0, y0) = −1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),
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we (x0, y0) =
1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),

ãäå wi (x0, y0) è we (x0, y0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöè-
àëà w (x, y) â òî÷êå (x0, y0) ∈ Γ+ ïðè (x, y) → (x0, y0) ñîîòâåòñòâåí-
íî èçíóòðè è èçâíå Γ+, à w (x0, y0) - ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà
w (x, y) â òî÷êå (x0, y0).

Òåîðåìà 8. 
Ïóñòü Γ+- êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè ïëîòíîñòü µ (ξ, η) ∈
Cm (Γ+), òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåí-
öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

AM0 [v (x0, y0)]i =
1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],

AM0 [v (x0, y0)]e = −1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],

ãäå AM0 [v (x0, y0)]i è AM0 [v (x0, y0)]e îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå
M0 (x0, y0) ∈ Γ+ ïðè M (x, y) → M0 (x0, y0) ñîîòâåòñòâåííî èçíóò-
ðè è èçâíå Γ+, à AM0 [v (x0, y0)] - ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Â �6 çàäà÷è DEi, DEe, NEi è NEe ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì.

Òåîðåìà 9. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäèíàò-
íûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè g (x, y) ∈ Cm (Γ+)

ðàçðåøèìà çàäà÷à NEe è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 10. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè ϕ (x, y) ∈
Cm (Γ+) ðàçðåøèìà çàäà÷à DEiè ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.
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Òåîðåìà 11. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè ψ (x, y) ∈
Cm (Γ+) ðàçðåøèìà çàäà÷à DEe è ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 12. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè f (x, y) ∈
Cm (Γ+) ðàçðåøèìà çàäà÷à NEi è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âû-
ðîæäàþùåãîñÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî B− ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4).

Â �1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) è èçó÷à-
þòñÿ åãî ñâîéñòâà.

Â �2 äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4)
è íà îñíîâå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíöèïå
ìàêñèìóìà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Â �3 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (4) è äîêà-
çûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Íàéòè ôóíêöèþ
u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
D̄+

) ∩ C2
B

(
D+

)
;

LB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

u = o(1) ïðè y → 0;

u|Γ+ = ϕ (ξ, η) , ϕ (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De).Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C
(
D̄+

e

) ∩ C2
B

(
D+

e

)
;

LB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;
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u = o(1) ïðè y → 0;

u = o (1) ïðè r →∞;

u|Γ+ = ψ (ξ, η) , ψ (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Íàéòè ôóíêöèþ
u (x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C2
B

(
D+

) ∩ C1
(
D+ ∪ Γ+

) ∩ C
(
D̄+

)
;

LB (u) = 0, (x, y) ∈ D+;

u = o(1) ïðè y → 0;

A [u]|Γ+ = f (ξ, η) , f (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

ãäå A [] = cos(n, x) ∂
∂x + yαcos(n, y) ∂

∂y - êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
n− åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ+.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne).Íàéòè ôóíêöèþ u (x, y),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u (x, y) ∈ C1
(
D+

e ∪ Γ+
) ∩ C2

B

(
D+

e

) ∩ C
(
D̄+

e

)
;

LB (u) = 0, (x, y) ∈ D+
e ;

u = O
(
r−k

)
ïðè r =→∞;

u = o(1) ïðè y → 0;

A [u]|Γ+ = g (ξ, η) , g (ξ, η) ∈ C0

(
Γ+

)
.

Â �4 ââîäÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

v (x, y) =
∫

Γ+

µ (ξ, η) ε (ξ, η; x, y) ξkdΓ+,

w (x, y) =
∫

Γ+

ν (ξ, η) Ap [ε (ξ, η; x, y)] ξkdΓ+.
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Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè äîêàçûâà-
þòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ íà ãðàíèöå Γ+

îáëàñòè D+.
Òåîðåìà 13. 
Ïóñòü Γ+ � êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-

äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè ν (ξ, η) ∈ C0 (Γ+), òî äëÿ
ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ

wi (x0, y0) = −1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),

we (x0, y0) =
1
2
ν (x0, y0) + w (x0, y0),

ãäå wi (x0, y0) è we (x0, y0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöè-
àëà â òî÷êå (x0, y0) ∈ Γ+ ïðè (x, y) → (x0, y0) ñîîòâåòñòâåííî èç-
íóòðè è èçâíå Γ+, à w (x0, y0) - ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà w (x, y)

â òî÷êå (x0, y0).
Òåîðåìà 14. 
Ïóñòü Γ+ � êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êî-

îðäèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë. Òîãäà åñëè ïëîòíîñòü µ (ξ, η) ∈
C0 (Γ+), òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåí-
öèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè

AM0 [v (x0, y0)]i =
1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],

AM0 [v (x0, y0)]e = −1
2
µ (x0, y0) + AM0 [v (x0, y0)],

ãäå AM0 [v (x0, y0)]i è AM0 [v (x0, y0)]e îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå
M0 (x0, y0) ∈ Γ+ ïðè (x, y) → (x0, y0) ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è
èçâíå Γ+, à AM0 [v (x0, y0)] - ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Â �5 êðàåâûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåä-
ãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì.
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Òåîðåìà 15. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè ϕ (x, y) ∈
C0 (Γ+) ðàçðåøèìà çàäà÷à Diè ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 16. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà, îáðàçóåò ñ êîîðäè-
íàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë è ψ (x, y) ∈ C0 (Γ+), òî ðàçðåøèìà
çàäà÷à De è ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

u(x, y) =
∫

Γ+

ν (ξ, η)AP [ε (ξ, η; x, y)] ξkdΓ+ +
1

(r2
0)

γ

∫

Γ+

ν (ξ, η) ξkdΓ+,

ãäå γ = k
2 + α

2(2−α) .
Òåîðåìà 17. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîðäè-

íàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, ôóíêöèÿ f (x, y) ∈ C0 (Γ+) è óäîâëåò-
âîðÿåò óñëîâèþ ∫

Γ+

f (ξ, η) ξkdΓ+ = 0,

òî ðàçðåøèìà çàäà÷à Ni è ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 18. 
Åñëè Γ+ - êðèâàÿ Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ êîîð-
äèíàòíûìè îñÿìè ïðÿìîé óãîë, òî äëÿ ýòîé êðèâîé ïðè g (x, y) ∈
C0 (Γ+) ðàçðåøèìà çàäà÷à Ne è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíî â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ô. Ã. Ìóõëèñîâó çà ïîìîùü è ñîâåòû,
êîòîðûå îí îêàçûâàë ìíå â ïåðèîä íàïèñàíèÿ ýòîé ðàáîòû.
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