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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Систематическое исследование структур почти
произведения (π - структур), в том числе и римановых структур почти
произведения, было начато в середине 50-х годов прошлого столетия. К
числу первых работ в этом направлении следует видимо отнести рабо-
ты Легранда [12] - [14]. В работе [14] Легранд исследовал естественную
π-структуру на главном расслоенном многообразии, горизонтальное рас-
пределение которой задавалось инфинитезимальной связностью. Большое
число работ посвящено построению различных связностей, согласованных
с π-структурой [11], [13]. В работах Б.Н. Шапукова [4] - [6] изучались есте-
ственные π-структуры и связности на расслоенных пространствах и их ав-
томорфизмы.

Имеется большое число различных классов (римановых) структур почти
произведения. В работе [15] Навейра получил 64 класса римановых струк-
тур почти произведения аналогично тому, как это было сделано Греем и
Хервелла в [9] для почти эрмитовых структур. В работе [3] С.Е. Степанов
выделил восемь основных классов структур почти произведения, заданных
на гладком многообразии с линейной связностью без кручения. Указанным
классам даны геометрические характеристики и получены инвариантные
признаки принадлежности тому или иному классу.

Изучение специальных римановых метрик на касательном расслоении
TM гладкого многообразияM начинается с известной работы Сасаки [16],
в которой вводится и исследуется естественный класс метрик, являющих-
ся эрмитовыми относительно почти комплексной структуры, порожденной
связностью Леви-Чивита римановой метрики g базисного многообразияM .

Изучались также римановы метрики на TM , у которых по главной диа-
гонали стоят разные блоки. Такие метрики уже не являются эрмитовы-
ми, а принадлежат классу римановых метрик естественной структуры по-
чти произведения. Примером такой метрики является известная метрика
Чигера-Громола, [10], [17]. В указанных работах получены некоторые оцен-
ки различных кривизн касательного расслоения в зависимости от кривиз-
ны базы.
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Автоморфизмы касательных расслоений со специальными римановыми
метриками исследованы в работах [1], [7].

Целью диссертационной работы является изучение римановых струк-
тур почти произведения, заданных на касательном расслоении гладкого
многообразия, в частности, получение инвариантных характеристик клас-
сов Навейра и С.Е. Степанова, а также исследование кривизн касательного
расслоения риманова многообразия, наделенного специальной римановой
метрикой структуры почти произведения.

Методы исследования. Основным методом исследования, применяе-
мым в работе, является аппарат тензорного анализа. Большая часть вы-
числений проводится в бескоординатной форме с использованием исчисле-
ния Кошуля. Исследования носят локальный характер и ведутся в классе
достаточно гладких функций.

Научная новизна. Результаты работы, выносимые на защиту, явля-
ются новыми.

Результаты, выносимые на защиту:

1. Исследованы обобщенные лагранжевы пространства с метрикой Там-
ма

ḡij = ϕ(z)gij + ψ(z)yiyj,

где ϕ и ψ - произвольные функции аргумента z = 1
2gpsy

pys, yi = gipy
p,

ϕ 6= 0, ϕ + 2zψ 6= 0, а gij(x) - компоненты (псевдо) риманова метри-
ческого тензора. Выяснено, что метрика Тамма принадлежит классу
обощенных финслеровых метрик тогда и только тогда, когда она явля-
ется локально конической, [2]. Установлено, что среди метрик Тамма
нет финслеровых метрик. Доказано, что экстремали ассоциированно-
го лагранжева пространства с метрикой Тамма совпадают с геодези-
ческими риманова пространства с метрикой g, а усеченная связность
Картана метрики Тамма совпадает со связностью Леви-Чивита мет-
рики g.

2. На касательном расслоении риманова многообразия изучен специаль-
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ный класс римановых метрик структуры почти произведения

g̃ = gij(x)dxi ⊗ dxj + ḡij(x, y)δxi ⊗ δxj,

где gij - компоненты риманова метрического тензора базисного много-
образия, ḡij - компоненты метрики Тамма, причем ϕ > 0, ψ ≥ 0. Дан-
ный класс содержит как частный случай метрику Сасаки, метрику
Чигера-Громола. Вычислена связность Леви-Чивита метрики g̃, полу-
чены выражения для тензора кривизны, тензора Риччи, секционных
кривизн касательного расслоения, наделенного метрикой, принадле-
жащей рассматриваемому классу. Установлена зависимость скалярной
кривизны касательного расслоения от функций ϕ, ψ и объектов базис-
ного многообразия. В случае, когда базисное многообразие является
пространством постоянной секционной кривизны, найдены условия на
метрику g̃ и размерность базы, при которых скалярная кривизна каса-
тельного расслоения является постоянной величиной. Для некоторых
частных случаев римановых метрик g̃ установлена зависимость проме-
жутков знакопостоянства скалярной кривизны касательного расслое-
ния от размерности и кривизны базы.

3. Установлены условия принадлежности классам Навейра римановых
структур почти произведения, заданных на касательном расслоении
гладкого многообразия с помощью инфинитезимальной связности и
метрики

g̃ = gij(x, y)dxi ⊗ dxj + ḡij(x, y)δxi ⊗ δxj,

где gij = gji, ḡij = ḡji, det‖gij‖ 6= 0, det‖ḡij‖ 6= 0.

4. Получены инвариантные характеристики классов С.Е. Степанова струк-
тур почти произведения в случае, когда в качестве исходного многооб-
разия выступает касательное расслоение, структура почти произведе-
ния определена инфинитезимальной связностью, а в качестве линей-
ной связности выбрана связность Леви-Чивита римановой метрики g̃
структуры почти произведения.

5. Получены тензорные признаки классов Грея-Хервеллы почти эрми-
товых структур, естественным образом возникающих на касательном
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расслоении почти симплектического многообразия.

Теоретическая значимость. Работа носит теоретический характер.
Полученные результаты могут быть использованы при дальнейшем изу-
чении структур почти произведения, римановых метрик структуры почти
произведения, геометрии касательного расслоения, в аналитической меха-
нике.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и обсуж-
дались на геометрическом семинаре физико-математического факультета
Пензенского гос. пед. университета (2004-2008гг.), на Четвертой молодеж-
ной научной школе конференции (Казань, декабрь 2005г.), на Пятой мо-
лодежной научной школе конференции (Казань, декабрь 2006г.), на Меж-
дународной конференции "Лаптевские чтения"(Пенза, декабрь 2006г.), на
Шестой молодежной научной школе конференции (Казань, декабрь 2007г.),
на XIX международной летней школе - семинаре "Волга-2007"по пробле-
мам теоретической и математической физики (Казань, июнь 2007г.), на
геометрическом семинаре им. Г.Ф. Лаптева при МГУ им. М.В. Ломоносо-
ва (Москва, октябрь 2008г.), на геометрическом семинаре КГУ (Казань,
октябрь 2008г.).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 7 ра-
ботах.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех
глав основного текста, включающего в себя 15 параграфов, и списка лите-
ратуры, содержащего 69 работ. Диссертация изложена на 150 листах ма-
шинописного текста.

ОБЗОР СОДЕРЖАНИЯ ДИССЕРТАЦИИ

Введение содержит обзор литературы по теме диссертации, обоснова-
ние актуальности темы и краткое содержание работы.

Глава 1 (§1-5) в основном носит реферативный характер.
В §1 вводятся понятия структуры почти произведения, римановой струк-

туры почти произведения, почти эрмитовой структуры. В §2 приводится
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классификация С.Е. Степанова структур почти произведения на многооб-
разии с линейной связностью. Даются определения и геометрическая ин-
терпретация для каждого из классов, прослеживаются принципы построе-
ния данной классификации. §3 посвящен классификации Навейра римано-
вых многообразий почти произведения. Рассматриваются алгебраические
основы построения данной классификации, а также геометрические свой-
ства некоторых классов, [8]. В §4 приводятся основные идеи классифика-
ции Грея-Хервеллы почти эрмитовых структур.

В §5 главы 1 исследуется пространство с метрикой Тамма.
Гладкое n-мерное многообразие M называется пространством Тамма,

если в каждом касательном пространстве TxM задана (псевдо) риманова
метрика, инвариантная относительно всех вращений и зависящая гладким
образом от x ∈M . Компоненты метрического тензора пространства Тамма
имеют вид

ḡij = ϕ(z)gij + ψ(z)yiyj, (1)

где ϕ и ψ - произвольные функции аргумента z = 1
2gpsy

pys, такие, что
ϕ 6= 0, ϕ+ 2zψ 6= 0, а gij(x) - компоненты (псевдо) риманова метрического
тензора, yi = gipy

p. Получены условия, при которых метрика Тамма явля-
ется метрикой обобщенного финслерова пространства (Лемма 5.1). Уста-
новлено, что среди метрик Тамма нет финслеровых метрик (Лемма 5.2),
но есть лагранжевы метрики (Лемма 5.4). Доказано, что экстремали ас-
социированного лагранжева пространства с метрикой Тамма совпадают с
геодезическими риманова пространства с метрикой g (Лемма 5.5); усечен-
ная связность Картана регулярного обобщенного пространства с метрикой
Тамма совпадает со связностью Леви-Чивита метрики g (Лемма 5.6).

Глава 2 (§6-9) посвящена классификациям структур почти произведе-
ния, римановых структур почти произведения и почти эрмитовых струк-
тур, естественным образом возникающих на касательном расслоении глад-
кого многообразия с заданной инфинитезимальной связностью.

В §6 на касательном расслоении гладкого многообразия вводятся струк-
тура почти произведения P и почти комплексная структура J , определяе-
мые заданной инфинитезимальной связностью. Рассматривается риманова
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метрика структуры почти произведения. В адаптированных координатах
матрица компонент метрического тензора этой структуры имеет вид

(g̃IJ) =

(
gij(x, y) 0

0 ḡij(x, y)

)
. (2)

Вычислены коэффициенты связности Леви-Чивита данной метрики. Уста-
новлен также вид матрицы произвольной эрмитовой метрики на TM и
выделен естественный частный случай

(ĝIJ) =

(
0 ωij(x)

−ωij(x) 0

)
, (3)

когда базисное многообразиеM наделено почти симплектической структу-
рой ω = 1

2ωijdx
i ∧ dxj.

В §7 исследуются инвариантные характеристики классов С.Е. Степа-
нова структур почти произведения, заданных на касательном расслоение
гладкого многообразия, распределение горизонтальных площадок которых
определяется инфинитезимальной связностью с коэффициентами Nk

i (x, y),
а в качестве линейной связности выступает связность Леви-Чивита метри-
ки (2). Инвариантные признаки классов получены в виде условий, накла-
дываемых на компоненты метрического тензора g̃IJ , тензора

B̄k
ij = Lk

ij − Γ̄k
ij =

.

∂jN
k
i −

1

2
ḡks(δiḡsj + δj ḡis − δsḡij) (4)

и подобъект объекта неголономности Rk
ij = δjN

k
i − δiNk

j , где {δi} - локаль-
ный базис горизонтального распределения инфинитезимальной связности.
Доказаны следующие утверждения:

Теорема 7.1. Структура почти произведения на TM является ин-
тегрируемой тогда и только тогда, когда Rk

ij = 0. Если Rk
ij 6= 0, то

структура полуинтегрируема.

Теорема 7.2. Для того, чтобы структура почти произведения на TM
была плоской необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие
условия:

gij·m − ḡmpR
p
ij = 0, ḡpjB̄

p
mi + ḡipB̄

p
mj = 0. (5)

В случае, когда справедливо только одно из данных равенств, структура
является полуплоской.
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Теорема 7.3. Для того чтобы структура почти произведения на TM
была чебышевской необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

gij·m + ḡmpR
p
ij = 0, ḡpjB̄

p
mi + ḡipB̄

p
mj = 0. (6)

Если выполняется только одно из данных равенств, то структура явля-
ется получебышевской.

Теорема 7.4. Для того, чтобы структура почти произведения на TM
была полугеодезической необходимо и достаточно, чтобы выполнялось од-
но из следующих условий:

∂̇mgij = 0, Rk
ij = 0, (7)

ḡpjB̄
p
mi + ḡipB̄

p
mj = 0. (8)

В случае одновременного выполнения условий (7),(8) структура является
геодезической и полудекартовой.

В §8 получены инвариантные характеристики классов Навейра рима-
новых структур почти произведения в случае, когда в качестве исходно-
го многообразия выступает касательное расслоение TM , структура почти
произведения определяется инфинитезимальной связностью, а метрика (2)
рассматривается как риманова метрика почти произведения.

Доказаны, следующие утверждения (Теоремы 8.1 - 8.14).

Горизонтальное распределение римановой структуры почти произведе-
ния (TM, g̃, P ) удовлетворяет
а) условию F (является интегрируемым), если и только если Rk

ij = 0;

б) условию AF (является вполне геодезическим) тогда и только тогда, ко-
гда

∂̇sgij = 0; (9)

в) условию TGF (задает вполне геодезическое слоение), если и только если

Rk
ij = 0, ∂̇kgij = 0; (10)

г) условию D1 (является минимальным) тогда и только тогда, когда спра-
ведливо равенство

n∑
i=1

f p
i f

s
i (∂̇mgps − ḡmkR

k
ps) = 0; (11)
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д) условию F1 (задает минимальное слоение), если и только если выполня-
ются условия

Rk
ij = 0,

n∑
i=1

f p
i f

s
i ∂̇mgps = 0; (12)

е) условию D2 (является омбилическим), тогда и только тогда, когда

∂̇mgij −
1

n
gij

n∑
l=1

f p
l f

s
l (∂̇mgps − ḡmkR

k
ps) = 0; (13)

ж) условию F2 (задает омбилическое слоение), если и только если имеют
место равенства:

Rk
ij = 0, ∂̇mgij −

1

n
gij

n∑
l=1

f p
l f

s
l ∂̇mgps = 0. (14)

Вертикальное распределение рассматриваемой римановой структуры по-
чти произведения (TM, g̃, P ) является интегрируемым, и удовлетворяет

а) условию AF , а следовательно и TGF (задает вполне геодезическое
слоение) тогда и только тогда, когда

ḡpjB̄
p
mi + ḡipB̄

p
mj = 0; (15)

б) условиюD1, а следовательно и F1 (задает минимальное слоение) тогда
и только тогда, когда cправедливо равенство:

n∑
i=1

fn+p
n+i f

n+s
n+i (ḡlsB̄

l
mp + ḡplB̄

l
ms) = 0; (16)

в) условию D2, а следовательно и F2 (задает омбилическое слоение),
если и только если выполняется условие:

ḡkjB̄
k
mi + ḡikB̄

k
mj −

1

n
ḡij

n∑
l=1

fn+p
n+l f

n+s
n+l (ḡksB̄

k
mp + ḡpkB̄

k
ms) = 0. (17)

Здесь f p
i , f

n+p
n+i - функции на TM , det‖f p

i ‖ 6= 0, det‖fn+p
n+i ‖ 6= 0, являющи-

еся коэффициентами разложения ортонормированного базиса {Ei, En+i},
Ei ∈ H, En+i ∈ V , по векторным полям естественного адаптированного
базиса на TM : Ei = f p

i δp, En+i = fn+p
n+i ∂̇p. Имеет место

Теорема 8.15. Если на TM задана риманова метрика g̃ = gij(x)dxi ⊗
dxj + ḡijδy

i ⊗ δyj, где ḡij = ϕ(z)gij + ψ(z)yiyj - компоненты метрики
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Тамма, и инфинитезимальная связность порождается усеченной связ-
ностью Картана метрики Тамма, то риманова структура почти про-
изведения (TM, g̃, P ) принадлежит классу Навейра (AF, TGF ).

В §9 получены признаки классов Грея-Хервеллы почти эрмитовой струк-
туры, заданной на касательном расслоении гладкого многообразия с эрми-
товой метрикой (3), в случае, когда инфинитезимальная связность порож-
дается связностью ∇, согласованной с почти симплектической структурой
ω. Доказаны следующие утверждения:

Теорема 9.1. Почти эрмитова структура (TM, ĝ, J) является келе-
ровой тогда и только тогда, когда форма ω является симплектической,
связность ∇ не имеет кручения и является плоской.

Теорема 9.3. Почти эрмитова структура (TM, ĝ, J) является почти
келеровой тогда и только тогда, когда базисное многообразие (M,ω) яв-
ляется симплектическим пространством с нулевым тензором кривизны.

Также установлено, что для почти эрмитовых структур (TM, ĝ, J) клас-
сы приближенно келеровых, локально конформно келеровых, эрмитовых и
эрмитовых семи-келеровых структур сводятся к классу келеровых (Тео-
рема 9.2), а класс квази келеровых структур - к классу почти келеровых
(Теорема 9.4).

В главе 3 (§10-15) на касательном расслоении риманова многообра-
зия (M, g) рассматривается структура почти произведения, горизонталь-
ное распределение которой определяется связностью Леви-Чивита метри-
ки g. Изучается класс римановых метрик структуры почти произведения,
матрицы которых в адаптированных к структуре почти произведения ко-
ординатах имеют следующий блочно-диагональный вид:

g̃IJ =

(
gij 0

0 ϕ(z)gij + ψ(z)yiyj

)
, (18)

где ϕ, ψ - некоторые функции аргумента z = 1
2gpsy

pys, такие что ϕ > 0 и
ψ ≥ 0. Для метрик данного класса, содержащего как частные случаи мет-
рику Сасаки, метрику Чигера-Громола, исследуются различные кривизны
касательного расслоения (TM, g̃).
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В §10 для метрик рассматриваемого класса получены выражения, опре-
деляющие связность Леви-Чивита. В §11 вычислен тензор кривизны каса-
тельного расслоения с метрикой (18). В §12 построен специальный орто-
нормированный репер касательного расслоения с метрикой (18), состоящий
из лифтированных векторов ортонормированного репера базисного много-
образия. Получены равенства, определяющие тензор Риччи пространства
(TM, g̃).

В §13 найдены секционные кривизны риманова многообразия (TM, g̃).
Доказано (Теорема 13.1), что в случае, когда базисное многообразие явля-
ется пространством постоянной секционной кривизны k, для секционных
кривизн касательного расслоения с метрикой g̃ справедливы следующие
утверждения: K̃(Xh, Y h) неотрицательны при 0 ≤ k ≤ 2

3zϕ ; K̃(Xh, Y v)

неотрицательны; K̃(Xv, Y v) знакопеременны.
Вычислены секционные кривизны пространства (TM, g̃) вдоль двумер-

ных направлений, определяемых векторами построенного ортонормирован-
ного репера. Справедлива

Теорема 13.2. Среди пространств (TM, g̃) нет пространств посто-
янной ненулевой секционной кривизны.

В §14 найдена скалярная кривизна пространства (TM, g̃). В случае,
когда базисное многообразие имеет постоянную секционную кривизну k,
получена формула, выражающая зависимость скалярной кривизны каса-
тельного расслоения с метрикой (18) от кривизны k, размерности n базы и
функций ϕ и ψ. Имеет место

Теорема 14.1. Если базисное многообразие является пространством
постоянной секционной кривизны k, а функции ϕ и ψ таковы, что ϕ = a2

z ,

ψ ≥ 0, где a - отличная от нуля константа, то касательное расслоение
с метрикой g̃ имеет постоянную скалярную кривизну.

В §15, полагая что (M, g) - риманово многообразие постоянной секци-
онной кривизны k, исследованы промежутки знакопостоянства скалярной
кривизны касательного расслоения (TM, g̃) для некоторых частных случа-
ев метрики g̃. Доказаны следующие утверждения:

Теорема 15.1. Пусть риманово многообразие (M, g) имеет постоян-
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ную секционную кривизну k, ϕ = a2

z , ψ ≥ 0, (a = const 6= 0). Тогда ска-
лярная кривизна S̃ пространства (TM, g̃)

равна нулю при k =
n±
√

n2+2(n−2)
2a2 ;

положительна при k ∈ (
n−
√

n2+2(n−2)
2a2 ,

n+
√

n2+2(n−2)
2a2 );

отрицательна при k ∈ (−∞, n−
√

n2+2(n−2)
2a2 ) ∪ (

n+
√

n2+2(n−2)
2a2 ,+∞).

Теорема 15.2. Пусть (M, g) - риманово многообразие постоянной сек-
ционной кривизны k, ϕ = 1, ψ = c, где c = const > 0. Тогда ска-
лярная кривизна S̃ касательного расслоения (TM, g̃) отрицательна при
k ∈ (−∞,−c], положительна при k = 0, и знакопеременна в остальных
случаях.

Если (M, g) - риманово многообразие постоянной секционной кривизны
k, g̃ - метрика Сасаки, то скалярная кривизна S̃ касательного расслоения
(TM, g̃) отрицательна при k < 0, равна нулю при k = 0 и знакопеременна
при k > 0.
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