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Общая характеристика работы

Гидродинамическое взаимодействие дисперсных частиц влияет на мак-
роскопические свойства суспензии и может качественно изменять профиль
скорости. Диссертация посвящена исследованию гидродинамического взаи-
модействия частиц, образующих бесконечную периодическую решетку, в по-
токе вязкой жидкости при малых числах Рейнольдса.

Актуальность темы исследования. При определенных условиях ча-
стицы в суспензии образуют периодические структуры (коллоидные кристал-
лы). Физические свойства коллоидных кристаллов могут сильно отличаться
от свойств неструктурированных дисперсных систем. Адекватное описание
гидродинамического взаимодействия частиц в периодических средах необхо-
димо при разработке высокотехнологичных материалов с заранее заданными
характеристиками. Кроме того, твердые сферы, образующие неподвижную
решетку, служат моделью пористой среды при фильтрации жидкости через
нее и при распространении звуковых волн.

К данному моменту известно много подходов к моделированию гидро-
динамических взаимодействий в периодических суспензиях: метод точечных
сил, решеточного уравнения Больцмана, стоксовой динамики, метод осред-
нения периодических структур, подход, соединяющий Фурье-анализ с пред-
ставлением решения в виде суммы сферических гармоник. Как правило, их
применение ограничивается кубическими решетками сфер или квадратны-
ми решетками бесконечных цилиндров. При этом однородные и линейные
потоки описываются с разных точек зрения. Методы стоксовой динамики и
решеточного уравнения Больцмана позволяют рассматривать решетки про-
извольной симметрии, но при этом бесконечная решетка заменяется струк-
турой конечных размеров, и вычислительные затраты резко возрастают с
ростом числа частиц. Кроме того, в методе стоксовой динамики гидродина-
мические взаимодействия представляются суммой парных, что может приве-
сти к значительным погрешностям. Поэтому актуальной является разработка
метода, позволяющего при небольших вычислительных затратах описать те-
чение вязкой жидкости через бесконечную периодическую структуру частиц
произвольной симметрии и взаимодействие частиц в такой структуре.

Объектом исследования является вязкая жидкость, содержащая
одинаковые твердые сферические частицы. Эти частицы образуют периоди-
ческую структуру, простирающуюся бесконечно во всех направлениях. Отно-
сительно жидкости и частиц принимаются следующие предположения:

• Размеры частиц велики по сравнению с размерами молекул жидкости.
Это позволяет описывать жидкость в рамках механики сплошной среды
и считать, что на поверхности частиц выполнено условие прилипания.

• Жидкость несжимаема, ее плотность и вязкость постоянны.
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• Размеры частиц достаточно велики, так что их броуновским движением
можно пренебречь.

• Число Рейнольдса много меньше единицы. Это позволяет для описания
дисперсной системы использовать линейные уравнения Стокса.

• На жидкость и на частицы не действуют внешние по отношению к дис-
персной системе силы и моменты. В частности, частицы имеют ней-
тральную плавучесть.

Цель и задачи исследования. Цель работы – разработка и реали-
зация на компьютере метода расчета гидродинамического взаимодействия
бесконечного числа одинаковых твердых сферических частиц, образующих
периодическую структуру, при пренебрежимо малых числах Рейнольдса.

Научная новизна работы заключается в следующем:

• Разработан новый аналитический метод решения задачи о гидродина-
мическом взаимодействии бесконечного числа частиц, находящихся в
узлах бесконечной периодической решетки. Общее решение уравнений
Стокса представлено в виде разложения по мультиполям, периодиче-
ским относительно данной решетки и инвариантным относительно ее
группы симметрии. Неизвестными в решении являются тензорные ко-
эффициенты разложения, вид которых определяется симметрией ре-
шетки частиц и граничных условий, и зависящие от одного скалярного
параметра. Метод может быть применен для изучения решеток произ-
вольной симметрии.

• Предложенным методом решены задачи:

– о фильтрации жидкости через кубическую и гексагональную ре-
шетку частиц;

– о гидродинамическом взаимодействии частиц в узлах кубической и
гексагональной решеток в сдвиговом потоке и потоке расширения;

– о гидродинамическом взаимодействии частиц в узлах кубической
решетки, находящихся под действием внешнего момента;

– о деформации кубической решетки сфер в сдвиговом потоке при
постоянном градиенте скорости или среднем напряжении.

• На основе полученных решений найдены тензоры проницаемости и эф-
фективной вязкости суспензий с кубической и гексагональной решеткой
сфер.

• Получен критерий, позволяющий определить, в каких случаях произ-
вольная периодическая решетка, деформируемая сдвиговым потоком,
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восстанавливает свой первоначальный вид. Найдена средняя по време-
ни сдвиговая вязкость суспензии с кубической решеткой сфер, форма
которой восстанавливается.

• Показано, что при постоянном среднем напряжении в суспензии с куби-
ческой решеткой время, необходимое для восстановления первоначаль-
ной конфигурации частиц, увеличивается с ростом их концентрации.

• Разработан программный комплекс, включающий:

– программу, генерирующую и решающую системы линейных алгеб-
раических уравнений, к которым сводятся краевые задачи;

– программу, вычисляющую решеточные суммы, что позволяет най-
ти мгновенные характеристики решетки в потоке;

– программу, моделирующую деформацию решетки сфер при сдвиге
с заданным градиентом скорости или среднем напряжением.

Достоверность полученных результатов вытекает из того, что они
получены из общих уравнений и законов механики жидкости с помощью
строгих математических доказательств и выводов. Решения задач, найден-
ные предлагаемым методом, для известных частных случаев совпадают с
результатами, полученными другими методами.

Область применения и практическая ценность результатов.
Полученные в диссертации результаты позволяют более глубоко понять меха-
низм гидродинамического взаимодействия бесконечного числа частиц и мо-
гут быть применены на практике. В частности, предлагаемая модель может
быть использована для детального исследования свойств коллоидных кри-
сталлов при производстве различных материалов и покрытий, а также для
описания течения жидкости через фильтры.

Основные положения, выносимые на защиту:

• Разработан и реализован на компьютере метод расчета возмущений, вы-
званных присутствием в вязкой жидкости бесконечной периодической
решетки частиц. Возмущения зависят от группы симметрии решетки и
граничных условий.

• Найдены тензоры проницаемости и эффективной вязкости суспензии с
гексагональной решеткой сфер.

• Определена средняя сдвиговая вязкость суспензии с деформирующейся
кубической решеткой сфер.

• Обнаружено, что при постоянном среднем напряжении решетка в сдви-
говом потоке испытывает периодические сжатия/растяжения, а сред-
няя скорость течения снижается при увеличении концентрации взвеси.
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Апробация результатов. Основные результаты диссертационного ис-
следования обсуждались на молодежной научной школе-конференции “Лоба-
чевские чтения” (г. Казань, 2003 г.), на конференциях Средневолжского Ма-
тематического общества (г. Саранск, 2003, 2005, 2006 гг.), конференции “Роль
науки и инноваций в развитии хозяйственного комплекса региона” (г. Са-
ранск, 2003 г.), на Международной летней школе по гидродинамике больших
скоростей (г. Чебоксары, 2004 г.), на Всероссийском конгрессе по теоретиче-
ской и прикладной механике (г. Нижний Новгород, 2006 г.) и научном семи-
наре НИИ математики и механики при Казанском государственном универ-
ситете (г. Казань, 2006 г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 12 работ, список ко-
торых приведен в конце автореферата.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четы-
рех глав, заключения, списка литературы и двух приложений. Общий объем
работы составляет 164 листа машинописного текста. Диссертация содержит
32 рисунка, 1 таблицу и список литературы из 126 наименований.

Содержание работы

Во Введении показана актуальность изучаемой проблемы, сформули-
рованы цель и задачи исследования, проведен краткий обзор работ, посвя-
щенных движению вязкой жидкости через периодическую структуру частиц
при малых числах Рейнольдса, кратко изложено содержание диссертации.

В Главе 1 приведена общая постановка задачи о движении жидкости c
периодической структурой твердых сферических частиц. Решение уравнений
Стокса представлено в виде разложения по мультиполям, периодическим от-
носительно решетки частиц. Неизвестными являются тензорные коэффици-
енты разложения. Указаны группы симметрии периодических мультиполей
и тензорных коэффициентов.

В разделе 1.1 дана постановка задачи. Пусть твердые сферические ча-
стицы радиуса a, взвешенные в жидкости вязкости η, образуют решетку Бра-
вэ с основными периодами трансляции ~τs, s = 1, 2, 3,. Центр произвольной
частицы имеет радиус-вектор ~r n = ns~τs, ns ∈ Z. Начало правой ортонорми-
рованной неподвижной системы координат с базисом 〈~e1, ~e2, ~e3〉 совмещено с
центром одной из сфер. Положение точки относительно начала координат за-
дается вектором ~x = xi~ei, а относительно n-й сферы – вектором ~x n = ~x−~r n.

Движение жидкости описывается в приближении Стокса:

η∆~u = ∇p, div ~u = 0 (1)

Здесь ~u, p – скорость и давление в каждой точке жидкости.
На поверхности частиц должно быть выполнено условие прилипания:

ui(~x) = UP
i (~r n) + Γij(~r

n)x n
j , ~x n ∈ ∂Ω

(2)
Γji(~r

n) = −Γij(~r
n),
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где UP
i – непрерывная функция, такая, что UP

i (~r n) есть поступательная ско-
рость твердой сферы с центром ~r n; Γij(~r

n) – вращательная скорость частицы;
∂Ω – поверхность сферы радиуса a с центром в начале координат.

На частицы действуют только гидродинамические силы и моменты:

Fhyd
i (~r n) =

∮

∂Ω
σij(~x

n)mjdS,

T hyd
i (~r n) = eijk

∮

∂Ω
xn

j σkl(~x
n)mldS

Здесь ~m – единичная внешняя нормаль к ∂Ω, ~σ – тензор напряжений, eijk –
символ Леви-Чивиты.

Качественная особенность изучаемой проблемы – отсутствие условий
на бесконечности. Поэтому предполагается, что на основной поток, опреде-
ляемый движением сфер, накладываются периодические возмущения, обу-
словленные наличием частиц:

ui = UP
i + vi, p = P + p′, (3)

vi(~x + ~r n) = vi(~x), p(~x + ~r n) = p(~x)∀~r n (4)

Доказано, что свойство периодичности деформирующейся структуры частиц
не теряется с течением времени, только если ~UP линейна по координатам:

UP
i = Cijxj, Ckk = 0 (5)

Если выполняется (4), то P также есть линейная функция координат:

P = P0 + Ajxj, (6)

Величины Cij, Aj, P0 могут зависеть от времени t как от параметра.
Подстановка (3)–(6) в (1)–(2) приводит к уравнениям, которым должны

удовлетворять периодические возмущения vi и p′:

η∆vi = Ai +
∂p′

∂xi
,

∂vi

∂xi
= 0 (7)

vi + Eijx
n
j = ωijx

n
j , ~x n ∈ ∂Ω (8)

Eij =
1

2
(Cij + Cji), ωij = Γij − 1

2
(Cij − Cji) (9)

Здесь ~E и ~ω суть тензоры скоростей деформации и относительной угловой
скорости. Из (4) вытекает, что ~ω одинакова для всех частиц. Поскольку урав-
нения (7), (8) линейны, их решение может быть представлено в виде суммы
решений трех задач I, II и III.

В задаче I Eij = 0, ωij = 0. Ее решение описывает фильтрацию жидко-
сти через неподвижную решетку под действием градиента давления.
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Задача II – это задача о вмороженных твердых сферах в деформацион-
ном потоке вязкой жидкости: Ai = 0, ωij = 0.

В задаче III Ai = 0, Eij = 0. Это задача о вращении частиц, которые не
движутся поступательно относительно жидкости.

В разделе 1.2 общее решение задач I, II и III представлено в виде:

p′ = Hj(L
∞
j − γjkxk) + FjkL

∞
jk + GjklL

∞
jkl + DjklmL∞jklm + +TjklmsL

∞
jklms + . . .

ηvi = ηUi − 1

2
Hi

(
L∞0 − 1

2
γjkxjxk

)
− 1

2
Hj(K

∞
ij − αijklxkxl) +

+Bij(L
∞
j − γjkxk) +

3

2
Fjk(M

∞
ijk − βijklxl)− 4

7
GijkL

∞
jk −

− 1

14
Gjkl{Lijkl|~x|2 +

∑

n 6=0

[Lijkl(~x
n)|~x n|2 − Lijkl(−~r n)| − ~r n|2]} − (10)

−5

9
DijklL

∞
jkl −

1

18
Djklm

∑
n

Lijklm(~x n)|~x n|2 −

− 6

11
TijklmL∞jklm −

1

22
Tjklms

∑
n

Lijklms(~x
n)|~x n|2 − . . .

Ui = const

Мультиполи Lj···k, Mijk, Kij определяются формулами

L0(~x) =
1

|~x| , Lj···k(~x) =
∂

∂xj
· · · ∂

∂xk
L0(~x), Mijk(~x) =

xixjxk

|~x|5 , Kij(~x) =
xixj

|~x|3
Функции L∞j···k строятся так. Если число индексов не меньше трех, то

L∞j···k(~x) =
∑

n

Lj···k(~x n) = Lj···k(~x) + L′j···k(~x), L′j···k(~x) =
∑

n 6=0

Lj···k(~x n) (11)

Если число индексов менее трех, то эта формула модифицируется:

L∞ij (~x) = Lij(~x) + L′ij(~x), L′ij(~x) =

∫ ~x

~0
L′ijk(~x)dxk,

L∞i (~x) = Li(~x) + L′i(~x), L′i(~x) =

∫ ~x

~0
L′ij(~x)dxj, (12)

L∞0 (~x) = L0(~x) + L′0(~x), L′0(~x) =

∫ ~x

~0
L′i(~x)dxi

Аналогично,

M∞
ijk = Mijk + M ′

ijk, M ′
ijk(~x) =

∫ ~x

~0

∫ ~x

~0

∑

n 6=0

∂

∂xl

∂

∂xm
Mijk(~x

n)dxldxm

(13)
K∞

ij = Kij + K ′
ij, K ′

ij(~x) =

∫ ~x

~0

∫ ~x

~0

∫ ~x

~0

∑

n 6=0

∂

∂xk

∂

∂xl

∂

∂xm
Kij(~x

n)dxkdxldxm
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Тензоры ~γ, ~β, ~α вычисляются по формулам

γij = 2L∞i
(~τs

2

)
τ s
j , βijkl = 2M∞

ijk

(~τs

2

)
τ s
l , αijkl = −1

2
(δikγjl+δjkγil+3βijkl) (14)

Здесь τ s
j – компоненты векторов взаимного к 〈~τ1, ~τ2, ~τ3〉 набора.

Тензорные коэффициенты Hi, Bij, . . ., а также Ui не зависят от ~x. Под-
становка (10) в (7) приводит к дополнительным условиям

− 4π

|B|Hi = Ai, Fkk = 0, |B| = ~τ1 · (~τ2 × ~τ3) (15)

В разделе 1.3 найдено выражение для гидродинамических сил и момен-
тов, действующих на частицу:

Fhyd
i = 4πHi, T hyd

i = 4πeijkBkj

Чтобы найти неизвестные тензорные коэффициенты, необходимо разложить
функции L′, M ′ и K ′ в ряд Тейлора и подставить выражения (10)–(15) в
граничные условия задач I, II или III. После приведения подобных слагаемых
по компонентам ~x получается система линейных алгебраических уравнений.
Из нее Hi, Bij, . . . могут быть найдены в виде разложения по степеням малого
параметра ε = a/r, r = min(|~τ1|, |~τ2|, |~τ3|).

В разделе 1.4 показано, что решение задачи упрощается, если учесть
симметрию периодических мультиполей и тензорных коэффициентов по ряду
индексов и их инвариантность относительно определенных точечных групп.
Мультиполи и тензоры ~γ, ~β, ~α зависят только от вида решетки и инвари-
антны относительно ее точечной группы G lat. Для определения тензорных
коэффициентов необходимо учесть и симметрию граничных условий, поэто-
му они инвариантны относительно группы Gcoef = G lat ⋂Gext. Здесь Gext –
точечная группа одних лишь граничных условий (без учета геометрии ре-
шетки). Зная G lat и Gcoef , можно воспользоваться теорией нелинейных тен-
зорных функций [4] и разложить искомые величины по тензорному базису
соответствующей группы. Неизвестными будут лишь скалярные параметры
этого разложения.

В Главе 2 рассматривается задача о фильтрации жидкости через непо-
движную решетку частиц. Методом, предложенным в Главе 1, найдены реше-
ния задачи I для кубических и гексагональных решеток, определены скорости
фильтрации через них и тензоры проницаемости этих решеток.

В разделе 2.1 в общем виде указан вид возмущения скорости вблизи на-
чала координат; в задаче I vi есть четная функция ~x. Поэтому неизвестными
являются Hi, Gijk, . . ., а Bij, Fjk, Dijkl, . . . равны нулю.

В разделе 2.2 построены мультиполи, периодические относительно ку-
бической решетки. В данном случае G lat = 6̄/4 (в обозначениях Шубникова).
Если орты ~e1, ~e2, ~e3 совмещены с осями решетки, то базис этой группы со-
ставляют ~δ = ~e 2

1 + ~e 2
2 + ~e 2

3 и ~Oh = ~e 4
1 + ~e 4

2 + ~e 4
3 .
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В разделе 2.3 решена задача о фильтрации вязкой жидкости через куби-
ческую решетку. В силу линейности задачи достаточно описать фильтрацию
в направлении трех координатных осей. В кубической решетке оси равноправ-
ны, поэтому можно рассмотреть фильтрацию лишь вдоль оси аппликат. Для
этих граничных условий Ox3 – поворотная ось бесконечного порядка, поэто-
му Gext = ∞·m и Gcoef = 4 ·m. Базис Gcoef составляют тензоры ~δ, ~Oh, ~b = ~e3.
Если считать Ui = Ubi фиксированной величиной, то, например,

Tijklm = ηU [ν21δi(jbkblbm) + ν1bibjbkblbm + ν13biojklm + ν31oi(jklbm)]

Скобки в индексах означают симметризацию без деления на число слагаемых.
Аналогичные ν21, . . . , ν31 скалярные параметры разложения Hi, Gijk, . . . по
тензорному базису найдены с точностью до ε8.

На рис. 1 можно проследить элементы симметрии группы 4 · m при
распределении скоростей вокруг частицы в узле простой кубической решетки.

Рис. 1: Проекция ~v на Ox1x2 в задаче I, ~U ↑↑ Ox3, x1, x2 ∈ [−r/2, r/2], x3 = 0.1r, a = 0.25r

Рассмотрен предельный переход от задачи о фильтрации жидкости че-
рез решетку к задаче об обтекании одиночной частицы однородным потоком
при ε → 0. В задаче о фильтрации заранее заданной величиной может быть
как скорость однородного потока Ui, так и макроскопический градиент дав-
ления Ai. Если известна Ui, то предельный переход существует. Если задан
градиент давления, то переход невозможен, ибо в этом случае при ε → 0
скорость однородного потока стремится к бесконечности.

В разделе 2.4 получен вид мультиполей для гексагональной решетки,
для которой G lat = m · 6 : m (рис. 2). Шаг решетки по оси аппликат может
отличаться от шага по оси абсцисс; относительное удлинение шага вдоль Ox3
определяется параметром A.

В разделе 2.5 задача о фильтрации вязкой жидкости через гексагональ-
ную решетку решена с точностью до ε6. В данном случае Gcoef зависит от то-
го, вдоль какой оси происходит фильтрация: при фильтрации в направлении
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Рис. 2: Структура гексагональной решетки

Ox3 Gcoef = 6 ·m, а при фильтрации в направлении Ox1 Gcoef = 2 ·m. Про-
екции возмущения скорости на плоскости, перпендикулярные направлению
фильтрации, приведены на рис. 3 и 4.

Рис. 3: Проекция ~v на Ox1x2 в задаче I, ~U ↑↑ Ox3, x1 ∈ [−r/2, r/2], x2 ∈ [−√3r/4,
√

3r/4],
x3 = 0.1Ar, a = 0.25r

В разделе 2.6 с помощью найденных решений определены скорости
фильтрации через рассмотренные решетки и тензоры проницаемости этих
решеток. Эти величины представлены в виде разложения по степеням пара-
метра φ = fε3 – доле твердого вещества в суспензии. Величина f различна
для разных конфигураций частиц.

Результаты для кубической конфигурации, полученные предложенным
в диссертации методом, совпадают с результатами [2, 3]. Скорость фильтра-
ции через гексагональную решетку и тензор проницаемости этой решетки
найдены впервые. Коэффициенты проницаемости κ1, κ3 вдоль осей Ox1 и
Ox3 зависят от параметра A. При неизменном φ и сохранении поворотной
симметрии растяжение вдоль оси аппликат в A раз приводит к сжатию в

√
A
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Рис. 4: Проекция ~v на Ox2x3 в задаче I, ~U ↑↑ Ox1, x2 ∈ [−√3r/4,
√

3r/4], x3 ∈
[−Ar/2, Ar/2], x1 = 0.1r, a = 0.25r

раз вдоль осей абсцисс и ординат, а площадь сечения ячейки решетки плоско-
стью Ox1x2 уменьшается в A раз. Это затрудняет фильтрацию в направлении
Ox3, и коэффициент κ3 уменьшается с ростом A. Напротив, сечение ячейки
плоскостью Ox2x3 увеличивается в

√
A раз, что облегчает фильтрацию вдоль

Ox1. Поэтому κ1 растет с увеличением A.
Коэффициенты проницаемости κ1, κ3 могут быть представлены в виде

κ1 =
2a2

9φ
Q1(φ), κ3 =

2a2

9φ
Q3(φ), lim

φ→0
Q1(φ) = lim

φ→0
Q3(φ) = 1

Графики Q1(φ) и Q3(φ) при различных значениях A приведены на рис. 5.

а) Q1(φ) б) Q3(φ)

Рис. 5: Линия 1 – A = 1; линия 2 – A = 2
√

2/3; линия 3 – A = 2
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Глава 3 содержит решение задач о периодической структуре частиц в
линейных потоках вязкой жидкости, т.е. в сдвиговом потоке и потоке расши-
рения или сжатия. Найденные распределения скорости позволяют вычислить
тензор эффективной вязкости периодической суспензии.

В разделе 3.1 указан общий вид vi для линейных потоков; теперь это
возмущение – нечетная функция ~x. Поэтому неизвестными являются коэф-
фициенты Bij, Fjk, . . ., а Hi, Gijk, . . . следует считать равными нулю.

В разделе 3.2 мультиполи, построенные в разделе 2.2, использованы
для описания возмущений, вызываемых кубической решеткой в сдвиговом
потоке в плоскости Ox1x2 (Gcoef = m · 2 : m) и в потоке расширения вдоль
Ox3 (Gcoef = m · 4 : m). В обоих случаях задача II решена с точностью до ε8,
построены картины течения, иллюстрирующие группу симметрии задачи.

Чтобы частицы в узлах кубической решетки приобрели относительную
угловую скорость, на них должен действовать внешний момент. Для опре-
деления вращательной вязкости такой суспензии задача III (Gcoef = 4 : m)
решена с точностью до ε8. Полученный результат согласуется с [1].

В разделе 3.3 изучается поведение гексагональной решетки в линейных
потоках. Хотя возмущения скорости при сдвиге в плоскостях Ox1x2 и Ox1x3
имеют одну и ту же группу симметрии (2 : m), в первом случае частицы в
отсутствие внешнего момента вморожены в жидкость, а во втором – имеют
ненулевую относительную угловую скорость. Описано также поведение гек-
сагональной решетки частиц в потоке расширения вдоль оси шестого порядка
(группа симметрии m · 6 : m). Эти задачи решены с точностью до ε6.

В разделе 3.4 решения, полученные в разделах 3.2 и 3.3, используют-
ся для нахождения эффективной вязкости суспензий с кубической и гекса-
гональной решеткой сфер. Эффективная вязкость периодической суспензии
есть тензор четвертого ранга, связывающий девиаторную часть среднего на-
пряжения и тензор скоростей деформаций. Для суспензии с кубической ре-
шеткой сфер этот тензор определяется двумя параметрами, вычисленными,
например, в [1]. Метод, предлагаемый в диссертации, воспроизводит эти ре-
зультаты с высокой точностью.

Развиваемый в настоящей работе подход позволяет найти тензор эф-
фективной вязкости периодической суспензии произвольной структуры. В
суспензии с гексагональной решеткой сфер он определяется тремя парамет-
рами η1, η2 и η3. Они могут быть интерпретированы как коэффициенты вяз-
кости при сдвиге в плоскости Ox1x2, при сдвиге в плоскости Ox1x3 и в потоке
растяжения вдоль оси Ox3. Как и коэффициенты проницаемости, они зависят
от удлинения A шага решетки. Графики η1 и η2 приведены на рис. 6.

Если A растет, то (при фиксированной концентрации взвеси φ) части-
цы в плоскости Ox1x2 сближаются, сопротивление сдвигу в этой плоскости
увеличивается. Поэтому η1 монотонно возрастает с ростом A. В потоке растя-
жения решетка сжимается в направлениях, перпендикулярных направлению
растяжения. При больших A частицы, лежащие в плоскости Ox1x2 находят-
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а) η1(φ) б) η2(φ)

Рис. 6: Линия 1 – A = 1; линия 2 – A = 2
√

2/3; линия 3 – A = 2

ся на малом расстоянии друг от друга, что препятствует дальнейшему их
сближению. Поэтому η3 также есть возрастающая функция A. При малых φ
зависимость между η2 и A обратная, так как при относительном удлинении
решетки в A раз площадь сечения ячейки плоскостью Ox1x3 становится в√

A раз больше, а сопротивление сдвигу в этой плоскости уменьшается. При
больших φ значительный вклад в возмущение скорости дают частицы, ле-
жащие в разных плоскостях, параллельных Ox1x3. При увеличении A эти
плоскости сближаются, что ведет к увеличению η2.

В Главе 4 рассмотрена деформация кубической структуры в сдвиго-
вом потоке. Поскольку в линейном потоке конфигурация частиц со временем
меняется, такие величины, как эффективная вязкость, также зависят от вре-
мени. Чтобы приписать суспензии некую макроскопическую характеристику,
необходимо осреднить мгновенные значения соответствующей величины.

В разделе 4.1 выясняется, какой должна быть ориентация сдвигового
потока относительно решетки, чтобы исходная конфигурация частиц восста-
навливалась с течением времени. В этом случае мгновенные макроскопиче-
ские характеристики суспензии можно осреднить по отрезку времени, необ-
ходимому для восстановления решетки. Рассмотрено периодическое и почти
периодическое течение суспензии.

В разделе 4.2 описана динамика кубической решетки в случае, когда
тензор градиентов скоростей известен заранее и постоянен. Предполагается,
что сдвиг производится в одном из трех направлений:

1. вдоль ребра куба,

2. вдоль диагонали одной из граней,

3. вдоль главной диагонали куба
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В этих трех случаях Gcoef = 2 : m. Возмущения скорости и давления найдены
с точностью до ε3.

При деформации решетки частицы приобретают отличную от нуля
мгновенную угловую скорость в отсутствие внешнего момента. Эта скорость
(как и мгновенная сдвиговая вязкость) меняется с течением времени:

ω(q) =
5

2
γ̇ε3f−(q), ηsh = η

[
1 +

5

2
φ
(
1 + 5f+(q)

φ

f

)]

Здесь γ̇ – скорость сдвига, q = γ̇t – безразмерное время.
Графики функций f±(q) для простой кубической решетки при трех раз-

ных направлениях сдвига приведены на рис. 7.

а) Направление 1 б) Направление 2

в) Направление 3

Рис. 7: Сплошная линия – f+(q), пунктир – f−(q)

Среднее значение сдвиговой вязкости зависит от типа исходной решет-
ки и направления сдвига; по сравнению с мгновенной вязкостью суспензии с
недеформированной решеткой оно может как увеличиться, так и уменьшить-
ся. При φ ≤ 0.1 изменение составляет 1–2%. Для рассмотренных начальных
конфигураций частиц и направлений сдвига можно указать такой момент
времени t = t∗, что сдвиговая вязкость ηsh и относительная угловая скорость
частиц ω суть четные функции t−t∗. Время отсчитывается от момента, когда
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частицы образовали кубическую решетку. Это свойство позволяет снизить
вычислительные затраты.

В разделе 4.3 исследуется динамика периодической суспензии, в кото-
рой поддерживается постоянное среднее напряжение. В этом случае скорость
сдвига меняется с течением времени, а на основной сдвиговой поток наклады-
ваются расширения/сжатия ячейки решетки вдоль координатных осей. При
сдвиге в направлениях, указанных выше, эти движения периодичны. Основ-
ным следствием такого “дыхания” решетки является увеличение промежут-
ка времени, необходимого для восстановления исходной конфигурации. Ха-
рактер изменения сдвиговой вязкости и угловой скорости частиц аналогичен
случаю “недышащей” решетки. Влияние периодических расширений/сжатий
ячейки на среднее значение сдвиговой вязкости обнаружено не было.

Заключение содержит краткий обзор основных результатов, получен-
ных в ходе диссертационного исследования.

В Приложении A указаны некоторые свойства специальных функций,
использованных для построения общего решения уравнений Стокса.

В Приложении B приведены значения решеточных сумм по кубиче-
ским и гексагональным решеткам, а также средние значения мультиполей по
ячейкам периодичности решеток.

Основные результаты

Основные результаты работы таковы:

• На основе мультипольного разложения решения уравнений Стокса и
теории нелинейных тензорных функций разработана и программно реа-
лизована модель течения жидкости, содержащей периодическую струк-
туру твердых сферических частиц.

• Описано поведение жидкости, содержащей кубическую или гексаго-
нальную решетку сфер, в однородном и линейном потоках. С помощью
найденных периодических возмущений скорости и давления получены
макроскопические характеристики таких суспензий – тензоры проница-
емости и эффективной вязкости.

• В частных случаях, когда в жидкости взвешена кубическая решетка
сфер, результаты, полученные с помощью предлагаемой модели, хоро-
шо согласуются с результатами, полученными другими методами.

• Описана динамика решетки частиц в сдвиговом потоке. Указаны усло-
вия, при которых исходная конфигурация частиц периодически восста-
навливается. Для трех типов кубических решеток и трех различных
направлений сдвига найдено среднее значение сдвиговой вязкости. По-
казано, что учет деформации решетки и осреднение по времени при-
водит к изменению вязкости по сравнению с ее мгновенным значением
для исходной кубической структуры.
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• Разобраны случаи, когда в суспензии с деформирующейся структурой
частиц постоянны градиенты скорости и средние напряжения. Показа-
но, что основное различие между ними заключается в увеличении вре-
мени, необходимого для восстановления исходной структуры, в случае
с постоянными средними напряжениями.

Финансовая помощь РФФИ (проекты №01-01-00435, №04-01-00607) поз-
волила ускорить выполнение исследований и написание диссертации.
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