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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ. Ïîëèãîíû íàä ïîëóãðóïïàìè, ò.å. ìíî-

æåñòâà, íà êîòîðûõ äåéñòâóþò ïîëóãðóïïû, âñòðå÷àþòñÿ â ðàçíûõ ðàç-

äåëàõ ìàòåìàòèêè è å¼ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, âñÿêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ

àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì íàä ïîëóãðóïïîé ñâîèõ ýíäîìîðôèçìîâ. Àíà-

ëîãè÷íîå èìååò ìåñòî äëÿ ãðàôà, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è

ò.ä. Âñÿêàÿ ïîëóãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ïîëèãîíîì íàä ñîáîé. Îñíîâíûå èäåè

òåîðèè ïîëèãîíîâ íàøëè ñâî¼ îòðàæåíèå â ìîíîãðàôèè 1.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëèãîí X íàä ïîëóãðóïïîé S ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê àëãåáðàè÷åñêóþ ìîäåëü àâòîìàòà Ìóðà 2, ïðè ýòîì X � ìíî-

æåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, à S � ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñèãíàëîâ (ñì. òàêæå

ãë. 6 â 3).

Êðîìå òîãî, ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé àëãåáðîé, òàê

êàê óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëóãðóïïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíàð-

íûå îïåðàöèè. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî: åñëè X � óíàðíàÿ àëãåáðà ñ ìíî-

æåñòâîì óíàðíûõ îïåðàöèé Σ, òî íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïîëóãðóïïó S, íàä

êîòîðîé X áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëèãîíîì (ïðè ýòîì Σ îêàæåòñÿ ïîðîæäàþ-

ùèì ìíîæåñòâîì ïîëóãðóïïû S).

Êîíãðóýíöèè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ñòðóêòóð-

íîé òåîðèè, ïîñêîëüêó êîíãðóýíöèè � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ÿäðà ãîìîìîð-

ôèçìîâ äàííîãî ïîëèãîíà â äðóãèå. Êîíãðóýíöèè àëãåáðû A îòíîñèòåëüíî

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî âêëþ÷åíèÿ îáðàçóþò ðåø¼òêó ConA, ÿâëÿþ-

ùóþñÿ ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè îòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòà ðåø¼òêà

íåñ¼ò áîëüøóþ èíôîðìàöèþ î ñòðîåíèè àëãåáðû. Îíà èìååò îïðåäåë¼í-

íûå ñâÿçè ñ ðåø¼òêîé òîïîëîãèé è ðåø¼òêîé êâàçèïîðÿäêîâ àëãåáðû A4.

Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
1Kilp M., Knauer U., Mikhalev A.V. Monoids, acts and categories. W. de Gruyter, Berlin � N.Y., 2000.
2ÊóäðÿâöåâÂ.Á., ÀëåøèíÑ.Â., ÏîäêîëçèíÀ.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ àâòîìàòîâ. Ì., ¾Íàóêà¿, 1985.
3ËàëëåìàíÆ. Ïîëóãðóïïû è êîìáèíàòîðíûå ïðèëîæåíèÿ. Ì., ¾Ìèð¿, 1985.
4Êàðòàøîâà À.Â. Î ðåø¼òêàõ êâàçèïîðÿäêîâ è òîïîëîãèé àëãåáð. Ôóíä. è ïðèêë. èàòåì., 2008, ò.

14, âûï. 5, ñ. 85-92.
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ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé óíàðíûõ àëãåáð èçó÷àëèñü â ðÿäå ðàáîò 5,6. Ðåø¼òêà

êîíãðóýíöèé ïîëèãîíà (óíàðíîé àëãåáðû) èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ ãðóïïîé

àâòîìîðôèçìîâ 7. Âìåñòå ñ òåì òåîðèÿ êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ âñ¼ åù¼

íàõîäèòñÿ ëèøü íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçâèòèÿ. Ïîýòîìó èçó÷åíèå êîí-

ãðóýíöèé ïîëèãîíîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷åé.

Â ðàáîòå 8 áûëè îïèñàíû ïîëèãîíû íàä ðåãóëÿðíûìè ðèñîâñêèìè ìàò-

ðè÷íûìè ïîëóãðóïïàìè M0(G, I,Λ, P ) (ò.å. âïîëíå 0-ïðîñòûìè ïîëóãðóï-

ïàìè). Âñå ïðàâûå êîíãðóýíöèè íà ýòèõ ïîëóãðóïïàõ áûëè îïèñàíû Ð.Îýìêå
9. Ýòî ìîæíî ñ÷èòàòü îïèñàíèåì êîíãðóýíöèé ñâîáîäíîãî öèêëè÷åñêîãî

ïîëèãîíà íàä âïîëíå 0-ïðîñòîé ïîëóãðóïïîé. Îïèñàíèå êîíãðóýíöèé ïðî-

èçâîëüíûõ ïîëèãîíîâ íàä âïîëíå 0-ïðîñòûìè èëè âïîëíå ïðîñòûìè ïîëó-

ãðóïïàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó åñòåñòâåí-

íî ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûå ñëó÷àè òàêèõ ïîëóãðóïï. Äàííàÿ ðàáîòà äåëàåò

ïåðâûé øàã â ïîñòðîåíèè òåîðèè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ íàä âïîëíå (0-

)ïðîñòûìè ïîëóãðóïïàìè. À èìåííî, íàìè ïîëó÷åíû îïèñàíèÿ êîíãðóýí-

öèé ïîëèãîíîâ íàä ãðóïïàìè è íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ (ëåâûõ) íóëåé.

Ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå óíèâåðñàëüíûå àëãåáðû, ò.å. àëãåáðû, íå ðàç-

ëàãàþùèåñÿ â íåòðèâèàëüíîå ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå àëãåáð, âñåãäà ïðè-

âëåêàëè âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ. Èíòåðåñ ê íèì îáúÿñíÿåòñÿ òåîðåìîé Áèðê-

ãîôà, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ëþáàÿ àëãåáðà èçîìîðôíà ïîäïðÿìîìó ïðîèç-

âåäåíèþ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ àëãåáð. Ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå ïî-

ëèãîíû èññëåäîâàëèñü â 10. Â 11 áûëè îïèñàíû ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå

êîììóòàòèâíûå àâòîìàòû, ÷òî äàëî òàêæå îïèñàíèå ïîäïðÿìî íåðàçëî-
5Êàðòàøîâà À.Â. Î ðåø¼òêàõ êîíãðóýíöèé è òîïîëîãèé óíàðíûõ àëãåáð. ×åáûø. ñá., 2011, ò. 12,

âûï. 2, ñ. 27-33.
6Ïòàõîâ Ä.Î., Ñòåïàíîâà À.À. Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ. Äàëüíåâîñò. ìàòåì. æóðíàë, 2013,

ò. 13, No 1, c. 107-115.
7Radeleczki S. The automorphism group of unary algebras. Math. Pannonica, 1996, v. 7, No 2, p.

253-271.
8Avdeyev A.Yu., Kozhukhov I. B. Acts over completely 0-simple semigroups. Acta Cybernetica, 2000.

V. 14. N. 4. P. 523�531.
9OhemkeR.H. Congruences and semisiplicity for Rees matrix semigroups. Pacif. J. Math. 1974. Ò. 54,

�2. P. 143�164.
10Ðîéç Å.Í. Î ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ ìîíàðàõ. Ìåæâóç. íàó÷í. ñá. "Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

è ðåø¼òêè Ñàðàòîâ, 1874, âûï. 2, ñ. 80-84.
11 �Esik Z., ImrehB. Subdirectly irreducible commutative automata. Acta Cybernetica. 1981. V. 5. �. 1.

P. 251�260.
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æèìûõ êîììóòàòèâíûõ ïîëóãðóïï. Â äèññåðòàöèè âîïðîñ î ïîäïðÿìîé

íåðàçëîæèìîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïîëèãîíà íàä ïîëóãðóïïîé ñâîäèòñÿ ê âî-

ïðîñó î ïîäïðÿìîé íåðàçëîæèìîñòè åãî ÿäðà � íàèìåíüøåãî íåíóëåâîãî

ïîäïîëèãîíà. Èñ÷åðïûâàþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ äà¼òñÿ äëÿ ïîëèãîíîâ íàä

ïðÿìîóãîëüíûìè ñâÿçêàìè.

Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì èçó÷åíèå ïîëèãîíîâ ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè íà

èõ ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé. Óñëîâèÿì äèñòðèáóòèâíîñòè èëè ìîäóëÿðíîñòè

ðåø¼òîê êîíãðóýíöèé ðàçëè÷íûõ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, à òàêæå óñëîâè-

ÿì, êîãäà êîíãðóýíöèè îáðàçóþò öåïü, ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷å-

ñòâî ñòàòåé. Öåïíûå è äèñòðèáóòèâíûå êîëüöà è ìîäóëè � ýòî öåëîå íà-

ïðàâëåíèå òåîðèè êîëåö 12,13). Óíàðû ñ äèñòðèáóòèâíîé, ìîäóëÿðíîé ðå-

ø¼òêîé êîíãðóýíöèé è ñ ðåø¼òêîé êîíãðóýíöèé, ÿâëÿþùåéñÿ öåïüþ, ïîë-

íîñòüþ îïèñàíû â14. Â ðàáîòå15 áûëè îïèñàíû ïîëóãðóïïû, ó êîòîðûõ

ëåâûå êîíãðóýíöèè îáðàçóþò öåïü. Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé íåñâÿçíûõ ïî-

ëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè èçó÷àëèñü â16. Ïîëüçóÿñü ýòèìè ðåçóëüòàòàìè,

ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ èëè ëåâûõ

íóëåé, èìåþùèõ äèñòðèáóòèâíóþ, ìîäóëÿðíóþ èëè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åí-

íóþ ðåø¼òêó êîíãðóýíöèé.

Ïîíÿòèå ïîëèãîíà íàä ïîëóãðóïïîé àíàëîãè÷íî ïîíÿòèþ ìîäóëÿ íàä

êîëüöîì, ââèäó ÷åãî òåîðèÿ ïîëèãîíîâ ðàçâèâàåòñÿ ïîä áîëüøèì âëèÿ-

íèåì òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé. Èíúåêòèâíûå è ïðîåêòèâíûå îáúåêòû ìî-

ãóò áûòü îïðåäåëåíû â ëþáîì ìíîãîîáðàçèè óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð, à â

ãîìîëîãè÷åñêîé òåîðèè êîëåö ïîíÿòèÿ èíúåêòèâíîãî è ïðîåêòèâíîãî ìî-

äóëÿ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî. Àíàëîãè÷íî ìîäóëÿì îïðåäåëÿþòñÿ

èíúåêòèâíûå è ïðîåêòèâíûå ïîëèãîíû, à òàêæå èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà è

ïðîåêòèâíîå íàêðûòèå ïîëèãîíà17). Êàê è â òåîðèè êîëåö, èíúåêòèâíàÿ
12Òóãàíáàåâ À.À. Ñòðîåíèå äèñòðèáóòèâíûõ êîëåö. Ìàò. ñáîðíèê. 2002. Âûï. 193. �5.Ñ. 113�128.
13Òóãàíáàåâ À.À. Òåîðèÿ êîëåö. Àðèôìåòè÷åñêèå ìîäóëè è êîëüöà. Ì., ÌÖÍÌÎ, 2009.
14Åãîðîâà Ä.Ï. Ñòðóêòóðà êîíãðóýíöèé óíàðíîé àëåãáðû. Ìåæâóç. íàó÷í. ñá. ¾Óïîðÿäî÷åííûå

ìíîæåñòâà è ðåø¼òêè¿. Ñàðàòîâ, 1978, âûï. 5, ñ. 11�44.
15Kozhukhov I. B. Left chain semigroups. Semigroup Forum. 1981. V. 222. �. 1. P. 1�8.
16Ïòàõîâ Ä.Î., Ñòåïàíîâà À.À. Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ. Äàëüíåâîñò. ìàòåì. æóðíàë,

2013, ò. 13, �1, ñ. 107�115.
17KilpM., KnauerU., MikhalevA.V. Monoids, acts and categories. Berlin, N.Y.: W. de Gruyter, 2000.

529 p
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îáîëî÷êà ñóùåñòâóåò ó ëþáîãî ïîëèãîíà, à ïðîåêòèâíîå íàêðûòèå � íåò.

Â ðàáîòå 18 áûëà ïîñòðîåíà èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà ïðîèçâîëüíîãî ïî-

ëèãîíà íàä ïîëóãðóïïîé. Èíúåêòèâíûå îáîëî÷êè ïîëèãîíîâ íàä ïîëóðå-

ø¼òêàìè ãðóïï áûëè ïîñòðîåíû â 19. Â ðàáîòå 20 èçó÷àëèñü èíúåêòèâíûå

ïîëèãîíû íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ íóëåé, à â 21 áûëî ïîëó÷åíî îïèñàíèå

ñåïàðàáåëüíûõ èíúåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ è èíúåêòèâíûõ îáîëî÷åê ïðîèç-

âîëüíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé. Â äèñ-

ñåðòàöèè ïîëó÷åíî îïèñàíèå èíúåêòèâíûõ è ïðîåêòèâíûõ ïîëèãîíîâ íàä

ãðóïïàìè, ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ñå-

ïàðàáåëüíîñòè), à òàêæå ïîñòðîåíû èíúåêòèâíàÿ îáîëî÷êà è ïðîåêòèâíîå

íàêðûòèå ïðîèçâîëüíûõ ïîëèãîíîâ íàä ýòèìè ïîëóãðóïïàìè.

Â ðàáîòàõ22,23 èçó÷àëèñü ïîëóãðóïïû, âñå ïîëèãîíû íàä êîòîðûìè àï-

ïðîêñèìèðóþòñÿ êîíå÷íûìè, à òàêæå ïîëóãðóïïû, ïîëèãîíû íàä êîòîðû-

ìè àïïðîêñèìèðóþòñÿ êîíå÷íûìè îãðàíè÷åííûõ â ñîâîêóïíîñòè ïîðÿä-

êîâ. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ïîëèãîíû íàä ïîëóãðóïïîé S àïïðîêñèìèðó-

þòñÿ ïîëèãîíàìè èç íå áîëåå äâóõ ýëåìåíòîâ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êî-

ãäà S � ïîëóðåø¼òêà. Èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèè ïðîäîëæàþò óïîìÿíóòûå

èññëåäîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü

ïîëóãðóïï, âñå ïîëèãîíû íàä êîòîðûìè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëèãîíàìè èç

íå áîëåå, ÷åì n ýëåìåíòîâ.

Öåëè íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àþòñÿ â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ïî-

ëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà (ãðóïïàìè, ïîëóãðóïïàìè

ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé, ïðÿìîóãîëüíûìè ñâÿçêàìè): èññëåäîâàíèå èõ ðå-

ø¼òîê êîíãðóýíöèé, óñëîâèé èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè, íåðàçëîæè-

ìîñòè â ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå, ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè è ò.ä.
18Berthiaume P. The injective envelope of S-sets. Canad. Math. Bull., 1967, v. 10, no. 2, p. 261-273.
19Kim J.P., Park Y. S. Injective hulls of S-systems over a Cli�ord semigroup. Semigroup Forum, 1991,

v. 43, no. 1, p. 19-24.
20EbrahimiM.M., MahmoudiM., MoghaddasiGh. Injective hulls of acts over left zero semigroups.

Semigroup Forum, 2007, v. 75, no. 1, pp. 212-220.
21MoghaddasiGh. On injective and subdirectly irreducible S-acts over left zero semigroups. Turk J.

Math., 2012, v. 36, p. 359-365.
22ÊîæóõîâÈ.Á. Óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè äëÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ ïîëèãîíîâ è ìîäóëåé. Ôóíä. è

ïðèêë. ìàòåì. 1998. Ò. 4. �2. C. 763�767.
23Kozhukhov I. B. One characteristical property of semilattices. Commun. Algebra, 1997, v. 25, �. 8,

p. 2569�2577
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè÷å-

ñêîé òåîðèè ïîëóãðóïï, òåîðèè ïîëèãîíîâ, òåîðèè ðåø¼òîê è óíèâåðñàëü-

íîé àëãåáðû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèñ-

ñåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå âûíîñÿòñÿ íà

çàùèòó:

• Îïèñàíû êîíãðóýíöèè ïîëèãîíîâ íàä ãðóïïàìè, íàä ïîëóãðóïïàìè

ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé.

• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè ïîëèãîíîâ íàä ãðóï-

ïàìè, íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé.

• Îõàðàêòåðèçîâàíû ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå ïîëèãîíû íàä ïðîèçâîëü-

íûìè ïîëóãðóïïàìè è îïèñàíû ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûå ïîëèãîíû

íàä ïðÿìîóãîëüíûìè ñâÿçêàìè.

• Äîêàçàíà ðàâíîìåðíàÿ ëîêàëüíàÿ êîíå÷íîñòü îäíîãî êëàññà ïîëóãðóïï,
ñîäåðæàùåãî ïîëóãðóïïû S, íàä êîòîðûìè âñå ïðàâûå S�ïîëèãîíû

àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëèãîíàìè èç n èëè ìåíüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ.

• Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ìîäóëÿðíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òîê êîíãðó-

ýíöèé ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ èëè ëåâûõ íóëåé, à òàêæå

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåø¼òêà êîíãðóýíöèé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäû-

âàëèñü íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñåìèíàðå "Êîëüöà, ìîäóëè è ìàòðè-

öû" êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, íà 20-é Âñå-

ðîññ. ìåæâóç. íàó÷íî-òåõí. êîíô. ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ "Ìèêðîýëåêòðî-

íèêà è èíôîðìàòèêà - 2013" (Ìîñêâà, ÌÈÝÒ, 2013), íà 9-é Ìåæäóíàð.

àëãåáð. êîíô. íà Óêðàèíå (Ëüâîâ, 2013), íà 12-é Ìåæäóíàð. êîíôåðåíöèè

"Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë" , ïîñâ. 80-ëåòèþ ïðîô. Ëàòûøåâà Â.Í. (Òóëà,
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2014), íà Ìåæäóíàð. ñèìïîçèóìå "Àáåëåâû ãðóïïû" , ïîñâ. 100-ëåòèþ ñî

äíÿ ðîæä. ïðîô. Êóëèêîâà Ë.ß. (Ìîñêâà, ÌÏÃÓ, 2014).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 10 ðàáîò: ([1] � [10]),

èç íèõ 4 ñòàòüè ([1], [3], [4], [6]) â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 12 ïàðàãðàôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Òåêñò

äèññåðòàöèè èçëîæåí íà 96 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 48

íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè äà¼òñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäóåìûì ïðîáëåìàì è

êðàòêî ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíãðóýíöèé ïîëèãî-

íîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà (ãðóïïîé, ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ

íóëåé è ïîëóãðóïïîé ëåâûõ íóëåé).

Ïîëèãîíîì íàä ïîëóãðóïïîé S (èëè S-ïîëèãîíîì) íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíî äåéñòâèå ïîëóãðóïïû S, ò.å. îïðåäåëåíî îòîá-

ðàæåíèå X×S → X, (x, s) 7→ xs, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x(st) = (xs)t

ïðè x ∈ X, s, t ∈ S. Åñëè ïîëóãðóïïà S èìååò åäèíèöó e è äëÿ S-ïîëèãîíà

X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî xe = x ïðè x ∈ X, òî ïîëèãîí X íàçûâàåòñÿ

óíèòàðíûì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâîäèò îïèñàíèå êîíãðóýíöèé ïðîèçâîëüíîãî ïîëè-

ãîíà íàä ãðóïïîé ê îïèñàíèþ êîíãðóýíöèé óíèòàðíîãî ïîëèãîíà.

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà 1.2) Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíûé ïîëèãîí íàä ãðóïïîé

G, X = Y ∪ A, Y = Xe (e � åäèíèöà ãðóïïû G), A ∩ Y = ∅. Ïóñòü ϕ :

A→ Y � îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî ϕ(a) = ae ïðè âñåõ a ∈ A. Ïóñòü ρ �

êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà Y è {Ki | i ∈ I} � ìíîæåñòâî êëàññîâ êîíãðóýíöèè

ρ. Âûáåðåì â êàæäîì ìíîæåñòâå ϕ−1(Ki) êàêîå-ëèáî ïîäìíîæåñòâî Zi

(âîçìîæíî, ïóñòîå) è ðàçîáü¼ì îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî ϕ−1(Ki) \ Zi íà
êàêèå-ëèáî ïîäìíîæåñòâà: ϕ−1(Ki)\Zi =

⋃
j∈Ji K̃ij. Ïîëîæèì K̃i = Ki∪

Zi,
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ρ̃ =
⋃
i

(K̃i × K̃i) ∪
⋃
i

⋃
j∈Ji

(̃Kij × K̃ij). (1)

Òîãäà ρ̃ � êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ êîíãðóýíöèÿ ïî-

ëèãîíà X ïîëó÷àåòñÿ òàêèì îáðàçîì.

Îïèñàíèå êîíãðóýíöèé óíèòàðíîãî ïîëèãîíà íàä ãðóïïîé äà¼ò ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà 1.5) Ïóñòü G � ãðóïïà, Hi (i ∈ I) � å¼ ïîäãðóï-

ïû, X =
∐

i∈I G/H i. Ïóñòü çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ íà

ìíîæåñòâå èíäåêñîâ I, äëÿ êàæäîãî i ∈ I çàäàíà ïîäãðóïïà H ′i ⊇ Hi

ãðóïïû G, äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j) ∈ σ çàäàíû ýëåìåíòû aij ∈ G, ïðè÷¼ì
aji = a−1ij , aijajk = aik è H

′
j =a−1ij H

′
iaij. Òîãäà

ρ = {(Hib,Hjc) | b, c ∈ G è c ∈ H ′ja−1ij b} (2)

� êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X. Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X

èìååò âèä (2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíãðóýíöèè ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ

(ëåâûõ) íóëåé.

Îïèñàíèå êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ íàä äàííûìè ïîëóãðóïïàìè äàþò ñëå-

äóþùèå íèæå òåîðåìû 3 è 4. Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S,

X =
∐

i∈I Xi � åãî ðàçëîæåíèå â êîïðîèçâåäåíèå êîíåðàçëîæèìûõ ïîëè-

ãîíîâ. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà J ⊆ I ïóñòü ρJ îáîçíà÷àåò îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè, ïîðîæä¼ííîå ïàðàìè (xs, ys) ïðè x ∈ Xi, y ∈ Xj, i, j ∈ J ,

s ∈ S.

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà 1.13) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðà-

âûõ íóëåé S, X =
∐

i∈I Xi � åãî ðàçëîæåíèå â êîïðîèçâåäåíèå êîíåðàç-

ëîæèìûõ ïîëèãîíîâ. Ïóñòü Ys = Xs (s ∈ S), σ � îòíîøåíèå ýêâè-

âàëåíòíîñòè ñ êëàññàìè Xi. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå îòíîøåíèå ýê-

âèâàëåíòíîñòè τ íà ìíîæåñòâå I. Ïóñòü I =
⋃
{Jα |α ∈ Ω} � ðàç-

ëîæåíèå ìíîæåñòâà I íà êëàññû îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè τ . Äëÿ

êàæäîãî α ∈ Ω âîçüì¼ì êàêîå-ëèáî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ′α íà
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ìíîæåñòâå
⋃
{Xi | i ∈ Jα}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ρ′α ⊇ ρJα. Òîãäà

ρ =
⋃
{ρ′α |α ∈ Ω} � êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X. È îáðàòíî, êàæäàÿ êîí-

ãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X èìååò òàêîé âèä.

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà 1.17) Ïóñòü X � ïðàâûé ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé

ëåâûõ íóëåé S, Y = XS, A = X \ Y , ϕs : A → Y (äëÿ s ∈ S) � îòîáðà-

æåíèÿ òàêèå, ÷òî aϕs = as èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî â ïðåäûäóùåé

òåîðåìå. Âîçüì¼ì ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ íà ìíîæåñòâå

Y . Äëÿ s ∈ S ïóñòü σϕ−1s = {(a, b)|(aϕs, bϕs) ∈ σ}, σ̃ =
⋂
s∈S σϕ

−1
s . Äëÿ

êàæäîãî êëàññà K îòíîøåíèÿ σ ïóñòü AK =
⋂
s∈SKϕ

−1
s (ýòî ìíîæå-

ñòâî ìîæåò áûòü ïóñòûì). Âîçüì¼ì äëÿ êàæäîãî K êàêîå-ëèáî ïîä-

ìíîæåñòâî A′K ⊆ AK è ïîëîæèì ZK = K ∪ A′K. Ïóñòü σ′ � ëþáîå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A \
⋃
K A

′
K, ñîäåðæàùååñÿ

â σ̃. Òîãäà ρ =
⋃
K (ZK × ZK)∪σ′ � êîíãðóýíöèÿ ïîëèãîíà X. Êðîìå òîãî,

ëþáàÿ êîíãðóýíöèÿ ρ ïîëèãîíà X, äëÿ êîòîðîé ρ|Y = σ, óñòðîåíà òàêèì

îáðàçîì.

Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîäðÿìî íåðàçëîæè-

ìûõ ïîëèãîíîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆X îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà ìíîæåñòâå X, ò.å. ∆X =

{(x, x) : x ∈ X}. Ýëåìåíò θ ïîëèãîíà X íàä ïîëóãðóïïîé S íàçûâàåòñÿ

íóë¼ì, åñëè θs = θ äëÿ âñåõ s ∈ S. ßäðî ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîãî ïîëèãî-
íà (ò.å. íàèìåíüøèé íåíóëåâîé ïîäïîëèãîí) îáîçíà÷èì ÷åðåç K. Ìîíîëèò

ρ0(X) ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìîãî Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ïîäïðÿìîé íåðàçëî-

æèìîñòè ïîëèãîíà íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëóãðóïïàìè â ñëó÷àå êîãäà ïî-

ëèãîí èìååò íóëü è íå èìååò.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 2.5) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé S. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî X èìååò åäèíñòâåííûé íóëü θ, à òàêæå íàèìåíüøèé

íåíóëåâîé ïîäïîëèãîí K, ïðè÷¼ì |K| > 2. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ ïîäïðÿìî

íåðàçëîæèìûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ:

(a) ïîëèãîí K ïîäïðÿìî íåðàçëîæèì;
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(b) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X \ θ, òàêèõ, ÷òî x 6= y, âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû

îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) ∃s ∈ S (xs 6= ys & θ ∈ {xs, ys});

(ii) x, y 6∈ K, {xs, ys} ∩K 6= ∅ è xs 6= ys ïðè íåêîòîðîì s ∈ S;

(iii) x ∈ K, y 6∈ K, ys = yt 6∈ K, xs 6= xt ïðè íåêîòîðûõ s, t ∈ S1;

(iv) x 6∈ K, y ∈ K, xs = xt 6∈ K, ys 6= yt ïðè íåêîòîðûõ s, t ∈ S1;

(v) xs 6= ys è xs, ys ∈ K \ {θ} ïðè íåêîòîðîì s ∈ S1.

Ïðè ýòîì åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû x, y ∈ X\{θ}, ÷òî x 6= y

è xs = θ ⇔ ys = θ ïðè âñåõ s ∈ S, òî ρ0(X) ⊆ ((K \ {θ})× (K \ {θ})) ∪∆X ,

à åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ x, y íåò, òî ρ0(X) = ρK = (K ×K) ∪∆X .

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà 2.8) Ïóñòü X � ïîëèãîí áåç íóëÿ è K � íàè-

ìåíüøèé ïîäïîëèãîí ïîëèãîíà X. Òîãäà X ïîäïðÿìî íåðàçëîæèì â òîì

è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè K ïîäïðÿìî íåðàçëîæèì è äëÿ ëþáûõ

x, y ∈ X òàêèõ, ÷òî x 6= y, âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) xs, ys ∈ K è xs 6= ys ïðè íåêîòîðîì s ∈ S1;

(ii) xs, xt ∈ K, xs 6= xt, ys = yt ïðè íåêîòîðûõ s, t ∈ S1;

(iii) ys, yt ∈ K, ys 6= yt, xs = xt ïðè íåêîòîðûõ s, t ∈ S1.

×òî êàñàåòñÿ ïîëèãîíîâ íàä ïðÿìîóãîëüíûìè ñâÿçêàìè, òî äëÿ íèõ

ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå ïîäïðÿìîé íåðàçëîæèìîñòè â îêîí÷àòåëüíîì âè-

äå.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíîé ñâÿçêîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäå-

íèå L × R, ãäå L � ïîëóãðóïïà ëåâûõ íóëåé, à R � ïîëóãðóïïà ïðàâûõ

íóëåé. Ïðÿìîóãîëüíóþ ñâÿçêó ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå êàê ïîëóãðóïïó,

óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâàì x2 = x è xyz = xz èëè êàê ïîëóãðóïïó,

óäîâëåòâîðÿþùóþ êâàçèòîæäåñòâó xy = yx→ x = y.

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà 2.14) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïðÿìîóãîëüíîé ñâÿç-

êîé S = L×R è |X| > 2. Ïóñòü Q è κr (r ∈ R) èìåþò òîò æå ñìûñë,

÷òî â òåîðåìå 2.9. Òîãäà X ïîäïðÿìî íåðàçëîæèì â òîì è òîëüêî â
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òîì ñëó÷àå, åñëè Q = {q1, q2} � äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, à ìíîæå-

ñòâà A = {q1κr : r ∈ R}, B = {q2κr : r ∈ R} óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç

ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(i) |A| = |B| = 1, ñêàæåì, A = {a}, B = {b}, è äëÿ ëþáûõ x 6= y

ñóùåñòâóåò òàêîå s ∈ S, ÷òî {xs, ys} = {a, b};

(ii) |A| = 2, |B| = 1, ñêàæåì A = {a1, a2}, B = {b}; xS ∩ A 6= ∅ ïðè

x 6= b è äëÿ ëþáûõ x, y 6= b åñëè x 6= y è {x, y} 6= A, òî xs 6= ys ïðè

íåêîòîðîì s ∈ S;

(iii) |A| = 1, |B| = 2 � óñëîâèå, äâîéñòâåííîå óñëîâèþ (ii).

Òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ èíúåêòèâíî-

ñòè è ïðîåêòèâíîñòè ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè.

Äàäèì îïðåäåëåíèå èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè ïîëèãîíà. Ïîëèãîí

X íàä ïîëóãðóïïîé S íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èíúåê-

òèâíîãî ãîìîìîðôèçìà α : A→ B è ãîìîìîðôèçìà ϕ : A→ X ñóùåñòâó-

åò ãîìîìîðôèçì ψ : B → X òàêîé, ÷òî αψ = ϕ. Èíúåêòèâíîé îáîëî÷êîé

ïîëèãîíà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå èíúåêòèâíîå ðàñøèðåíèå ïîëèãîíà

X. Ïîëèãîí X íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñþðúåêòèâíî-

ãî ãîìîìîðôèçìà α : A → B è ãîìîìîðôèçìà ϕ : X → B ñóùåñòâóåò

ãîìîìîðôèçì ψ : X → A òàêîé, ÷òî ψα = ϕ. Ïðîåêòèâíûì íàêðûòèåì

ïîëèãîíà X íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûé ïîëèãîí Y, èìåþùèé ñþðúåêòèâíûé

ãîìîìîðôèçì π : Y → X òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïîëèãîíà

Y1 ⊂ Y îãðàíè÷åíèå π|Y1 íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.

Äàëåå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè ïîëèãî-

íà íàä ãðóïïîé.

Òåîðåìà 8. (Òåîðåìà 3.6) Ïîëèãîí íàä ãðóïïîé èíúåêòèâåí â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îí èìååò íóëü.

Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà 3.10) Ïîëèãîí X íàä ãðóïïîé G ïðîåêòèâåí â òîì

è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè X ∼=
∐

iXi, ãäå äëÿ êàæäîãî i ∈ I ëèáî Xi
∼=

G, ëèáî Xi
∼= G ∪ {1} (çäåñü 1 � íîâàÿ åäèíèöà, îòëè÷íàÿ îò åäèíèöû e

ãðóïïû G).
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Äàëåå, áûëè ðàññìîòðåíû ïîëèãîíà íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ íóëåé.

Íèæå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè òàêèõ ïîëèãî-

íîâ.

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà 3.13) Ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ íóëåé ÿâ-

ëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè îí ñîäåðæèò

íóëü.

Òåîðåìà 11. (Òåîðåìà 3.15) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ

íóëåé S è X =
∐

q∈QXq � ðàçëîæåíèå íà êîíåðàçëîæèìûå ïîäïîëèãîíû.

Ïóñòü Y = XS, Yq = Xq ∩ Y ïðè q ∈ Q. Ïîëèãîí X ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâ-

íûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) ys = yt⇒ s = t ïðè ëþáûõ y ∈ Y, s, t ∈ S;

(ii) |Xq \ Yq| ≤ 1 ïðè âñåõ q ∈ Q.

Íàêîíåö, óñëîâèÿ èíúåêòèâíîñòè è ïðîåêòèâíîñòè áûëè ïîëó÷åíû òàê-

æå äëÿ ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé.

Òåîðåìà 12. (Òåîðåìà 3.17) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ

íóëåé S è Z = XS. Ïîëèãîí X ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî ω ∈ ZS ñóùåñòâóåò x ∈ X òàêîå, ÷òî

xs = ωs ïðè âñåõ s ∈ S.

Òåîðåìà 13. (Òåîðåìà 3.19) Ïîëèãîí X íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ íóëåé S

ïðîåêòèâåí â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X \XS
è s, t ∈ S èñòèííà èìïëèêàöèÿ xs = yt⇒ x = y ∧ s = t.

×åòâåðòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîëóãðóïï ñ ôè-

íèòíî àïïðîêñèìèðóåìûìè ïîëèãîíàìè.

Ñëåäóÿ À.Ã.Ïèíóñó24, íàçîâ¼ì óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó ðàâíîìåðíî ëî-

êàëüíî êîíå÷íîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h(t) òàêàÿ, ÷òî ïîðÿäêè t-

ïîðîæä¼ííûõ ïîäàëãåáð íå ïðåâûøàþò h(t). Àíàëîãè÷íî ýòîìó ïîëóãðóï-

ïó ìîæíî íàçâàòü ðàâíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òîæ-

äåñòâó xp+q = xp.
24Pinus A.G. Inner homomorphisms and positive-conditional terms. Algebra and Logic, 2001. V. 40.

N. 2. P. 158�173.

13



Êîæóõîâûì È. Á.25,26 èçó÷àëèñü ïîëóãðóïïû, âñå ïîëèãîíû íàä êîòî-

ðûìè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëèãîíàìè èç íå áîëåå n ýëåìåíòîâ. Äëÿ ïîëó-

ãðóïï ïîñëåäíåãî èç óïîìÿíóòûõ êëàññîâ óäàëîñü äîêàçàòü èõ ðàâíîìåð-

íóþ ëîêàëüíóþ êîíå÷íîñòü.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, íî îöåíêè ïîðÿäêîâ

t-ïîðîæä¼ííûõ ïîäàëãåáð, ïî-âèäèìîìó, ðàíåå íå ïðîèçâîäèëèñü. Íàì ïî-

íàäàáÿòñÿ ýòè îöåíêè äëÿ ïîëèãîíîâ.

Òåîðåìà 14. (Òåîðåìà 4.8) Ïóñòü A � óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé

ñèãíàòóðû. Åñëè A àïïðîêñèìèðóåòñÿ àëãåáðàìè Ai (i ∈ I) êîíå÷íûõ

îãðàíè÷åííûõ â ñîâîêóïíîñòè ïîðÿäêîâ, òî A ðàâíîìåðíî ëîêàëüíî êî-

íå÷íà. Ïðè ýòîì åñëè |Ai| ≤ n ïðè âñåõ i ∈ I, òî ïîäàëãåáðà, ïîðîæ-

ä¼ííàÿ t ýëåìåíòàìè, èìååò íå áîëåå exp(ψ(n) · nt · lnn) ýëåìåíòîâ, ãäå

ψ(n) � êîëè÷åñòâî íåèçîìîðôíûõ àëãåáð äàííîé ñèãíàòóðû ïîðÿäêîâ, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ n.

Ïÿòàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ðåø¼òîê êîíãðóýíöèé

ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ è ëåâûõ íóëåé. Òî÷íåå èçó÷àëèñü

óñëîâèÿ ìîäóëÿðíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè è óñëîâèÿ êîãäà ðå-

ø¼òêà ÿâëÿåòñÿ öåïüþ.

Íàïîìíèì, ÷òî ðåø¼òêà L íàçûâàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, åñëè (x ∨ y) ∧
z = (x∧z)∨(y∧z) äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ L, è ìîäóëÿðíîé, åñëè ýòî ðàâåíñòâî
âûïîëíåíî ïðè x ≤ z. Äàäèì íåîáõîäèìîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ

îïðåäåëåíèå. Êîíãðóýíöèÿ ρ ïîëèãîíà X íàçûâàåòñÿ ñêâîçíîé, åñëè X

ïðåäñòàâèì â âèäå X = Y t Z è ñóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû y1, y2 ∈ Y ,
z1, z2 ∈ Z, ÷òî (y1, y2), (z1, z2) 6∈ ρ, à (y1, z1), (y2, z2) ∈ ρ.
Öåíòðàëüíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäåò èìåòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 15. (Ïðåäëîæåíèå 5.2)(ëåììà 2.427) Åñëè ïîëèãîí X èìå-

åò ñêâîçíóþ êîíãðóýíöèþ, òî ðåø¼òêà ConX íå ìîäóëÿðíà.
25ÊîæóõîâÈ.Á. Óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè äëÿ ïîäïðÿìî íåðàçëîæèìûõ ïîëèãîíîâ è ìîäóëåé. Ôóíä. è

ïðèêë. ìàòåì. 1998. Ò. 4. �2. C. 763�767.
26Kozhukhov I. B. One characteristical property of semilattices. Commun. Algebra. 1997. V. 25. �. 8.

P. 2569�2577
27Ïòàõîâ Ä.Î., Ñòåïàíîâà À.À. Ðåø¼òêè êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ. Äàëüíåâîñò. ìàòåìåì. æóðíàë.

2013, Ò. 13. �1. Ñ. 107�115.
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Òåïåðü ïðèâåä¼ì óñëîâèÿ ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè ðåø¼òêè

êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ëåâûõ íóëåé.

Òåîðåìà 16. (Òåîðåìà 5.7) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ

íóëåé S, Y = XS, A = X \Y . Ðåø¼òêà ConX ìîäóëÿðíà â òîì è òîëüêî

òîì ñëó÷àå, åñëè |Y | ≤ 3, |A| ≤ 2 è aS ∩ bS 6= ∅ ïðè a, b ∈ A è a 6= b.

Òåîðåìà 17. (Òåîðåìà 5.10) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ

íóëåé S. Òîãäà ðåø¼òêà ConX äèñòðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó-

÷àå, åñëè |X| ≤ 2 ëèáî X ∼= {a, 1, 2}, ãäå 1 è 2 � íóëè è aS ⊆ {1, 2}. Ïðè
|X| ≤ 2 ðåø¼òêà ConX ÿâëÿåòñÿ îäíî- èëè äâóõýëåìåíòíîé öåïüþ, à

åñëè X ∼= {a, 1, 2}, òî ðåø¼òêà ConX ÿâëÿåòñÿ òð¼õýëåìåíòíîé öåïüþ

{∆, (12),∇} ïðè |aS| = 2 è ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ äâóõýëåìåíò-

íûõ öåïåé ïðè |aS| = 1 (ConX = {∆, (12), (a1),∇}, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî

aS = {1}).

Óñëîâèå, êîãäà ðåø¼òêà êîíãðóýíöèé ïîëèãîíà íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ

íóëåé ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 18. (Òåîðåìà 5.11) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ëåâûõ

íóëåé S. Ðåø¼òêà ConX ÿâëÿåòñÿ öåïüþ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè |X| ≤ 2 ëèáî X ∼= {a, 1, 2}, ãäå aS = {1, 2}.

Ïåðåéä¼ì ê êîíãðóýíöèÿì ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè ïðàâûõ íóëåé.

Çäåñü èçó÷àëèñü àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà ðåø¼òîê êîíãðóýíöèé. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåíû íèæå.

Òåîðåìà 19. (Òåîðåìà 5.16) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ

íóëåé S, X =
∐

i∈I Xi � ðàçëîæåíèå â êîïðîèçâåäåíèå êîïðÿìî íåðàçëî-

æèìûõ ïîäïîëèãîíîâ, Yi = Xi ∩ XS. Ïóñòü Xis = {yis}. Ïðè i 6= j ïî-

ñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô Γij, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí åñòü Yi∪Yj,
à ð¼áðàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû (yis, yjs) ïðè s ∈ S. Ðåø¼òêà ConX ìîäóëÿðíà

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) |I| ≤ 3;

(ii) |Xi| ≤ 3 äëÿ ëþáîãî i ∈ I;
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(iii) åñëè Xi 6= Yi ïðè íåêîòîðîì i, òî Xj = Yj ïðè âñåõ j 6= i;

(iv) äëÿ ëþáûõ i 6= j ãðàô Γij ñâÿçåí.
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Ðèñ. 1: Ðåø¼òêà êîíãðóýíöèé ÑonX â òåîðåìå 5.16

Òåîðåìà 20. (Òåîðåìà 5.17) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé ïðàâûõ

íóëåé S, X =
∐

i∈I Xi � ðàçëîæåíèå â êîïðîèçâåäåíèå êîïðÿìî íåðàçëî-

æèìûõ ïîäïîëèãîíîâ, Yi = Xi ∩ XS. Ðåø¼òêà êîíãðóýíöèé ConX äèñ-

òðèáóòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) |I| ≤ 2;

(ii) |Xi| ≤ 2 äëÿ êàæäîãî i ∈ I;

(iii) åñëè X = X1 tX2, òî ëèáî Y1 = X1, ëèáî Y2 = X2;

(iv) ãðàô Γ12 ñâÿçåí.

Ñëåäñòâèå 21. (Ñëåäñòâèå 5.18) Ïóñòü X � ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé

ïðàâûõ íóëåé S. Òîãäà ðåø¼òêà ConX ÿâëÿåòñÿ öåïüþ â òîì è òîëüêî
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òîì ñëó÷àå, åñëè |X| ≤ 2 èëè X ∼= {y, c, d}, ãäå yS = {y}, cS = dS =

{c, d}.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ, ïðîôåññîðó Èãîðþ Áîðèñîâè÷ó Êîæóõîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå

ê ðàáîòå.
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