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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Постановка вопроса и актуальность темы. Теория связностей в глав-
ных расслоениях занимает важное место в современной дифференциальной гео-
метрии. Она имеет приложения в различных разделах математики и физики,
в частности, в теории поля [4], [12]. Основную роль при реализации связно-
стей на многообразиях, погруженных в однородные или обобщенные простран-
ства, играют оснащения. Исследованию связностей, индуцированных различ-
ными оснащениями погруженных многообразий, положено начало в работах
Э. Картана, Э. Бортолотти, А.П. Нордена, Г.Ф. Лаптева и др.

Первые применения теории связностей к проективно-дифференциальной гео-
метрии дали Э. Бортолотти [28] и Э. Картан [29]. Э. Бортолотти реализовал про-
ективную связность на оснащенных семействах многомерных плоскостей. В его
исследованиях под оснащением семейства понимается сопоставление каждой
его m-мерной плоскости L некоторой (n−m− 1)-мерной плоскости Bn−m−1(L),
не имеющей общих точек с плоскостью L. Идея, предложенная Картаном, ана-
логична и состоит в том, что каждой точке поверхности Sm в проективном
пространстве Pn сопоставляется (n−m−1)-мерная плоскость Cn−m−1(A), не пе-
ресекающая касательную плоскость Tm(A) данной поверхности. Тогда на осна-
щенной таким образом поверхности Sm возникает проективная связность, ин-
финитезимально определяемая проектированием из плоскости Cn−m−1(A).

Вообще, под оснащением подмногообразия понимается процесс присоедине-
ния к его образующему элементу некоторых дополнительных геометрических
образов в объемлющем однородном пространстве. Полученная таким образом
связность называется индуцированной заданным оснащением.

А.П. Норденом [15] был разработан метод нормализации, позволяющий на
поверхности Sm ⊂ Pn индуцировать две аффинные связности без кручения
— касательную и нормальную. Основной идеей этого метода является сопо-
ставление каждой точке A ∈ Sm двух плоскостей: (n − m)-мерной плоскости
Nn−m(A), проходящей через точку A и не имеющей с касательной плоскостью
Tm(A) поверхности Sm в точке A других общих точек, и (m−1)-мерной плоско-
сти Nm−1(A), расположенной в касательной плоскости Tm(A) и не проходящей
через точку A. Плоскость Nn−m(A) называется нормалью 1-го рода, а плоскость
Nm−1(A) – нормалью 2-го рода. Э.Г. Нейфельд в работе [14] применил метод
нормализации Нордена для индуцирования аффинной связности на многообра-
зии всех k-плоскостей n-мерного проективного пространства.

Одновременно с развитием общей теории погруженных многообразий Г.Ф. Лап-
тев изучал пространства с фундаментально-групповой связностью. Связности
в расслоенных пространствах строились им как при помощи отображений бес-
конечно близких слоев расслоения [9], так и с помощью некоторого объекта,
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называемого объектом связности [8]. Таким образом, понятие связности, воз-
никшее в дифференциальной геометрии как обобщение понятия параллельного
перенесения, позже стало отождествляться с понятием геометрического объек-
та специального вида. Плодотворность такого подхода была продемонстриро-
вана Л.Е. Евтушиком (см., напр., [5]) при исследовании нелинейных связностей
высших порядков.

Наряду с теорией связностей в главных расслоениях создается теория связ-
ностей в более общих однородных расслоениях. Связность в однородном рассло-
ении вводится Ю.Г. Лумисте [10], [11] как дифференцируемое распределение,
удовлетворяющее некоторым дополнительным условиям.

Многие понятия и утверждения о внутренней геометрии погруженных мно-
гообразий естественно формулируются на языке связностей в главных рас-
слоениях, ассоциированных с этими многообразиями. Так, например, работы
А.В. Чакмазяна [23], [24] прояснили роль связности в нормальном подрасслое-
нии.

Понятие r-мерного семейства Br центрированных плоскостей является од-
ним из наиболее интересных обобщений поверхности, распределения плоско-
стей, гиперполосы и других геометрических образов, теория связностей на ко-
торых активно разрабатывается по настоящее время (см., напр., [1], [2], [16],
[20], [26], [27]). В силу того, что каждое из этих многообразий можно рассмат-
ривать как семейство центрированных плоскостей, имеющее определенный вид,
особую актуальность приобретает переход к изучению произвольного гладкого
семейства таких фигур. Это дает возможность: 1) построить общую теорию ин-
дуцированных связностей на семействах центрированных плоскостей, которая,
в частности, позволит объяснить наблюдающиеся случаи совпадения результа-
тов, независимо полученных для различных семейств; 2) обобщить полученные
ранее результаты для конкретных семейств на более широкие классы семейств
центрированных плоскостей; 3) получить новые результаты, ранее не встречав-
шиеся в исследованиях, указанных выше.

Понятие семейства центрированных плоскостей сравнительно недавно вошло
в сферу геометрических исследований, чем объясняется неустоявшаяся терми-
нология: наряду с термином «центрированная плоскость», используемым в на-
стоящей работе, употребляются синонимы: «плоский элемент», «плоскостной
элемент», «линейный элемент» и др. (см., напр., [9]). Следует отметить так-
же, что центрированная плоскость является неполным флагом многомерного
проективного пространства, и изучение семейств таких объектов естественным
образом включается в теорию многообразий фигур и пар фигур в однородном
пространстве [13]. При этом понятие семейства Br шире близкого к нему поня-
тия семейства плоскостей, оснащенного полем точек, и включает последнее как
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частный случай.
Среди разнообразных математических конструкций выделяются естествен-

ные конструкции, характеризующиеся тем, что они не содержат никаких эле-
ментов произвола. Поэтому одной из основных задач в теории связностей явля-
ется задача нахождения естественной конструкции для связности на погружен-
ном многообразии. Полученную таким образом связность называют внутрен-
ней, или связностью, построенной внутренним образом. Такая связность долж-
на определяться (порождаться) самим погруженным многообразием и не требо-
вать привлечения никаких дополнительных структур. С аналитической точки
зрения задача построения внутренней связности на погруженном многообразии
сводится к построению геометрического объекта, охваченного фундаменталь-
ным объектом некоторого порядка данного многообразия.

Когда структура оснащения, индуцирующего заданную связность, выясне-
на, задача построения связности внутренним образом сводится к построению
внутреннего оснащения. Поэтому построение внутренних оснащений является
одной из основных задач дифференциальной геометрии погруженных многооб-
разий [18]. Применительно к семействам Br эта задача далека от своего полного
решения. Среди многочисленных частных результатов выделим исследование
внутренней геометрии регулярной гиперполосы [21], которая может быть вклю-
чена в общую теорию семейств Br как специальное семейство центрированных
гиперплоскостей (гиперплоских элементов по терминологии [3]). Поэтому при-
обретает актуальность задача распространения конструкций, реализованных
для гиперполос, на максимально широкие классы семейств гиперплоских эле-
ментов, еще не изученные с точки зрения задачи внутреннего оснащения.

Цель диссертационной работы. Целью настоящей работы является по-
строение общей теории фундаментально-групповых связностей на семействах
центрированных плоскостей в проективном пространстве.

Основные задачи диссертационного исследования:
1. Разработать универсальный способ индуцирования связностей в главных

расслоениях, ассоциированных с произвольным семейством центрированных
плоскостей;

2. Дать геометрическую характеристику индуцированных связностей, их пуч-
ков и связок;

3. Изучить объекты кривизны построенных связностей;
4. Исследовать связности на семействах специального вида;
5. Построить внутренние связности.
Методы исследования. Результаты диссертационного исследования полу-

чены с использованием метода Картана – Лаптева [6], [7], [19], [22].
Научная новизна результатов. Все результаты, полученные в ходе дис-
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сертационного исследования, являются новыми.
Положения, выносимые на защиту.
1. Построена трехпараметрическая связка Γ(ξ, η, ζ) многопараметрических

пучков индуцированных фундаментально-групповых связностей, а также одно-
параметрические связки пучков центропроективных Γ1(ξ) и аффинно-группо-
вых Γ2(η) подсвязностей на семействе центрированных плоскостей в проектив-
ном пространстве. Из каждого пучка этой связки выделены связности, также
образующие трехпараметрическую связку.

2. Описаны параллельные перенесения оснащающих плоскостей в пучках
построенных связок и выявлены особенности этих перенесений в зависимости
от типа пучка.

3. Дана геометрическая характеристика линейных подсвязностей при помо-
щи центральных проектирований.

4. Показано, что объекты кривизны фундаментально-групповых связностей
различных типов выражаются через тензоры подвижности, что позволило вы-
явить зависимость между специализацией оснащения семейства и вырождением
этих тензоров.

5. Выяснена структура оснащения грассманова расслоения на поверхности в
проективном пространстве, индуцирующая пучок фундаментально-групповых
связностей, ассоциированных с данным грассмановым расслоением. Показано,
что задание аффинной связности на поверхности позволяет выделить связность
из этого пучка.

6. Решена задача построения внутреннего оснащения и внутренних связно-
стей на семействе B гиперплоских элементов.

Теоретическая и практическая значимость. Работа имеет теоретиче-
ское значение. Полученные в ней результаты и разработанные методы иссле-
дования могут быть использованы при изучении связностей на конкретных се-
мействах фигур в однородных и обобщенных пространствах. Теория, разра-
ботанная в диссертации, может быть использована в качестве специальных и
факультативных курсов для магистрантов и аспирантов, а также для написа-
ния курсовых, дипломных и магистерских работ в Балтийском федеральном
университете имени И. Канта.

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались ав-
тором и обсуждались на геометрических семинарах Балтийского федераль-
ного университета им. И. Канта (научный руководитель –– к.ф.-м.н., доцент
Ю.И. Шевченко, 2008 – 2015 гг.), а также на следующих всероссийских и меж-
дународных конференциях, семинарах, симпозиумах: 1. VII Всероссийская мо-
лодежная научная школа-конференция “Лобачевские чтения – 2008” (г. Казань,
1 – 3 декабря, 2008 г.); 2. Геометрический семинар Казанского (Приволжского)
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федерального университета (г. Казань, 7 декабря 2010 г.); 3. XLIX Между-
народная научная студенческая конференция “Студент и научно-технический
прогресс” (г. Новосибирск, 16 – 20 апреля, 2011 г.); 4. Международный геомет-
рический семинар имени Г.Ф. Лаптева “Лаптевские чтения” (г. Пенза, 14 – 17
сентября, 2011 г.); 5. X Всероссийская молодежная научная школа-конферен-
ция “Лобачевские чтения – 2011” (г. Казань, 31 октября – 4 ноября, 2011 г.);
6. Семинар по теории дифференциально-геометрических структур (г. Москва,
12 – 16 декабря 2011 г., руководитель — д.ф.-м.н., профессор Л.Е. Евтушик);
7. Конференция с международным участием “Геометрия многообразий — 2012”
(г. Улан-Удэ, 20 – 23 июня, 2012 г.); 8. Международная конференция “AGMP–8”
(г. Брно, Чехия, 12 – 14 сентября, 2012 г.), 9. XI Всероссийская молодежная на-
учная школа-конференция “Лобачевские чтения – 2012” (г. Казань, 1 – 6 ноября,
2012 г.); 10. XII Всероссийская молодежная научная школа-конференция “Ло-
бачевские чтения – 2013” (г. Казань, 24 – 29 октября, 2013 г.); 11. Международ-
ный геометрический семинар имени Г.Ф. Лаптева “Лаптевские чтения – 2013”
(г. Пенза, 11 – 15 сентября, 2013 г.); 12. Международная конференция “Дни
геометрии в Новосибирске” (Новосибирск, 16 –19 августа, 2015 г.); 13. Между-
народный геометрический семинар имени Г.Ф. Лаптева “Лаптевские чтения –
2015” (г. Пенза, 9 – 12 сентября, 2015 г.).

Публикации. Основные научные результаты, включенные в диссертацион-
ную работу, опубликованы в 19 публикациях автора. Их список приведен в кон-
це автореферата. Из них три статьи опубликованы в журналах, включенных в
список ВАК (выделены жирным шрифтом).

Вклад автора в разработку проблем. Диссертация является самостоя-
тельным исследованием автора. Все опубликованные работы сделаны без соав-
торов.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения (исто-
рический обзор, общая характеристика работы, краткое содержание работы),
трех глав и списка использованной литературы, включающего 83 наименова-
ния. Полный объем работы — 110 страниц машинописного текста.

Автор выражает искреннюю признательность и благодарность своему науч-
ному руководителю Ю.И. Шевченко за предложенную тематику исследований,
внимание к работе и поддержку.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

В настоящей работе рассматриваются семейства центрированных плоскостей
в n-мерном проективном пространстве Pn. Все вводимые функции и отображе-
ния предполагаются гладкими, а рассмотрения носят локальный характер.

7



В главе 1 исследуется семейство центрированных плоскостей Br общего
вида как r-мерное многообразие пар (A, Lm) в n-мерном проективном про-
странстве Pn, образованных точкой A и проходящей через нее плоскостью Lm,
dimLm = m, 1 ≤ r ≤ m(n−m) + n.

§ 1.1 носит вспомогательный характер. В нем вводятся в рассмотрение струк-
турные уравнения проективного пространства Pn (I, J, K = 1, n):

dωI = ωJ ∧ ωIj , dωI = ωJI ∧ ωJ ,
dωIJ = ωKJ ∧ ωIK+δIJωK ∧ ωK + ωJ ∧ ωI .

В § 1.2 семейство Br задается параметрическими уравнениями, выражаю-
щими главные формы ωa, ωα, ωαa семейства через структурные формы θi про-
странства параметров (a, b, . . . = 1, m; α, β, . . . = m+ 1, n; i, j, . . . = 1, r):

ωa = Λa
i θ
i, ωα = Λα

i θ
i, ωαa = Λα

aiθ
i.

Выведены уравнения фундаментального объекта 1-го порядка Λ = {Λa
i , Λα

i , Λα
ai}

семейства Br. Над этим семейством как над базой возникает главное рассло-
ение Gs(Br), структурной группой Gs (s = n(n + 1) − m(n − m)) которого
является подгруппа стационарности образующего элемента (A, Lm). Найдены
структурные уравнения данного расслоения. Показано, что оно имеет четыре
фактор-расслоения: 1) расслоение плоскостных линейных реперов; 2) расслое-
ние нормальных линейных реперов; 3) расслоение центропроективных реперов;
4) расслоение аффинно-групповых реперов.

В главном расслоении Gs(Br) приемом Лаптева – Лумисте задается фун-
даментально-групповая связность по Г.Ф. Лаптеву с помощью поля объекта
связности (§ 1.3)

Γ = {Γabi, Γαβi, Γai, Γaαi, Γαi}.
Показано, что объект Γ содержит 2 простейших и 2 простых подобъекта: 1) Γabi
— объект плоскостной линейной связности; 2) Γαβi — объект нормальной ли-
нейной связности; 3) Γ1 = {Γabi, Γai} — объект центропроективной связности;
4) Γ2 = {Γabi, Γαβi, Γaαi} — объект аффинно-групповой связности. Объект кривиз-
ны R связности Γ является тензором, содержащим 2 простейших и 2 простых
подтензора.

В § 1.4 произведено композиционное оснащение семейства Br полями анало-
гов нормалей 2-го рода А.П. Нордена Nm−1 и плоскостей Э. Картана Cn−m−1.
Аналитически оно задается полем квазитензора λ = {λa, λaα, λα}, названного
оснащающим квазитензором. При этом объект λ′, состоящий из пфаффовых
производных квазитензора λ, образует геометрический объект лишь в совокуп-
ности с объектами λ и Λ. Плоскость Nn−m = Cn−m−1⊕A является аналогом нор-
мали 1-го рода А.П. Нордена, порожденной плоскостью Э. Картана, а плоскость
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Pn−1 = Nm−1 ⊕ Cn−m−1 — аналогом гиперплоскости Э. Бортолотти, натянутой
на плоскость Э. Картана и нормаль 2-го рода А.П. Нордена. Дифференциалы
точки A и базисных точек оснащающих плоскостей разложены по самим этим
точкам, причем коэффициенты в этих разложениях Λα

i , Ma
i , Mα

ai, tai, taαi, tαi об-
разуют тензоры. Равенство нулю подтензора Λα

i фундаментального тензора Λ
характеризует семейства Br, у которых центр A плоскости L∗m смещается в ней
же. Обращение тензора Ma

i в нуль характеризует такие оснащенные семейства
Br, у которых центры плоскостей L∗m смещаются вдоль соответствующих нор-
малей 1-го рода Nn−m. Обращение в нуль тензора Mα

ai выделяет семейства, у
которых нормали Nm−1 смещаются в соответствующих плоскостях L∗m. Случаи
обращения в нуль тензоров tai, taαi, tαi геометрически характеризуются соот-
ветствующими специальными смещениями оснащающих плоскостей, при этом
никаких ограничений на само семейство Br не накладывается. Поэтому мы на-
зываем их тензорами подвижности оснащающих плоскостей.

В § 1.5 рассматриваются ковариантные производные ∇iλa, ∇iλ
a
α, ∇iλα осна-

щающего квазитензора относительно связности Γ, а также строится тензор

Tαi = ∇iλα − λa∇iλ
a
α.

Инвариантные соотношения между ними и тензорами подвижности:

∇iλa = ξtai, ∇iλ
a
α = ηtaαi, Tαi = ζtαi,

содержащие числовые параметры ξ, η, ζ, выделяют трехпараметрическую связ-
ку пучков фундаментально-групповых связностей

Γ(ξ, η, ζ) = {Γabi, Γαβi, Γai(ξ), Γaαi(η), Γαi(ξ, η, ζ)}.

Эта связка содержит центропроективную Γ1(ξ) = {Γabi, Γai(ξ)} и аффинно-
групповую Γ2(η) = {Γabi, Γαβi, Γaαi(η)} подсвязки.

При помощи охватов компонент Γabi и Γαβi из связки пучков Γ(ξ, η, ζ) выделе-

на трехпараметрическая связка индуцированных связностей
0

Γ (ξ, η, ζ) (§ 1.5).
Показано, что совпадение построенных связностей обусловлено специализацией
композиционного оснащения семейства Br.

В § 1.6 дана геометрическая характеристика индуцированным плоскостной

и нормальной линейных подсвязностей
0

Γabi и
0

Γαβi. Связность
0

Γabi геометрически
характеризуется проекцией на нормаль 2-го рода Nm−1 смежной с ней нормали
Nm−1 + dNm−1 из центра — нормали 1-го рода Nn−m:

0

Γabi: Nm−1 + dNm−1
Nn−m−→ Nm−1.
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Связность
0

Γαβi интерпретируется проекцией на плоскость Картана Cn−m−1 смеж-
ной с ней плоскости Cn−m−1 + dCn−m−1 из центра — плоскости Lm:

0

Γαβi: Cn−m−1 + dCn−m−1
Lm−→ Cn−m−1.

Параграфы 1.7 – 1.12 посвящены интерпретации построенных связностей и
их центропроективных и аффинно-групповых подсвязностей. Для этой цели
построены невырожденные, свободно вырожденные и связанно вырожденные
параллельные перенесения оснащающих плоскостей в соответствующих пуч-
ках связностей. Условия существования введенных параллельных перенесений
представляют собой соотношения на ранги матриц тензоров подвижности. При
помощи этих условий получен произвол существования каждого конкретного
параллельного перенесения, иначе говоря, размерность подпространства парал-
лельности.

В § 1.13 найдены выражения компонент тензоров кривизны индуцированных

связностей из трехпараметрической связки
0

Γ (ξ, η, ζ):

0

Ra
bij= Mα

b[it
a
αj] − δabΛα

[itαj] −M c
[i(δ

a
c tbj] + δab tcj]),

0

Rα
βij= −Mα

a[it
a
βj] − Λα

[itβj] − δαβ (Ma
[itaj] + Λγ

[itγj]),

0

Raij (ξ) =
0

Rb
aij λb + ξMα

a[itαj],

0

Ra
αij (η) =

0

Rβ
αij λ

a
β−

0

Ra
bij λ

b
α + ηMa

[itαj],

0

Rαij (ξ, η, ζ) =
0

Rβ
αij λβ−

0

Rb
aij λ

a
αλb − ξM

β
a[itβj]λ

a
α+

+ (ζ − ξη)taα[itaj] + ηλaM
a
[itαj].

Получены условия их совпадения для различных индуцированных центропро-
ективных, аффинно-групповых и фундаментально-групповых связностей.

В § 1.14 рассматриваются плоские связности, т.е. связности с нулевым тен-
зором кривизны. Найдены пять достаточных условий для того, чтобы каждая

связность из трехпараметрической связки
0

Γ (ξ, η, ζ) была плоской.
В главе 2 рассматривается грассманово расслоение BS центрированных

плоскостей, представляющее собой объединение центрированных многообразий
Грассмана во всех касательных плоскостях некоторой n-мерной поверхности
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Sn в N -мерном проективном пространстве PN . Параграф § 2.1 носит обзор-
ный характер, в нем излагаются основные сведения о поверхности в многомер-
ном проективном пространстве, необходимые в дальнейшем. В § 2.2 рассмат-
риваются различные оснащения поверхности: нормализация 1-го и 2-го рода,
а также поднормализация 1-го рода. Показано, что нормализация 1-го рода
поверхности индуцирует поднормализацию 1-го рода, а поднормализация 1-го
рода вместе с нормализацией 2-го рода индуцирует аффинную связность ΓIJK
(I, J, . . . = 1, n) в расслоении касательных линейных реперов L(Sn).

В § 2.3 рассматривается семейство BS m-мерных центрированных плоско-
стей, представляющее собой объединение центрированных многообразий Грас-
смана Gr∗(m, n) во всех касательных плоскостях Tn поверхности. Над семей-
ством BS как над базой возникает главное расслоение H(BS), структурной
группой которого является подгруппа стационарности образующего элемента
семейства внутри соответствующей касательной плоскости поверхности. В рас-
слоении H(BS) задается связность Π, и выводятся уравнения на компоненты
объекта, задающего эту связность (§ 2.4). Оснащениям многообразия BS по-
священ параграф § 2.5. Композиционное оснащение семейства BS, индуциро-
ванное нормализацией 1-го рода многообразия BS вместе с нормализацией 2-го
рода поверхности Sn, названо N -индуцированным. В § 2.6 показано, что ком-
позиционное оснащение многообразия BS сводит фундаментально-групповую
связность Π к плоскостной Π1 и нормальной Π2 линейным подсвязностям, иначе
говоря, индуцирует в главном расслоении G(BS) многопараметрический пучок
фундаментально-групповых связностей Π. При этом нормализация 1-го рода
многообразия BS вместе с аффинной связностью ΓIJK поверхности Sn инду-
цируют плоскостную Π1 и нормальную Π2 линейные связности, что позволяет

выделить из построенного пучка фундаментально-групповую связность
0

Π.
В главе 3 в многомерном проективном пространстве рассматривается се-

мейство B гиперплоских элементов (т.е. центрированных гиперплоскостей). В
§ 3.1 даются необходимые определения и ставится задача построения компо-
зиционного оснащения данного семейства внутренним инвариантным образом.
Решение данной задачи основано на редукции расслоения реперов, адаптиро-
ванных данному семейству (§ 3.2). В §§ 3.2 – 3.5 изложено пошаговое описание
этой процедуры. При этом производится аналитическая канонизация репера,
основанная на систематическом применении леммы Н.М. Остиану [17]. В § 3.6
указаны два приложения полученного результата. Во-первых, в специальном
случае найдена каноническая структура почти произведения на семействе B.
Во-вторых, в общем случае к семейству B внутренним образом присоединены
две линейные связности и получены выражения их тензоров кривизны.
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