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Àêòóàëüíîñòü òåìû.Ïóñòü E � êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì (·, ·) è íîðìîé || · ||, à B, L � ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â íåì.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

But = Lu+ f, t ∈ (0, T ), (T ≤ ∞). (1)

Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àáñòðàêòíóþ ôîðìó ìíîãèõ

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàæå â ýòîò ïðîñòåéøèé êëàññ óðàâíåíèé âõîäèò çíà÷è-

òåëüíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Èññëåäîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1) ñîáîëåâñêîãî òèïà â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ ïðîñòðàíñòâà E

è îïåðàòîðîâ B,L çàíèìàëèñü ìíîãèå ìàòåìàòèêè, ñðåäè íèõ Ê. Âåéåðøòðàññ, Ë. Êðîíå-

êåð, Ô.Ð. Ãàíòìàõåð, Þ.Å. Áîÿðèíöåâ, ìàòåìàòèêè èç øêîëû Ñ.Ã. Êðåéíà, Â.Á. Îñèïîâ,

Ñ.Ä. Ýéäåëüìàí, Ñ.Ï. Çóáîâà, Ê.È. ×åðíûøåâ, Ð.Å.Øîâàëüòåð, À.Ã. Ðóòêàñ, Í.È. Ðàäáåëü,

Í.À. Ñèäîðîâ, Ì.Â. Ôàëàëååâ, À.È. Êîæàíîâ, À. Ôàâèíè, Ã.À. Ñâèðèäþê, Â.Å. Ôåäîðîâ,

È.Â. Ìåëüíèêîâ, Ì.À. Àëüøàíñêèé è äð.

Óðàâíåíèå âèäà (1), íå ÿâëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì ñîáîëåâñêîãî òèïà, â àáñòðàêòíîé ôîð-

ìå èññëåäîâàëîñü, íàïðèìåð, Ð. Áèëñîì, Í.Â. Êèñëîâûì, Â. Ãðèíáåðãîì, Ê.Â.Ì. âàí äåð

Ìè, Ï.Ô. Çâåéôåëîì, Ñ.Ã. Ïÿòêîâûì, Ï. Ãðèñâàðäîì. Ñðåäè ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, ìîæíî âûäåëèòü âàðè-

àöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðîåêöèîííûõ òåîðåìàõ òèïà Ëàêñà-Ìèëüãðàìà, ìåòîäû

òåîðèè ïîëóãðóïï, ìåòîä Ôóðüå (ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì).

Äëÿ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà èëè áëèçêèõ ê íèì, à òàêæå è äëÿ íåêîòîðûõ óðàâ-

íåíèé, íå ïðèíàäëåæàùèõ ñîáîëåâñêîìó òèïó, êîððåêòíà îáû÷íàÿ çàäà÷à Êîøè èëè çàäà-

÷à, áëèçêàÿ ê íåé. Èíàÿ ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå, åñëè óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà

Ñîáîëåâà (êàê ïðàâèëî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð îïåðàòîðà B ñîäåðæèò îäíîâðåìåííî áåñ-

êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè). Ðàíåå â ðàáîòàõ Ì.Ñ.

Áàóýíäè, Ð. Áèëñà, Ì. Æåâðå, Í.Â. Êèñëîâà, Ñ.Ä. Ïàãàíè, Ñ.À. Òåðñåíîâà áûëè èçó÷åíû

êîððåêòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1). Â ýòîì ñëó÷àå ïðè èññëå-

äîâàíèè âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè, åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé âîçíèêàåò ðÿä

ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ â îñíîâíîì ñ òåì ôàêòîì, ÷òî íà äàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå ðåøå-

íèå äàííîé çàäà÷è íå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Êàê ïðàâèëî, îíî ñóùåñòâóåò (íàïðèìåð, ðåøåíèå

ïåðâîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è), íî íà íåêîòîðîì ìàëîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå, à äàëåå

ìîæåò ðàçðóøèòüñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ðåøåíèå èëè åãî ïðîèçâîäíûå ìîãóò îáðàòèòüñÿ â

∞. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òîò ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ íà êàêîé-òî

ïîâåðõíîñòè â îáëàñòè çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ ïëîõî ñåáÿ âåäóò, íàïðèìåð, îáðàùàþòñÿ â ∞.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâî-

âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà, à òàêæå èçó÷å-

3



íèå ïðèëîæåíèé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ

ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè ëîêàëüíûõ è íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷

äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè-

åìû è ìåòîäû ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, ðàçðåøèìûìè â öåëîì ïî

âðåìåíè. Çäåñü ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò âûäåëèòü ìîíîãðàôèþ Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À. Ñî-

ëîííèêîâà, Í.È. Óðàëüöåâîé (1967), à òàêæå ìîíîãðàôèè Ñ.Ã. Ïÿòêîâà (2000, 2002). Ïðè

ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Æåâðå äëÿ óðàâíåíèÿ

òðåòüåãî ïîðÿäêà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êðàåâàÿ çàäà÷à

ïðèâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îòíîñèòåëü-

íî êîòîðûõ îòìåòèì ìîíîãðàôèè Í.Ô. Ãàõîâà (1963), Í.È. Ìóñõåëèøâèëè (1962), Ë.Ã.

Ìèõàéëîâà (1966), Ò.Ä. Äæóðàåâà (1979).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

• èññëåäîâàíû êðàåâûå çàäà÷è òèïà Æåâðå äëÿ íîâûõ êëàññîâ îïåðàòîðíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ ïðîèçâîëüíûì äèññèïàòèâíûì îïåðà-

òîðîì â ãëàâíîé ÷àñòè;

• äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, èçó÷åíà ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ

â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà, è ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

ê óðàâíåíèÿì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè;

• äîêàçàíà ðåçðåøèìîñòü øèðîêîãî êëàññà íåëîêàëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ

îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì, óäîâëåòâîðÿ-

þùèì óñëîâèþ Êàòî-ñåêòîðèàëüíîñòè â ãëàâíîé ÷àñòè, è èññëåäîâàí âîïðîñ î ãëàäêîñòè

ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà;

• äëÿ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñ êðàòíûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè äîêàçàíû òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà êðàåâûõ

çàäà÷ òèïà Æåâðå.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-

äàëèñü íà ñåìèíàðå ïðè êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êàçàíñêîãî (Ïðèâîëæ-

ñêîãî) ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîðà Â.È. Æåãà-

ëîâà (Êàçàíü: 2015), íà îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÑÂ-

ÔÓ (ßêóòñê: 2014, 2015), ÍÈÈ ìàòåìàòèêè ÑÂÔÓ ¾Íåêëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ, óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (äèðåêòîð ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð È.Å.

Åãîðîâ), íà XLVII�XLIX Ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ ñòóäåí÷åñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñòóäåíò

è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ¿ (Íîâîñèáèðñê: 2009�2012); íà XIX, XXI Ìåæäóíàðîä-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (2012, 2014:

4



Ìîñêâà), íà III Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè è VII Âñåðîññèéñêîé øêîëå-ñåìèíàðå

ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ìîëîäûõ ó÷åíûõ è ñïåöèàëèñòîâ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

ðàçâèòèÿ Ñåâåðíûõ òåððèòîðèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè¿ (ßêóòñê: 2012); íà Ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà

¾Îáðàòíûå è íåêîððåêòíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (Íîâîñèáèðñê: 2012); íà IV

Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷¿ (Íîâîñèáèðñê: 2012); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 105-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà (Íîâîñèáèðñê: 2013);

íà VII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (ßêóòñê: 2014);

íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå¿ (Óëàí-Óäý: 2015).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííûõ çà-

äàíèé íà âûïîëíåíèå ÍÈÐ: íà 2012�2014 ãã. (ïðîåêò 4402), íà 2014-2016 ãã. (ïðîåêò 3047),

ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãã.:

(ÃÊ 02.740.11.0609), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîñ-

ñèè¿ íà 2009-2013 ãã. ìåðîïðèÿòèå 1.3.2 ¾Ïðîâåäåíèå íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé öåëåâûìè

àñïèðàíòàìè¿ (Cîãëàøåíèå 14.132.21.1350).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 25 ðàáîòàõ àâòîðà:

8 ñòàòüÿõ [1�8], â òåçèñàõ 17 äîêëàäîâ [9�25]. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå [7] ïîñòàíîâêà çàäà÷,

èäåÿ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåì ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ ïðèíàäëåæàò Ñ.Ã. Ïÿòêîâó.

8 ñòàòåé [1�8] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç Ïåðå÷íÿ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé

ÂÀÊ, â òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè [5�7] (1 ñòàòüÿ ïåðåâîäíàÿ) âõîäÿò â ìåæäóíàðîäíûå ðåôåðà-

òèâíûå áàçû äàííûõ è ñèñòåì öèòèðîâàíèÿ Web of Science, Scopus.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ñîäåð-

æàùèõ 8 ïàðàãðàôîâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ñîñòàâëÿåò 112

ñòðàíèö. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 139 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, äàíû èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ

ïî òåìå äèññåðòàöèè, à òàêæå êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ïàðàãðàôîâ, ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ

îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

Au ≡ But − Lu = f(x, t), (2)

ãäå ëèíåéíûå îïåðàòîðû B,L îïðåäåëåíû â äàííîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E, ïðè÷åì

îïåðàòîð B ñàìîñîïðÿæåí. Êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

P+u(0) = u0, P−u(T ) = uT , (3)
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ãäå P+, P− � ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà B, êîòîðûå îòâå÷àþò ïîëîæèòåëüíîé

è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòÿì ñïåêòðà. Çäåñü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð B îáðàòèì, â

÷àñòíîñòè, B ìîæåò èìåòü íåíóëåâîå ÿäðî, è ñïåêòð îïåðàòîðà B ìîæåò ñîäåðæàòü îäíî-

âðåìåííî áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñåé.

Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá îïåðàòîðàõ L,B ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

I) L - ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð, è íàéäåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî F1,

ïëîòíî âëîæåííîå â E, òàêîå, ÷òî D(L∗) ⊂ F1 ⊂ E, è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ0 > 0 òàêîå,

÷òî Re(−L∗u, u) ≥ δ0∥u∥2F1
äëÿ âñåõ u ∈ D(L∗), ãäå L∗ - ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

Èç óñëîâèÿ I) âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð L∗ � òàêæå ìàêñèìàëüíî äèññèïàòèâíûé îïåðàòîð

è 0 ∈ ρ(L) ∩ ρ(L∗), áîëåå òîãî, {Reλ ≥ 0} ⊂ ρ(L) ∩ ρ(L∗).

II) Îïåðàòîð B ñàìîñîïðÿæåí â E, è F1 ⊂ D(|B|1/2) ïëîòíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2 êëàññ ôóíêöèé u ∈ F1, òàêèõ, ÷òî u ïðåäñòàâèìî â âèäå u = L−1v,

ãäå v ∈ F ′
1, è ∥u∥F2 = ∥L−1v∥F1 + ∥v∥F ′

1
= ∥u∥F1 + ∥Lu∥F ′

1
. Òîãäà D(L) ⊂ F2 ⊂ F1.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî H êàê ïîïîëíåíèå D(|B|1/2) ïî íîðìå

∥|B|1/2v∥ = ∥u∥H .

Êàê âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ, |B|1/2 ∈ L(H,E).

Îáîçíà÷èì H1 = {v ∈ L2(0, T ;D(L∗)), vt ∈ L2(0, T ;F1)}.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ôóíêöèÿ u ∈ L2(0, T ;F1) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì

êðàåâîé çàäà÷è (2), (3), åñëè íàéäóòñÿ ũ0, ũT ∈ H, òàêèå, ÷òî P−ũ0 = ũ0, P
+ũT = ũT , è

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

T∫
0

(−(Bu, vt)− (u, L∗v))dt+ (BuT , v(T ))− (Bu0, v(0))+

+(BũT , v(T ))− (Bũ0, v(0)) =

T∫
0

(f, v) dt

(4)

äëÿ ëþáîãî v ∈ L2(0, T ;D(L∗)), vt ∈ L2(0, T ;F1)

Òåîðåìà 1.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ I), II). Òîãäà äëÿ ëþáûõ f ∈
L2(0, T ;F

′
1), u0, uT ∈ H ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ L2(0, T ;F1) êðàåâîé çàäà-

÷è (2), (3) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.1.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

III) Re(−Lu, u) ≥ δ0∥u∥2F1
, ∀u ∈ D(L);

IV) Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå c > 0 è θ ∈ (0, 1), òàêèå, ÷òî

|(Bu, u)| ≤ c∥u∥2θF1
∥L−1Bu∥2(1−θ)

F1
∀u ∈ F1;

V) B|F1 ∈ L(F1, E).

Îòìåòèì, ÷òî ∥L−1Bu∥F1 ≤ c∥Bu∥F ′
1
≤ c1∥u∥F1 .
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Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèå Êàòî-ñåêòîðèàëüíîñòè äëÿ îïåðàòîðà L è óñëîâèÿ òåîðåìû

1.1.1, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ III) è IV) ÿâëÿþòñÿ ëèøíèìè, îíè âñåãäà âûïîëíåíû.

Ïóñòü g(x) - ïîëîæèòåëüíàÿ ïî÷òè âåçäå â îáëàñòè G ôóíêöèÿ. Îïðåäåëèì ïðîñòðàí-

ñòâî L2,g(G;H) (H - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî) êàê ïðîñòðàíñòâî ñèëüíî èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé, îïðåäåëåííûõ â G ñî çíà÷åíèÿìè â H è òàêèõ, ÷òî

∥u∥L2,g(G;H) =

∫
G

g(x)∥u(x)∥2Hdx

1/2

< ∞.

Ïóñòü φ(t) = t2α(T − t)2α, ãäå α = 1
2(1−θ)

.

Òåîðåìà 1.1.2 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ I)-IV) è ft ∈ L2(0, T ;F
′
1), òî îáîáùåííîå ðå-

øåíèå, ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 1.1.1, îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ut ∈ L2,φ(0, T ;F1). Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíî óñëîâèå V) è f ∈ L2,φ(0, T ;E),

òî u ∈ L2,φ(0, T ;D(L)).

Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî φi(t) = t2iα(T − t)2iα, ãäå α = 1
2(1−θ)

, äîêàçàíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2.1 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ I)-IV) è ∂i
tf ∈ L2,φi

(0, T ;F ′
1) (i = 0, 1, . . . ,m),

òî îáîáùåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 1.1.1, îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóþò

îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ∂i
tu ∈ L2,φi

(0, T ;F1) (i = 0, 1, . . . ,m). Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîë-

íåíî óñëîâèå V) è ∂i
tf ∈ L2,φi+1

(0, T ;E) (i = 0, 1, . . . ,m− 1), òî u ∈ L2,φi+1
(0, T ;D(L)).

Ïàðàãðàô 1.3 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âèäà

B(t)ut − L(t)u = f(t), t ∈ (0, T ), T ≤ ∞ (5)

ãäå L(t) : E → E è B(t) : E → E � ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ â

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E. Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîð B(0) : E → E è B(T ) : E → E (åñëè

T < ∞) ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûå

ïðîåêòîðû E±(0), E±(T ) ýòèõ îïåðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöà-

òåëüíûì ÷àñòÿì ñïåêòðîâ B(0) è B(T ) ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, åñëè Eλ(0) � ñïåêòðàëü-

íîå ðàçëîæåíèå B(0), òîãäà E−(0) = E−0, E
+(0) = I−E0 (I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð). Òàêèì

îáðàçîì, E±
0 B(0) = B(0)E±

0 , (E
+−E−)B(0) = |B(0)|. Äîïîëíÿåì óðàâíåíèå (5) ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè

E+(0)u(0) = u+
0 , lim

t→∞
u(t) = 0 (T = ∞), (6)

E+(0)u(0) = h11E
−(0)u(0) + h12E

+(T )u(T ) + u+
0 , (7)

E−(T )u(T ) = h21E
−(0)u(0) + h22E

+(T )u(T ) + u−
T (T < ∞), (8)

ãäå hij ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïîçæå. Âòîðîå

óñëîâèå â (6) áóäåò òàêèì æå, êàê u(t) ∈ L2(0,∞;E).
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Ôèêñèðóåì ïàðàìåòð m = 0, 1, 2, . . . è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû

L(t), B(t) : E → E, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ), óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâè-

ÿì.

(I) Ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H1, ïëîòíî âëîæåííîå â E, òà-

êîå, ÷òî L(t) ∈ L(t) ∈ Wm
∞(0, T ;L(H1;H

′
1)) è B(t) ∈ W

max(1,m)
∞ (0, T ; L(H1;H

′
1)).

(II) Îïåðàòîðû B(t) (t ∈ [0, T ]) ñèììåòðè÷íû â òîì ñìûñëå, ÷òî (B(t)u, v) = (u,B(t)v)

äëÿ âñåõ u, v ∈ H1. Îïåðàòîðû B(0) : E → E è B(T ) : E → E (åñëè T < ∞) ñàìîñîïðÿ-

æåíû â E; H1 ⊂ D(|B(0)|1/2) è H1 ⊂ D(|B(T )|1/2) è îáà âêëþ÷åíèÿ ïëîòíûå. Ñóùåñòâóåò

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ δ0 > 0 òàêàÿ, ÷òî

Re ((−L(t) + (i− 1

2
)Bt(t))u, u) ≥ δ0∥u∥2H1

, i = 0, 1, 2, . . . ,m

äëÿ âñåõ u ∈ H1 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ).

Îòìåòèì, ÷òî W 0
∞(0, T ;L(H1;H

′
1)) = L∞(0, T ;L(H1;H

′
1)). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (I)

è èçìåíåíèÿ îïåðàòîðà-ôóíêöèè B(t) íà ìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû ïðè íåîáõîäèìîñòè,

ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî B(t) ∈ C([0, T ];L(H1;H
′
1)). Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî. Êðîìå òîãî, óñëîâèå (I) ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî u(t) ∈
W 1

2 (0, T ;H1), ôóíêöèÿ B(t)u(t) ∈ L2(0, T ;H
′
1) èìååò îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ d

dt
B(t)u(t),

è
d

dt
B(t)u(t) = B(t)ut(t) +Bt(t)u(t),

ãäå ut, Bt � îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå îò u(t), B(t). Òàêæå èìååì (Bt(t)u, v) = (u,Bt(t)v)

äëÿ âñåõ u, v ∈ H1 è ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà F0 = D(|B(0)|1/2)/ kerB(0), G0 = D(|B(T )|1/2)/ kerB(T ),

F±
0 = {u ∈ F0 : E±(0)u = u}, G±

0 = {u ∈ G0 : E±(T )u = u}. Ïîëîæèì

F1 = H1/(kerB(0) ∩ H1), G1 = H1/(kerB(T ) ∩ H1). Óñëîâèå (I) ãàðàíòèðóåò, ÷òî F1, G1

� ïëîòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà F0, G0 ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì íîðìû â F0, G0 ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâ (u, v)F0 = (B(0)J(0)u, v), (u, v)G0 = (B(T )J(T )u, v), ãäå J(0) = E+(0) − E−(0) è

J(T ) = E+(T )−E−(T ). Ñîîòâåòñòâåííî, ñèìâîëû [u, v]F0 = (B(0)u, v), [u, v]G0 = (B(T )u, v)

îáîçíà÷àþò èíäåôèíèòíóþ ìåòðèêó â F0 è G0. Íîðìû è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â F±
0

è G±
0 àíàëîãè÷íû íîðìàì è ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì F0, G0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì

ïðîñòðàíñòâà F−1 è G−1 êàê ïîïîëíåíèå F0, G0 îòíîñèòåëüíî íîðì

∥u∥F−1 = ∥B(0)u∥H′
1
, ∥u∥G−1 = ∥B(T )u∥H′

1
.

Èìååì F1 ⊂ F0 ⊂ F−1 è G1 ⊂ G0 ⊂ G−1.

Îïåðàòîðû hij â (7), (8), êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

h11 ∈ L(F−
0 , F+

0 ), h12 ∈ L(G+
0 , F

+
0 ), h21 ∈ L(F−

0 , G−
0 ), h22 ∈ L(G+

0 , G
−
0 ). (9)

Ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàòîð

H =

(
h11 h1,2

h21 h22

)
: F−

0 ×G+
0 → F+

0 ×G−
0 .

8



Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè íà hij îïåðàòîð H îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå èç F−
0 ×G+

0 â F+
0 ×G−

0 . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî åãî íîðìà ρH óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ρH < 1. (10)

Äëÿ i ≥ 1 è T < ∞ ïóñòü φi(t) = t2i(T − t)2i. Äëÿ T = ∞, φi ∈ C∞([0,∞)
)
, φi(t) = t2i

äëÿ t ≤ 1, φi(t) = 2 äëÿ t ≥ 2, è 1 ≤ φi(t) ≤ 2 äëÿ t ∈ [1, 2]. Ïóñòü φ0(t) ≡ 1 è φr = 1/φ−r

äëÿ r < 0. Ó÷èòûâàÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H è öåëûå ÷èñëà l ≥ 0, s, îáîçíà÷èì ÷åðåç

W l,s(H) (l = 0, 1, . . .) çàìûêàíèå C∞
0 (0, T ;H) ïî íîðìå

∥v∥2W l,s(H) =
l∑

i=0

∥∥√φi−sv
(i)
∥∥2
L2(0,T ;H)

.

Èìååì W 0,0(H) = L2(0, T ;H). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 1.3.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = ∞, f ∈ Wm,0(H ′
1) (m = 0, 1, . . .), u+

0 ∈ F+
0 ,

óñëîâèÿ (I)�(II) è (10) âûïîëíåíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(t) ∈ Wm,0(H1) çàäà÷è

(5), (6), òàêîå, ÷òî
√
φi

di+1

dti+1B(t)u ∈ L2(0, T ;H
′
1), i = 0, 1, . . . ,m. Ñëåä u(0) ∈ F−1 ýòîãî

ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó F0. Óðàâíåíèå (5), íàïèñàííîå â ôîðìå

(Bu)t −Btu− Lu = f,

âûïîëíåíî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H
′
1). Åñëè äîïîëíèòåëüíî m ≥ 1,

√
φ1f ∈ L2(0, T ;E),

B(t) ∈ L∞(0, T ;L(H1, E)), òîãäà ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî L(t)u(t) ∈ L2,φ1(0, T ;E).

È åñëè îïåðàòîð L íå çàâèñèò îò t,
√
φi+1

di

dti
f ∈ L2(0, T ;E) (i = 0, 1, 2, . . . ,m − 1) è

B(t) ∈ Wm−1
∞ (0, T ;L(H1, E)), òîãäà di

dti
Lu(t) ∈ L2,φi+1

(0, T ;E) (i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1).

Òåîðåìà 1.3.2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T < ∞, f ∈ Wm,0(H ′
1) (m = 0, 1, . . .), u+

0 ∈ F+
0 ,

u−
T ∈ G−

0 , óñëîâèÿ (I)�(II) è (10) âûïîëíåíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(t) ∈ Wm,0(H1)

çàäà÷è (5), (7), (8), òàêîå, ÷òî
√
φi

di+1

dti+1B(t)u ∈ L2(0, T ;H
′
1), i = 0, 1, . . . ,m. Ñëåäû u(0) ∈

F−1 è u(T ) ∈ G−1 (äëÿ T ̸= ∞) ýòèõ ðåøåíèé ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì F0 è G0

ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå (5), íàïèñàííîå â ôîðìå

(Bu)t −Btu− Lu = f,

âûïîëíåíî â ïðîñòðàíñòâå L2(0, T ;H
′
1). Åñëè äîïîëíèòåëüíî m ≥ 1,

√
φ1f ∈ L2(0, T ;E)

è B(t) ∈ L∞(0, T ;L(H1, E)), òîãäà ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî L(t)u(t) ∈ L2,φ1(0, T ;E).

È åñëè îïåðàòîð L íå çàâèñèò îò t,
√
φi+1

di

dti
f ∈ L2(0, T ;E) (i = 0, 1, 2, . . . ,m − 1) è

B(t) ∈ Wm−1
∞ (0, T ;L(H1, E)), òîãäà di

dti
Lu(t) ∈ L2,φi+1

(0, T ;E) (i = 0, 1, 2, . . . ,m− 1).

Ëåììà 1.3.3 Ïóñòü u(t) ∈ W è

(F1, F−1)1/2,2 = F0, (G1, G−1)1/2,2 = G0. (11)
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Òîãäà ñëåäû u(0) è u(T ) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâàì F0 è G0 ñîîòâåòñòâåííî, è

∥u(0)∥F0 + ∥u(T )∥G0 ≤ c∥u∥W

äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà c, íå çàâèñÿùåãî îò u. Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ v0 ∈ F0 è

vT ∈ G0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v(t) ∈ W , òàêàÿ, ÷òî v(0) = v0 è v(T ) = vT .

Òåîðåìà 1.3.3 Ïóñòü óñëîâèå (11) è óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3.1 èëè òåîðåìû 1.3.2 âû-

ïîëíåíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5), (6) èëè çàäà÷è (5), (7),

(8) ñîîòâåòñòâåííî.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâîäèì ïðèëîæåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ãëàâå 1.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

g(x)ut − Lu = f, (12)

u|t=0 = u0(x), x ∈ G+, u|t=T = uT (x), x ∈ G−, (13)

u(i)(0) = u(i)(1) = 0, i = 0, 1, 2, ...,m− 1, (14)

u(m)(0) = 0, (15)

ãäå L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà

Lu = (−1)m+1

2m+1∑
i=0

ai(x)u
(i), a2m+1 = 1, (16)

L∗v = (−1)m+1
2m+1∑
i=0

(ai(x)v)
(i) (17)

è g(x) ∈ L1(0, 1) � âåùåñòâåííàÿ, èçìåðèìàÿ íà (0, 1) ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò

îòêðûòûå ìíîæåñòâà G+, G− ⊂ (0, 1) ñî ñâîéñòâîì µ(G
+\G+) = 0, µ(G

−\G−) = 0, è g(x) >

0 ïî÷òè âñþäó íà G+, g(x) < 0 ïî÷òè âñþäó íà G− è g(x) = 0 íà G\(G+ ∪G
−
).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ai ∈ W i
∞(0, 1), i = 0, 1, . . . , 2m. (18)

Ñ÷èòàåì, ÷òî D(L) = {u ∈ W 2m+1
2 (0, 1) : u óäîâëåòâîðÿåò (14), (15)}, D(L∗) = {u ∈

W 2m+1
2 (0, 1) : âûïîëíÿåòñÿ (14) è u(m)(1) = 0} è íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ δ0 > 0 òàêàÿ, ÷òî

Re(−Lu, u) ≥ δ0∥u∥2Wm
2 (0,1), Re(−L∗u, u) ≥ δ0∥u∥2Wm

2 (0,1) (19)

äëÿ âñåõ u ∈ D(L) è u ∈ D(L∗) ñîîòâåòñòâåííî.
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Âîçüìåì

θ =
m+ 2− s

2(m+ 1− s)
, (20)

ãäå 1/2 < s < m+ 1, åñëè g ∈ L1(0, 1)) è 0 ≤ s < m+ 1, s ̸= 1/2, åñëè g ∈ L2(0, 1).

Òåîðåìà 2.1.1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèå (19) è âûøåïðèâåäåííûå óñëîâèÿ íà êîýôôè-

öèåíòû îïåðàòîðà L (18) è ôóíêöèþ g ∈ L1(0, 1). Òîãäà, åñëè f ∈ L2(0, T ;W
−m
2 (0, 1)), u0 ∈

L2,g(G
+), uT ∈ L2,g(G

−), òî ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (12)-(15) èç êëàññà

u ∈ L2(0, T ;W
m
2 (0, 1)), g(x)ut ∈ L2(0, T ; (Ŵ

m+1
2 (0, 1))′). Åñëè, êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì,

÷òî ft ∈ L2,φ(0, T ;W
−m
2 (0, 1)), ãäå φ(t) = t2θ(T − t)2θ, è ïàðàìåòð θ îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

(20), òî ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì: u ∈ L2,φ(0, T ;W
m+1
2 (0, 1)), ut ∈ L2,φ(0, T ;W

m
2 (0, 1)).

Åñëè äîïîëíèòåëüíî g ∈ L2(0, 1), f ∈ L2,φ(0, T ; L2(0, 1)), òî ðåøåíèå òàêæå îáëàäàåò

ñâîéñòâîì u ∈ L2,φ(0, T ;W
2m+1
2 (0, 1)). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (12) âûïîëíÿåòñÿ

ïî÷òè âñþäó â Q = (0, 1)× (0, T ), è âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå,

ñóùåñòâóþò.

Â ïàðàãðàôå 2.2 â îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþ-

ùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

sgnxuttt + uxx = f(x, t), (21)

ãäå Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω× (0, T ), Ω = (−1, 1), 0 < T < +∞.

Ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (21) èùåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

ut(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1), ut(x, T ) = uT (x), x ∈ (−1, 0)
(22)

è îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (23)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: (u, v) =
∫
Ω

uv̄ dx � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω). Ïîä îáîáùåí-

íûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (21)�(23) ïîíèìàåì ôóíêöèþ u(x, t) òàêóþ, ÷òî u ∈
◦
W 1

2(Q),

è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

T∫
0

[(ut, sgn x vtt)− (ux, vx)] dt+

1∫
0

u0(x)vt(x, 0) dx+

+

0∫
−1

uT (x)vt(x, T ) dx =

T∫
0

(f(x, t), v) dt

(24)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, t) ∈
◦
W 1

2(Q), òàêîé, ÷òî vtt ∈ L2(Q), è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

vt(x, T ) = 0, 0 < x < 1, vt(x, 0) = 0, −1 < x < 0. (25)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç H1 ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé v(x, t) ∈
◦
W 1

2(Q), òàêèõ, ÷òî

vtt ∈ L2(Q). Â êà÷åñòâå íîðìû â H1 âîçüìåì âåëè÷èíó

∥u∥H1 = (∥u∥2◦
W 1

2(Q)
+ ∥utt∥2L2(Q))

1/2.

Òåîðåìà 2.2.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)), u0(x), uT (x) ∈ L2(Ω). Òîãäà

êðàåâàÿ çàäà÷à (21)− (23) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈
◦
W 1

2(Q).

Â ïàðàãðàôå 2.3 â îáëàñòè Q ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìåíÿþ-

ùèìñÿ íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

sgnxut − uxxx = f(x, t). (26)

Ðåøåíèå u(x, t) óðàâíåíèÿ (26) èùåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1), u(x, T ) = uT (x), x ∈ (−1, 0) (27)

è îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé

u(−1, t) = ux(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (28)

Â ðàáîòå Ò.Ä. Äæóðàåâà (1979) ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (26) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ â êëàññå

ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé îäíîçíà÷íî è áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà.

Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (26)− (28) ïîíèìàåì ôóíêöèþ u(x, t), òà-

êóþ, ÷òî u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(−1, 1)), ut ∈ L2(Q), è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæ-

äåñòâî:

−
T∫

0

[(u, sgn xvt) + (ux, vxx)] dt =

=

T∫
0

(f(x, t)v) dt+

0∫
−1

uT (x) v(x, T )dx+

1∫
0

u0(x)v(x, 0)dx

(29)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v(x, t) ∈ L2(0, T ;W
2
2 (−1, 1)), òàêîé, ÷òî vt ∈ L2(Q), è óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèÿì

v(−1, t) = v(1, t) = 0, vx(1, t) = 0,

v(x, T ) = 0, 0 < x < 1, v(x, 0) = 0, −1 < x < 0.
(30)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H2 ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé v(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(−1, 1) ∩
W 2

2 (−1, 1)), òàêèõ, ÷òî vt ∈ L2(Q) è vx(1, t) = 0. Â êà÷åñòâå íîðìû â H2 âîçüìåì âåëè÷èíó

∥u∥H2 = (∥u∥2L2(0,T ;W 2
2 (−1,1)) + ∥ut∥2L2(Q))

1/2.

Òåîðåìà 2.3.1 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, t) ∈ L2(0, T ;W
−1
2 (Ω)), u0(x), uT (x) ∈ L2(Ω). Òîãäà

êðàåâàÿ çàäà÷à (26)− (28) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå u ∈ L2(0, T ;
◦
W 1

2(−1, 1)).
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Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Æåâðå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè

sgnx · ut − uxxx = 0. (31)

×àñòè ïîëîñû Q, ãäå x < 0 è x > 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç Q− è Q+. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èùåòñÿ

èç ïðîñòðàíñòâà Ãåëüäåðà H
p,p/3
x t (Q±), p = 3 + γ, 0 < γ < 1. óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x, 0) = φ1(x), x > 0, u(x, T ) = φ2(x), x < 0, (32)

è óñëîâèÿì ñêëåèâàíèÿ

∂ku

∂xk
(−0, t) =

∂ku

∂xk
(+0, t) (k = 0, 1, 2). (33)

Ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è (31)-(33) ñâîäèòñÿ ê ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ

4√
3
β1(t) +

1

π

T∫
0

φ

(
t

τ

)
β1(τ)

τ
dτ = Q1(t), φ(x) = x

1−γ
3
1− x

2
3

1− x
. (34)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (34) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ÿäðîì, îäíîðîäíûì ñòåïåíè −1. Ââî-

äÿ íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå t = Te−y, τ = Te−x, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Âèíåðà-Õîïôà.

Òåîðåìà 3.2.1 Ïóñòü φ1, φ2 ∈ Hp (p = 3 + γ), 0 < γ < 1. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè 4

óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè Ls(φ1, φ2) = 0, s = 1, 2, 3, 4, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (31) â Q èç ïðîñòðàíñòâà H
p,
x

p/3
t (Q±), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (32), (33).
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