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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé âèäà

(V φ)(z) ≡
n∑

k=1

Akφ[σk(z)] = g(z), z ∈ D. (0.1)

Çäåñü D � íåêîòîðàÿ îáëàñòü îðãàíè÷íàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, Ak � çàäàííûå
ïîñòîÿííûå. Äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè σk(z) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ∀z ∈
D èìååì σk(z) /∈ D. Âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ìíîæåñòâî

H = C \
n⋃

k=1

σk(D) (0.2)

íåñâÿçíî. Ñâîáîäíûé ÷ëåí g(z) ãîëîìîðôåí â D (g(z) ∈ A(D)), à ðåøåíèå φ(z)
îòûñêèâàåòñÿ â êëàññå ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ âíå D è èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷-
íîñòè (φ(z) ∈ A(Dc)). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå g+(t) ôóíêöèè
g(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè φ−(t) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà êàæäîé
ãëàäêîé êîìïîíåíòå ãðàíèöû, à â óçëàõ äîïóñêàþòñÿ, ñàìîå áîëüøîå, ëîãàðèôìè-
÷åñêèå îñîáåííîñòè. Òàêîé êëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç B.

Âïåðâûå òàêîé ïîäõîä âñòðåòèëñÿ â ðàáîòå Ô. È. Ãàðèôüÿíîâà [1] â ñëó÷àå,
êîãäà D � ïðÿìîóãîëüíèê. Ïðåîáðàçîâàíèÿ σk(z) ÿâëÿëèñü ïîðîæäàþùèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû èëè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè, îáðàòíûìè ê íèì. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî Ak = 1, k = 1, 4. Ê ýòîìó ëèíåéíî-
ìó ÷åòûðåõýëåìåíòíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèýíòà-
ìè íåëüçÿ áûëî ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ òèïà
ñâåðòêè [2], âêëþ÷àÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ [3]. Äåëî â òîì, ÷òî óðàâíåíèå
(0.1) çàäàíî ëèøü íà îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà (0.2), íå ñîäåðæàùåé
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g(z) íå îáÿçàíà áûòü
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìîé ÷åðåç êàêóþ-íèáóäü äóãó ãðàíèöû ∂D. Íî äàæå äî-
ïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè òàêîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ
(êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (g(z) ≡ 0)) íèñêîëüêî íå îáëåã-
÷àåò èññëåäîâàíèå çàäà÷è (0.1). Ïîýòîìó ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà òèïà
Êîøè

φ(z) =
1

2πi

∫

∂D

ϕ(τ)

τ − z
dτ, z /∈ D, (0.3)

ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ. Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (0.3) ñîîòíîøåíèå (0.1) çàïè-
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ñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(Aϕ)(z) ≡ 1

2πi

∫

∂D

ϕ(τ)E(z, τ)dτ = g(z), z ∈ D. (0.4)

Åãî ÿäðî

E(z, τ) =
n∑

k=1

Ak[τ − σk(z)]−1 (0.5)

ãîëîìîðôíî â D ïî ïåðåìåííîé z. Äàëåå, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷
ñî ñäâèãîì Êàðëåìàíà [4], ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàâíîñèëüíîñòè ðåãóëÿðè-
çàöèè óðàâíåíèÿ (0.4). Òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ ïðèìåíèìûì ê ìíîãèì ÷àñòíûì
ñëó÷àÿì óðàâíåíèÿ (0.1) (áîëåå ïîäðîáíî ñì. ìîíîãðàôèþ Ô. Í. Ãàðèôüÿíîâà
[5]). Óðàâíåíèå (0.4) òåñíî ñâÿçàíî è ñ ïðîáëåìîé îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà

(Aϕ)(t) = ψ(t), t ∈ ∂D, (0.6)

ê êîòîðîé ïðèâîäèò çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñïåêòðà îñîáîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðà-
òîðà A, ïîíèìàåìîãî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Îñîáûé îïåðàòîð
A îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî A2 = −I + K, ãäå K � êîìïàêòíûé îïåðàòîð,
à I � òîæäåñòâåííûé. Àáñòðàêòíàÿ òåîðèÿ òàêèõ îïåðàòîðîâ áûëà âïåðâûå ðàñ-
ñìîòðåíà Ã. È. Àãàåâûì [6]. Îáëàñòü D óäîáíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ýòî áûëî
ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî íåêîòîðîé ñîáñòâåííî ðàçðûâíîé ãðóïïû äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ([7], ñ. 361�369). Òîãäà äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèÿ
(0.1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Óðàâíåíèå (0.1) èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäå-
ëàõ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà. Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ íåëüçÿ
ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ äàæå â òîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êî-
ãäà îíî � ðàçíîñòíîå. Âìåñòå ñ òåì åãî ðåøåíèå φ(z) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
íèæíþþ ôóíêöèþ, àññîöèèðîâàííóþ ïî Áîðåëþ ñ íåêîòîðîé âåðõíåé ôóíêöèåé
Φ(z) � öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö. ô. ý. ò.). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû
ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ è ïåðåõîäÿ îò íèæíèõ ôóíêöèé â óðàâíåíèè (0.1) ê âåðõ-
íèì, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíóþ çàäà÷ó äëÿ âåðõíèõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü
D èíòåðïðåòèðóåì êàê ñîïðÿæåííóþ èíäèêàòîðíóþ äèàãðàììó (íàèìåíüøåå âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå îñîáåííîñòè íèæíåé ôóíêöèè). Ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû Òåéëîðà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (0.1) â íåêîòîðîé òî÷êå
z0 ∈ D (îáû÷íî â êà÷åñòâå ýòîé òî÷êè âûáèðàåòñÿ íîëü), ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé
ïðîáëåìå ìîìåíòîâ Ñòèëüòüåñà â ðàíåå íå èçó÷àâøèõñÿ êëàññàõ ö. ô. ý. ò. íà îä-
íîì èëè íåñêîëüêèõ ëó÷àõ. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ñòèëüòüåñà ñîñòîèò â îòûñêàíèè
ôóíêöèè Φ(x), äëÿ êîòîðîé

∫ ∞

0
Φ(x)xndx = cn, n = 1, 2, ..., (0.7)
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ãäå cn � çàäàííûå ÷èñëà. Ýòîò æå àïïàðàò ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áèîðòîãîíàëüíî ñî-
ïðÿæåííûå ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà íåêîòîðîé çàìêíóòîé èëè ðàçî-
ìêíóòîé êðèâîé [8]. Çäåñü òðåáóåòñÿ âûäåëèòü êëàññû ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé,
ïðåäñòàâèìûõ â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ñâîèìè áèîðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè. Âîçíè-
êàþò ðàçëè÷íûå èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è, à òàêæå òåîðèÿ àáñîëþòíî ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì (à. ï. ñ.) è òåñíî ñâÿçàííûå ñ íåþ íåòðèâèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ
íóëÿ (í. ð. í.). Ýòè ïðîáëåìû ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Þ. Ô. Êîðîáåéíèêà
è åãî ó÷åíèêîâ (ñì., íàïð., [9]).

Öåëü ðàáîòû
ßâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû îáðàùåíèå îñîáîãî èíòåãðàëà íà ãðàíèöå ðàç-

ëè÷íûõ êðóãîâûõ ñåêòîðîâ, íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ âíå êðóãîâîãî ñåêòîðà èëè ñèñòåìû ðàçðåçîâ. Òàêæå
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ
ö. ô. ý. ò., èíòåðïîëÿöèîííûì çàäà÷àì.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ
Îñíîâíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Èõ ðåøåíèÿ èùóòñÿ â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíî-
ñòüþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàâíîñèëüíîñòè ýòîé ðåãóëÿðèçàöèè. Èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
� Ðåøåíà ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà íà ãðàíèöå êðóãîâûõ ñåêòî-

ðîâ, îãðàíè÷åííûõ îòðåçêàìè {z : | arg z| = π/2j} è äóãîé îêðóæíîñòè
{z : |z| = 1, | arg z| ≤ π/2j}, ïðè j = 1, 2.

� Óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíê-
öèé, ãîëîìîðôíûõ âíå êðóãîâûõ ñåêòîðîâ, îãðàíè÷åííûõ îòðåçêàìè {z : | arg z| =
π/2j} è äóãîé îêðóæíîñòè {z : |z| = 1, | arg z| ≤ π/2j}, ñîîòâåòñòâåííî j = 1, 3.

� Óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíê-
öèé, ãîëîìîðôíûõ âíå îäíîãî èëè äâóõ ðàçðåçîâ.

� Èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ñòèëüòüåñà è èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à, ñâÿ-
çàííûå ñ ðàññìîòðåííûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ âíå îäíîãî èëè äâóõ ðàçðåçîâ. Ïîñòðîåíû áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåííûå ñèñòåìû è áèîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìîé ìîìåí-
òîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû
Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ìîãóò
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áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíå-
íèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè äîëîæåíû íà ñåäüìîé Êàçàíñêîé ìåæäóíà-

ðîäíîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå � êîíôåðåíöèè "Òåîðèè ôóíêöèé, åå ïðèëîæåíèÿ
è ñìåæíûå âîïðîñû"(Êàçàíü, ÊÃÓ, 27 èþíÿ � 4 èþëÿ 2005 ãîäà) è íåîäíîêðàòíî
íà íàó÷íîì ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ïðè êàôåäðå ìàòåìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Àêñåíòüåâà Ë. À.

Ïóáëèêàöèè
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí

â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â äâóõ ðàáîòàõ, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðó-
êîâîäèòåëåì, åìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïðåäåëåíèå îáùåãî ìåòîäà
èññëåäîâàíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ñîäåðæàùèõ ñåìü ïàðàãðàôîâ,

ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 43 íàèìåíîâàíèé è 10 ðèñóíêîâ. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè
� 86 ñòðàíèö.

ÎÁÇÎÐ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈß ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû ðàáîòû, ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðà-
òóðû è ðåçóëüòàòîâ ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ è äàíî êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ
äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìà
îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà

(Aϕ)(t) ≡ 1

πi

∫

∂D

ϕ(τ)E(t, τ)dτ = ψ(t), t ∈ ∂D, (1)

c ðàçëè÷íûìè ÿäðàìè E(t, τ) è ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

(V φ)(z) ≡
n∑

k=1

φ[σk(z)] = g(z), z ∈ D, (2)

ãäå D � êðóãîâîé ñåêòîð. Åñëè óäàëèòü ÷àñòü ãðàíèöû ∂D, òî ïîëó÷èì ôóíäà-
ìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ãðóïïû âðàùåíèé äèýäðà.Îñîáûé èíòåãðàë (1)
îò êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ ÿäðî E(t, τ), ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâ-
íîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Ôóíêöèè ϕ è ψ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà
∂D. Äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ðåøåíèå èùåì â êëàññå ôóíêöèé φ, ãîëîìîðôíûõ âíå
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Γ = ∂D è èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â âåðøèíàõ ó íåãî äîïóñêàþòñÿ, ñàìîå
áîëüøåå, ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå φ−(t) íà êàæäîé îò-
êðûòîé ñòîðîíå Γ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà. Ôóíêöèÿ (V φ)(z)
ãîëîìîðôíà â D. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí g(z) ãîëîìîðôåí â D, à åãî
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå g+(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà çàìûêàíèè ëþáîé
ñòîðîíû. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) áóäåì îòûñêèâàòü â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

φ(z) =
1

λπi

∫

Γ

ϕ(τ)

τ − z
dτ, z /∈ Γ, λ ∈ {1, 2}, (3)

ñ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà Γ.
Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ (3) ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ (2) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ
(Aϕ)(z) ≡ 1

πi

∫

Γ
ϕ(τ)E(z, τ)dτ = g(z), z ∈ D. (4)

Â �1 ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà (1) ñ ÿäðîì

E(z, τ) =
1

τ − iz
+

1

τ + iz
+

1

τ − z−1 . (5)

Çäåñü D � êðóãîâîé ñåêòîð, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè Γ1,3 = {z : Re z = ∓Im z}
ñîîòâåòñòâåííî è äóãîé îêðóæíîñòè Γ2 = {z : |z| = 1, | arg z| ≤ π/4}.
Ïîðoæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû σ1(z) = iz, σ2(z) = z−1 è ïðåîáðàçîâà-
íèå σ3 = σ−1

1 = −iz èíäóöèðóþò ãîìåîìîðôèçì α(t) : Γ → Γ, èçìåíÿþùèé
îðèåíòàöèþ ãðàíèöû,

α(t) = t = σj(t), t ∈ Γj, j = 1, 2, 3; α(α(t)) ≡ t.

Ïðîèçâîäíàÿ α
′
(t) ðàçðûâíà â âåðøèíàõ t1 = 0, t2,3 =

√
2/2 ∓ i

√
2/2, à ñàì

ñäâèã α(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó C(Γ). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê-
öèè (Aϕ)(z) ñïðàâåäëèâ àíàëîã ôîðìóëû Þ. Â. Ñîõîöêîãî � É. Ïëåìåëÿ

A+ = −W + A, (6)

ãäå èíâîëþòèâíûé îïåðàòîð W îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé W : ϕ(t) → ϕ[α(t)].

Ïîýòîìó (A2ϕ)(t) ≡ (T−1ϕ)(t) = −ϕ(t)+
1

πi

∫

Γ
ϕ(τ)K(t, τ)dτ = (Aψ)(t),

ãäå K(t, τ) = E(t, τ)−α
′
(τ)E(α(t), α(τ)), ïðè÷åì ýòî ÿäðî îãðàíè÷åíî. Îñíîâíûì

ðåçóëüòàòîì �1 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1.1. Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà (1) ñ ÿäðîì (5), ïîíè-
ìàåìîãî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ϕ = T−1
−1 (Aψ).
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Â �2 â ïóíêòå 2.1 ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà (1), ãäå

E(z, τ) =
1

τ + z
+

1

τ − z−1 , (8)

D � ïîëóêðóã |z| < 1,Re z > 0, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè Γ1 = [−i, i]− (îò-
ðåçîê ìíèìîé îñè [−i, i] ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé) è äóãîé îêðóæíîñòè
Γ2 = {z : |z| = 1, 0 ≤ | arg z| < π/2}. Â ýòîì ñëó÷àå ïîðîæäàþùèìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ σ1(z) = −z, σ2(z) = z−1. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîáëåìà
îáðàùåíèÿ ðåøåíà â ÿâíîì âèäå.

Òåîðåìà 2.1. Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà (1) ñ ÿäðîì (8), ïîíè-
ìàåìîãî â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè, áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ϕ(t) = −(Aψ)(t) +
2

πi

∫

Γ2

(Aψ)(τ)

τ
dτ,

Äàëåå â ïóíêòå 2.2 ðàññìîòðåíî ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (2), ïðè÷åì
(V φ)(z) ≡ φ(z) + φ(−z) + φ(z−1) + φ(−z−1) = g(z), z ∈ D. (9)

Çäåñü Γ � ýòî âåðõíÿÿ ÷àñòü ïîëóêðóãà è λ = 1. Ïðè t ∈ Γ èìååò ìåñòî àíàëîã
ôîðìóëû Þ. Â. Ñîõîöêîãî � É. Ïëåìåëÿ (A+ϕ)(t) = ϕ(t)+(Aϕ)(t). Çàìåòèì, ÷òî
(A+ϕ)(α(t)) = (Aϕ)(α(t)). Òîãäà ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

(Tϕ)(t) = (A+ϕ)(t)− (A+ϕ)[α(t)] = ϕ(t) +
1

πi

∫

Γ
ϕ(τ)K(t, τ)dτ = g+(t)− g+[α(t)],

ãäå K(t, τ) = E(t, τ)− E[α(t), τ ] ≡ 0 ò. å. ϕ(t) = g+(t)− g+[α(t)].
Ñ ïîìîùüþ êðàåâûõ óñëîâèé (V +φ)(t) − (V +φ)[α(t)] = g+(t) − g+[α(t)]

îáðàòíî ïåðåõîäèì îò óðàâíåíèÿ (Tϕ)(t) ê çàäà÷å (9), îòêóäà íàõîäèì, ÷òî
(V φ)(z) = g(z) + c, z ∈ D. Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2. Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (9) ðàçðåøèìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

g(z0) = (V φ)(z0) ⇐⇒ 1

πi

∫

Γ
ϕ(τ)E(z0, τ)dτ = g(z0), (10)

ãäå z0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà D. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå. Ýòî èíòåãðàë òèïà Êîøè (3) ñ ïëîòíîñòüþ ϕ(t) = g+(t)− g+[α(t)].

Â �3 èññëåäóåòñÿ ÷åòûðåõýëåìåíòíîå ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
(V φ)(z) ≡ φ(zeiπ/3) + φ(ze−iπ/3) + φ(−z) + φ(z−1) = g(z), z ∈ D, (11)

ãäå D � êðóãîâîé ñåêòîð, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè Γ1 = {z, z = xe−iπ/3, x ∈
[0, 1]}, Γ2 = {z, |z| = 1, | arg z| ≤ π/6}, Γ3 = {z, z = xeiπ/3, x ∈ [0, 1]}.
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Ïîðoæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû äèýäðà σ1(z) = zeiπ/3,
σ2(z) = z−1, σ3(z) = σ−1

1 (z), σ3 = σ−1
1 è σ4 = σ3

1 . Ïðîèçâîäíàÿ α′(t) ðàçðûâíà â
òî÷êàõ t1 = 0, t2,3 =

√
3/2± i/2. Â ýòîì ñëó÷àå λ = 2.

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãà ôîðìóëû Þ. Â. Ñîõîöêîãî � É. Ïëåìåëÿ ïîëó÷èì
(A+ϕ)(t) = −ϕ[α(t)]/2 + (Aϕ)(t) = ϕ(t)/2 + (Aϕ)(t), ïîñêîëüêó áåç îãðàíè÷å-
íû îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ = −Wϕ. Òîãäà ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

(Tϕ)(t) = (A+ϕ)(t)−(A+ϕ)[α(t)] = ϕ(t)+
1

2πi

∫

Γ
ϕ(τ)K(t, τ)dτ = g+(t)−g+[α(t)],

ãäå ÿäðî K(t, τ) = E(t, τ)−α
′
(τ)E[α(t), α(τ)] � îãðàíè÷åííîå. Óðàâíåíèå (Tϕ)(t)

áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ϕ(t) = T−1[g+(t)− g+[α(t)]] (òåîðåìà 3.1).

Îáðàòíî, ïåðåõîäÿ îò óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ê çàäà÷å (11) àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî â ïóíêòå 2.2, ïîëó÷èì

Òåîðåìà 3.2. Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (11) ðàçðåøèìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (10). Ïðè ýòîì, óðàâ-
íåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � èíòåãðàë òèïà Êîøè (3) ñ ïëîòíîñòüþ
ϕ(t) = T−1[g+(t)− g+[α(t)]].

Âòîðàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå
(V φ)(z) ≡ (V1φ)(z)± (V1φ)(iz) = g(z), z ∈ R, (12)

ãäå R � êâàäðàò ñ âåðøèíàìè 1 ± i, −1 ± i, V1 � íåêîòîðûé ëèíåéíûé ðàçíîñò-
íûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ σk(z) çàäàíû íå íà R, à íà îòðåçêå ìíèìîé îñè èëè ñîâîêóïíîñòè äâóõ âåð-
òèêàëüíûõ îòðåçêîâ L. Ìíîæåñòâî

H = C \
n⋃

k=1

σk(L)

íåñâÿçíî. Êâàäðàò R ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíòîâ ìíîæåñòâà H, ñî-
äåðæàùåì òî÷êó z = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ïðè èññëåäîâàíèè ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå B ÷åòíûõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ âíå L è èñ÷åçàþ-
ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, è îòûñêèâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

φ(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(τ)

τ − z
dτ, z /∈ L. (13)

Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå φ−(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà íà L, à â âåðøèíàõ
äîïóñêàþòñÿ, ñàìîå áîëüøåå, ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ â ýòîé ãëàâå ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ V1 ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè

9



(V φ)(z) ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâî L è áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Òàêæå â ýòîé
ãëàâå, ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Â �4 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå (13) â ñëó÷àå, êîãäà L = [−i, i] � îòðåçîê
ìíèìîé îñè è ëèíåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð èìååò âèä

(V1φ)(z) ≡ φ(z + i− 1) + φ(z − i− 1) + φ(z + i + 1) + φ(z − i + 1).

Ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (13) çäåñü íå÷åòíàÿ. Àíàëîãè ôîðìóë Þ. Â. Ñîõîöêîãî �
É. Ïëåìåëÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà (Aϕ)(z) èìåþò âèä

lim
z−→t1±1

(Aϕ)(z) = (A+ϕ)(t1 ± 1) = ±ϕ(t)/2 + (Aϕ)(t1 ± 1),

ãäå t1 = {t + i, Im t < 0; t − i, Im t > 0}, t ∈ L. Îíè ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò
óðàâíåíèè (13) ê óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

(Tϕ)(t) ≡ (A+ϕ)(t1 + 1)− (A+ϕ)(t1 − 1) = ϕ(t) +
1

2πi

∫

L

ϕ(τ)K(t, τ)dτ =

= g+(t1 + 1)− g+(t1 − 1),

ãäå K(t, τ) = E(t1 + 1, τ)− E(t1 − 1, τ), E(z, τ) = E1(z, τ) + E1(iz, τ),

E1(z, τ) =
1

τ − z − i + 1
+

1

τ − z + i + 1
+

1

τ − z − i− 1
+

1

τ − z + i− 1
.

Ýòîò óðàâíåíèå áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè è èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(t) = T−1[g+(t1 + 1)− g+(t1 − 1)](òåîðåìà 4.1).

Îáðàòíî, ïåðåõîäÿ îò óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ê çàäà÷å (12) è èñïîëüçóÿ òåîðèþ
êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñäâèãîì Êàðëåìàíà, ñâîéñòâà äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è
ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè, ïîëó÷èì äâà ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòà

Òåîðåìà 4.2. Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

(V φ)(z) ≡ (V1φ)(z) + (V1φ)(iz)

â êëàññå ôóíêöèé B ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè (10), ãäå ϕ(t) = T−1[g+(t1 + 1)− g+(t1 − 1)].Ïðè åãî âûïîëíåíèè
îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � èíòåãðàë òèïà Êîøè (13).
Òåîðåìà 4.3. Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

(V φ)(z) ≡ (V1φ)(z)− (V1φ)(iz)

â êëàññå ôóíêöèé B áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî.
Â �5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (12), êîãäà

L ≡ L1 = l1
⋃

l2, ãäå l1 = [−1 + i,−1− i] è l2 = [1− i, 1 + i]. Ðåøåíèÿ èùóòñÿ â
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âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè (13) ñ ÷åòíîé ïëîòíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
ϕ(τ) = −ϕ[α(τ)], ãäå ñäâèã Êàðëåìàíà α(τ) = {τ + 2, τ ∈ l1, τ − 2, τ ∈ l2}
ïåðåâîäèò L1 â ñåáÿ ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè.

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà

(V1φ)(z) ≡ φ(z − 2) + φ(z + 2) + φ(z − 2i) + φ(z + 2i). (14)

Èìååì (A+ϕ)(t) = −ϕ[α(t)]/2 + (Aϕ)(t), t ∈ L1. Ïîýòîìó èç (12) ñëåäóåò,÷òî

(Tϕ)(t) = (A+ϕ)(t)−(A+ϕ)[α(t)] = ϕ(t)+
1

2πi

∫

L1

ϕ(τ)K(t, τ)dτ = g+(t)−g+[α(t)],

ãäå K(t, τ) = E(t, τ)− E[α(t), α(τ)], E(z, τ) = E1(z, τ) + E1(iz, τ) è

E1(z, τ) =
1

τ − z + 2
+

1

τ − z − 2
+

1

τ − z + 2i
+

1

τ − z − 2i
.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Îíî áåçóñëîâ-
íî ðàçðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè è èìååò òàêîå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ϕ(t) = T−1[g+(t)− g+[α(t)]] , ÷òî ϕ(τ) = −ϕ[α(τ)] (òåîðåìà 5.1).

Îñóùåñòâëÿÿ îáðàòíîé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ê èñõîäíîé çàäà÷å
(12), ïîëó÷èì

Òåîðåìà 5.2. Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (12) ñî çíàêîì "ïëþñ"â
êëàññå ôóíêöèé B ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè (10), ãäå ôóíêöèÿ ϕ = T−1[g+(t)− g+[α(t)]]. Ïðè åãî âûïîëíåíèè
óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � èíòåãðàë òèïà Êîøè

φ(z) =
1

2πi

∫

L1

ϕ(τ)

τ − z
dτ, z /∈ L1.

Ëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (12) ñî çíàêîì "ìèíóñ"â êëàññå ôóíêöèé
B áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî (çàìå÷àíèå 5.1).

Ïóñòü òåïåðü
(V1φ)(z) ≡ φ(z) + φ(z − 2i) + φ(z + 2i). (15)

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå àíàëîã òåîðåìû 5.2 è çàìå÷àíèÿ 5.1 îñòàþòñÿ ñïðà-
âåäëèâûìè.

Â �6 ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, èññëåäîâàííûõ
â �4. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, ïåðåéäåì îò óðàâíåíèÿ (12) ñî çíà-
êîì "ïëþñ" äëÿ ÷åòíûõ íèæíèõ ôóíêöèé φ(z) ê íåêîòîðîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ
Ñòèëüòüåñà äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñ íèìè ïî Áîðåëþ íå÷åòíûõ ö.ô.ý.ò. Φ(z) êëàñ-
ñà A, ïðè z ∈ Dε : |z| < ε, ãäå ε "äîñòàòî÷íî ìàëî". Çàòåì, äèôôåðåíöèðóÿ â
òî÷êå z = 0 îáå ÷àñòè ïîëó÷åíîãî ðàâåíñòâà, èìååì
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Òåîðåìà 6.1. Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

8

∫ ∞

0
Φ(x)e−xx4n cos xdx = g(4n)(0) = a4n, n = 0, 1, 2, ...,

ãäå g(z) =
∞∑

n=0

a4n

(4n)!
z4n, ïðè÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ρ >

√
2, ðàçðåøèìà è

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå ö. ô. ý. ò. Φ(z), íèæíÿÿ ôóíêöèÿ êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó B è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè (10).
Çàìå÷àíèå 6.1. Åñëè ìû ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (12) ñî çíàêîì "ìèíóñ" îò

÷åòíûõ íèæíèõ ôóíêöèé φ(z) ê àññîöèèðîâàííûì ñ íèìè ïî Áîðåëþ íå÷åòíûì
ö.ô.ý.ò. Φ(z), òî â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

∫ ∞

0
Φ(x)e−xx4n+2 cos xdx = g(4n+2)(0) = a4n+2, n = 0, 1, 2, ...

â êëàññå öåëûõ ôóíêöèé Φ(z), íèæíÿÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó
B, áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä

g(z) =
∞∑

n=0

a4n+2

(4n + 2)!
z4n+2, ñ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ρ >

√
2.

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ââåä¼ì ôóíêöèè

E(4k+2)(τ) =
∂4k+2E(z, τ)

(∂z)4k+2 |z=0, k = 0, 1, 2, ...,

è {ϕ4m+2(τ)} :
1

2πi

∫

L

ϕ4m+2(τ)E(z, τ)dτ =
z4m+2

(4m + 2)!
.

Òîãäà
1

2πi

∫

L

ϕ4m+2(τ)E(4k+2)(τ)dτ = δm,k.

Ñèñòåìà ö.ô.ý.ò. {Φ4m+2}, àññîöèèðîâàííûõ ïî Áîðåëþ ñ èíòåãðàëàìè òèïà Êîøè

φ4m+2(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ4m+2(τ)

τ − z
dτ, z 6∈ L,

îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì áèîðòîãîíàëüíîñòè
∫ ∞

0
Φ4m+2(x)e−xx4k+2 cos xdx = δm,k.

Ïðåäëîæåíèå. Íåîäíîðîäíàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ Ñòèëüòüåñà
∫ ∞

0
Φ4m+2(x)e−xx4k+2 cos xdx = a4m+2, m = 0, 1, 2, ...,
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â êëàññå ö.ô.ý.ò. Φ(z), èìåþùèõ íèæíèå ôóíêöèè èç êëàññà B, ðàâíîñèëüíà
óðàâíåíèþ (V φ)(z) ≡ (V1φ)(z) − (V1φ)(iz) = g(z), z ∈ Dε. Çäåñü ôóíêöèÿ g(z)
ãîëîìîðôíà â R è g+(t) ∈ Hν(∂R).

Òåîðåìà 6.2. Êîýôôèöèåíòû Ìàêëîðåíà b2n+1 ÷åòíîé ö.ô.ý.ò.

Φ(z) =
∞∑

k=0

b4k+2

(4k + 2)!
z4k+2; lim

k→∞
4k+2

√
|b4k+2| < 1,

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

b4k+2 = (4k + 2)!

∫ ∞

0
Φ(x)Φ4m+2(x)e−x cos x dx, k = 0, 1, 2, ...,

ò.å. íàéäåíû ñ ó÷åòîì áèîðòîãîíàëüíîñòè.
Â �7 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,

ðàññìîòðåííûõ â �5: áèîðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîáëåìîé ìî-
ìåíòîâ Ñòèëüòüåñà, íåêîòîðàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à. Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì (14) ââåäåì íå÷åòíóþ ôóíêöèþ

ϕ̃(τ) = ϕ(τ + 1) = −ϕ(τ − 1), τ ∈ L.

Ïóñòü Ẽ(z, τ) = E(z, τ + 1) + E(z, τ − 1), z ∈ R. Çäåñü ôóíêöèÿ ϕ̃(τ) íå÷åòíàÿ.
Òîãäà ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (12) ñî çíàêîì "ìèíóñ" ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(V φ̃)(z) ≡ (V1φ̃)(z)− (V1φ̃)(iz) = g(z), z ∈ R. (16)

Çäåñü ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (Aϕ)(z) èìååò âèä

Ẽ(z, τ) = Ẽ1(z, τ)− Ẽ1(iz, τ), (17)

ãäå Ẽ1(z, τ) =
1

τ − z + 1
+

1

τ − z − 1
+

1

τ − z + 3
+

1

τ − z − 3
+

+
1

τ − z + 1 + 2i
+

1

τ − z + 1− 2i
+

1

τ − z − 1 + 2i
+

1

τ − z − 1− 2i
.

Àíàëîãè òåîðåìû 5.1 è çàìå÷àíèÿ 5.1 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. Èç áåçóñëîâ-
íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (12) ñî çíàêîì "ìèíóñ" íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî
óðàâíåíèÿ (16) áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

φ̃(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ̃(τ)

τ − z
dτ.

Ïðè ýòîì èìååì
1

2πi

∫

L

ϕ̃4m+2(τ)Ẽ4k+2(τ)dτ = δm,k, (18)

ãäå ϕ̃4m+2(τ) = ϕ4m+2(τ + 1) è Ẽ(4k+2)(τ) =
∂4k+2Ẽ(z, τ)

(∂z)4k+2 |z=0, k = 0, 1, 2, ....
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Óñëîâèå áèîðòîãîíàëüíîñòè (18), â ñèëó ðàâåíñòâà (17) è ñ ó÷åòîì íå÷åòíîñòè ϕ̃,
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàâíîñèëüíîì âèäå

1

πi

∫

L

ϕ̃4m+2(τ)Ẽ4k+2
1 (τ)dτ = δm,k.

Ïóñòü g(z) =
∞∑

n=0

a4n+2

(4n + 2)!
z4n+2, ïðè÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà ρ >

√
2. Èñïîëü-

çóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áîðåëÿ, ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (16) îò ÷åòíûõ íèæíèõ ôóíê-
öèè φ̃(z) ê íå÷åòíûì âåðõíèì Φ̃(z) ïðè z ∈ Dε. Òîãäà ïîëó÷èì ïðîáëåìó ìîìåíòîâ

4

∫ ∞

0
Φ̃(x)e−xx4n+2(1 + e−2x + 2 cos 2x)dx = g(4n+2)(0) = a4n+2, n = 0, 1, 2, ...,

êîòîðàÿ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà.
Ïóñòü òåïåðü

gm(z) =
1

4

z4m+2

(4m + 2)!
, m = 0, 1, 2, ...

Äëÿ ñèñòåìû ö.ô.ý.ò. {Φ̃m}, àññîöèèðîâàííûõ ñ {φ̃m} ïî Áîðåëþ èìååì
∫ ∞

0
Φ̃m(x)e−xxk(1 + 2 cos 2x + e−2x)dx = δm,k.

Ïóñòü R̃ � êðóãîâàÿ ëóíî÷êà, îãðàíè÷åííàÿ äóãàìè Γ1,2 äâóõ îêðóæíîñòåé
|z ± 1| =

√
2 (çíàêè ñîãëàñîâàíû), ïðè÷åì 0 ∈ R̃. Ôóíêöèè ϕ̃4m+2 ãîëîìîðô-

íû â çàìûêàíèè R̃. Âîçüìåì íå÷åòíóþ ôóíêöèþ F (z) ∈ A(R̃), è ïðåäïîëîæèì,
÷òî F+(z) ∈ C2(Γ). Äîêàçàíà

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü F (i) = 0. Òîãäà

F (z) =
∞∑

m=1

β4m+2ϕ̃4m+2(z), z ∈ R̃, ãäå

β4m+2 =
1

πi

∫

L

F (t)Ẽ
(4m+2)
1 (t)dt,

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî âñþäó â çàìûêàíèè R̃.
Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì (15), èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Áîðåëÿ, äîêàçàíà

Òåîðåìà 7.3. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à

2φ(4n+2)(0) + 4

∫ i∞

0
Φ(x)e2ixx4n+2dx = g(4n+2)(0) = a4n+2, n = 0, 1, ...,
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â îáëàñòè Dε áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ (12) ñî çíàêîì
"ìèíóñ", ãäå ôóíêöèÿ

g(z) =
∞∑

k=0

a4m+2

(4m + 2)!
z4m+2.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîô.
Ô. Í. Ãàðèôüÿíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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