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Объектом исследования настоящей работы являются актуаль-
ные проблемы теории упругости и гидромеханики, математическими
моделями которых служат граничные задачи для различных диф-
ференциальных уравнений — динамических уравнений, уравнений
равновесия теории упругости, приближенных уравнений Стокса, а
также уравнения Бельтрами.

Актуальность. Трудно переоценить важность решения задач
определения внутренних характеристик тела по внешним — гранич-
ным — воздействиям. В теории упругости к таким задачам следует
отнести задачи восстановления напряжений или смещений во вну-
тренних точках тела по, соответственно, напряжениям или смеще-
ниям в точках поверхности тела. Задачи эти исследуются с середи-
ны 19-го века, но число точных решений таких задач в трехмерной
постановке очень мало. Естественно, что соответствующие нестацио-
нарные задачи являются еще более сложными. Обычно такие задачи
решаются приближенно, например, методом конечных элементов.

В случае плоских стационарных задач теории упругости аппа-
рат теории функций комплексного переменного, впервые предло-
женный в работах Г.В.Колосова и Н.И.Мусхелишвили, позволил по-
лучить точные решения основных задач для достаточно широкого
класса областей, в частности, для областей, получаемых при дробно-
рациональном отображении круга или его внешности. Однако, спо-
соб решения Н.И. Мусхелишвили исключает возможность рассмот-
рения областей с граничными точками возврата — каспами. В то
же время моделирование процессов разрушения требует описания
точного асимптотического поведения граничных напряжений имен-
но вблизи каспов, так как такие точки являются концентраторами
напряжений.

Теория функций комплексного переменного и краевые задачи для
аналитических функций имеют приложения также в теории филь-
трации. Вопросы, связанные с фильтрацией, в 20-м веке приобрели
особое значение в связи с интенсивным строительством гидросоору-



4

жений. Именно в Казанском университете возникла и получила раз-
витие теория обратных краевых задач фильтрации — задач опре-
деления формы подземного водонепроницаемого сооружения по за-
данным вдоль контура сооружения характеристикам процесса филь-
трации, например, по эпюре фильтрационного давления или скоро-
сти фильтрации жидкости. В случае однородного изотропного грун-
та обратные краевые задачи фильтрации решаются с применением
краевых задач для аналитических функций. В случае неоднородного
грунта задача усложняется, и нетривиальные аналитические реше-
ния обратных задач фильтрации до сих пор не были построены. В
последнее время актуальность задач фильтрации обусловлена также
проблемами, связанными с загрязнением окружающей среды.

Целью настоящей работы является построение решений гранич-
ных задач теории упругости и гидромеханики новыми методами, а
также приложение полученных решений в теории разрушений и те-
ории фильтрации.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются но-
выми. Впервые поставлены и решены следующие задачи: вариант
смешанной задачи плоской теории упругости (аналог контактной за-
дачи), обратная краевая задача плоской теории упругости, ряд крае-
вых задач для тонких симметричных относительно срединной плос-
кости оболочек и покрытий плоских областей, граничная задача для
полого цилиндра в трехмерной постановке, задача неустановившего-
ся обтекания профиля вязкой жидкостью и задача течения жидкости
в канале с динамичными стенками. В работе предложен новый ме-
тод решения основных задач плоской теории упругости для областей
с граничными каспами. Этим методом, например, получены точные
решения основных задач плоской теории упругости для бесконеч-
ных областей — плоскостей с C- и S-образными вырезами. Новыми
являются все интерполяционные решения задач теории упругости и
гидромеханики, итерационные решения задач фильтрации в неод-
нородном грунте, а также решение обратной краевой задачи для
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аналитической функции в обобщенной постановке и все достаточ-
ные условия корректности постановки этой задачи (однолистность и
единственность решения).

Методы исследования. Основными методами, применяемыми
в настоящей работе, являются
–методы краевых задач для аналитических функций и их обобще-
ний,
–метод интегральных уравнений.

Достоверность полученных в диссертации результатов обуслов-
лена тем, что применяются точные и строго обоснованные аналити-
ческие методы в рамках общепринятых гипотез и допущений механи-
ки сплошной среды. Кроме того, результаты диссертации являются
обобщением или развитием полученных ранее результатов и совпа-
дают с этими результатами в частных случаях.

Апробация. Основные методы и результаты, изложенные в дис-
сертации, опубликованы в 46 публикациях, приведенных в конце дис-
сертации, перед списком цитированной литературы.

Результаты докладывались на семинарах по геометрической тео-
рии функций комплексного переменного при КГУ под руководством
профессора Л.А. Аксентьева, на конференциях "Краевые задачи те-
ории фильтрации и их приложения" (Казань, 1991), "Вторые мате-
матические чтения памяти М.Я.Суслина" (Саратов, 1991), "Алгебра
и анализ" (Казань, 1994 и 1997), "Теория функций и ее приложения"
(Казань, 1995, 1999, 2001, 2003), "Понтрягинские чтения - 10" (Во-
ронеж, 1999), "Актуальные проблемы математики и механики" (Ка-
зань, 2000), "Краевые задачи аэрогидромеханики и их приложения"
(Казань, 2000), "Геометрическая теория функций и краевые задачи"
(Казань, 2002), на Международной конференции "Функциональные
пространства, теория приближений, нелинейный анализ", посвящен-
ной столетию С.М. Никольского (Москва, 2005), на научном семи-
наре при кафедре механики композитов МГУ (сентябрь 2005), на
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Шестом Всероссийском семинаре "Сеточные методы для краевых за-
дач и приложения" (Казань, 2005), на Международной конференции
"Современные проблемы прикладной математики и математическо-
го моделирования" (Воронеж, 2005), на семинаре в институте мате-
матического моделирования (руководитель — профессор Е.И. Лева-
нов), на итоговых научных конференциях 2003 г. и 2004 г. Казанского
научного центра РАН, а также, на ежегодных отчетных конферен-
циях КГУ (секции "Геометрическая теория функций" и "Механика
твердого тела").

Основные результаты, представленные в настоящей ра-
боте и выносимые на защиту.

– Получено интерполяционное решение нестационарной задачи —
второй основной плоской задачи динамики упругих тел.

– Предложен новый метод решения основных задач плоской те-
ории упругости для бесконечных областей, являющихся образами
внешности единичного круга при действии дробно-рациональных функ-
ций.

– Найдены зависимости направлений начального роста трещин
из каспов от формы выреза и способа нагружения на основе полу-
ченных точных решений задач для областей с граничными каспами.

– Решены граничные задачи для тонких покрытий плоских об-
ластей и для оболочек специального вида — симметричных относи-
тельно срединной плоскости.

– Построены интерполяционные решения основных граничных
задач в трехмерной постановке для цилиндроидов. Решена интерпо-
ляционная задача для полого кругового цилиндра, внутренняя по-
верхность которого находится под давлением.
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– Получены интерполяционные решения задач течения вязкой
жидкости с малым числом Рейнольдса — нестационарного плоского
обтекания изолированного профиля и стационарного течения в ци-
линдре.

– Построены решения краевых и обратных краевых задач при
достаточно общих предположениях относительно исходных данных,
получены достаточные условия корректности постановок таких за-
дач.

– Разработан метод решения задач фильтрации в неоднородном
грунте.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы исследования и ре-
шаемых задач, дан обзор работ, близких к теме диссертации, и дано
краткое описание содержания диссертации.

В первой главе рассматриваются плоские задачи теории упру-
гости. Точные решения нестационарной задачи — второй основной
задачи динамики упругих тел для плоского случая в классифика-
ции Н.И.Мусхелишвили — получены с помощью теории волн только
в частных случаях. Обычно трудности в решении таких задач связа-
ны с переменными краевыми условиями. В параграфе 1.1.1 ставит-
ся интерполяционная задача, позволяющая получать приближенное
решение плоской динамической задачи в случае, когда граничные
смещения интерполируются полиномом по переменной t — времени.
Интерполирующее решение также ищется в виде полинома по степе-
ням переменной t. Решение исходной системы уравнений движения
упругой среды сводится к системе дифференциальных уравнений от-
носительно неизвестных коэффициентов полинома и далее, с учетом
граничных условий, — к конечному числу плоских краевых задач.
Каждая задача состоит в том, чтобы определить две аналитические
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в области D функции f(z) и g(z) по краевому условию вида

[kf(z) + zf ′(z) + g(z)]|∂D = R(t). (1)

Таким образом, возникают задачи, математически совпадающие
с основными задачами плоской теории упругости в постановке Н.И.
Мусхелишвили. При этом получаемое решение совпадает с заданны-
ми граничными смещениями в заданные моменты времени и удовле-
творяет динамическим уравнениям. Для приближения начальных
условий в решение вводятся слагаемые, содержащие произвольные
параметры. В параграфе 1.1.2 приводится интерполяционное реше-
ние задачи для круга с заданием граничных смещений в три момента
времени. Соответствующие краевые задачи с граничным условием
типа (1) решаются сведением к двум задачам Шварца.

Основные задачи плоской теории упругости имеют приложения
в теории разрушений. Процессы разрушения связаны с концентра-
циями напряжений вблизи отверстий, особенно, с концентрацией на-
пряжений вблизи конца трещины. Анализ этих напряжений на осно-
ве точного решения первой основной задачи теории упругости для
прямолинейного разреза показал, что напряжения на таком конце
имеют асимптотику типа z−1/2. В связи с этим для анализа плоских
задач развития трещин был введен комплексный коэффициент ин-
тенсивности напряжений K1 − iK11 — величина, пропорциональная
коэффициенту при (z − z0)−1/2 в представлении суммы компонент
тензора (σ11 + σ22) вблизи конца разреза z0. В диссертации исполь-
зуются сформулированные Г.И.Баренблаттом и принятые в теории
разрушений гипотезы, в соответствии с которыми, стенки трещины
в ее конце должны плавно смыкаться под нулевым углом, при том,
что уже на незначительном расстоянии от конца стенки не долж-
ны касаться друг друга. Поэтому прямолинейный разрез или узкий
эллиптический вырез, применявшиеся вначале для моделирования
трещин, не вполне адекватны реальной трещине. В настоящей дис-
сертации рассматриваются области с вырезами, содержащими гра-
ничные каспы — точки возврата граничной кривой, моделирующие
вершину трещины.
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Хорошо известно, что в случае, когда область является
R-областью, то есть, конформное отображение внешности круга на
нее — дробно-рациональная функция, решения основных задач плос-
кой теории упругости, используемые для моделирования напряже-
ний или смещений, могут быть получены в замкнутом виде с приме-
нением интегралов типа Коши, плотность которых содержит в зна-
менателе производную отображающей функции. Поскольку у плот-
ности интеграла типа Коши допускаются только слабые особенности,
при решении задач делается обязательное предположение о том, что
отображающая единичный круг на исследуемую область функция
не может иметь на границе нуль первого порядка у производной.
Следовательно, такой методом неприменим в случае области с гра-
ничным каспом. В работах, посвященных решению основных задач
для вырезов с каспами, решения традиционно находятся либо при-
ближенно — путем разложения в ряды, либо с применением метода
предельного перехода, когда необходимые параметры вычисляются
для близких к исследуемой областей с гладкой границей, и толь-
ко затем делается предельный переход, соответствующий переходу
к области с граничной точкой возврата.

В параграфе 1.2.1 настоящей диссертации предложен новый ме-
тод нахождения точного решения основных задач плоской теории
упругости для бесконечных R-областей, в том числе, и областей с
граничными каспами. Основой метода является сведение задачи с
краевым условием (1) к двум краевым задачам Шварца для меро-
морфных функций. В итоге решение задачи приводится к конечной
системе линейных алгебраических уравнений. С помощью указанно-
го метода в параграфе 1.2.2 решены основные задачи для плоскости
с вырезами четырех типов: каплеобразного с одним каспом, двояко-
симметричного с двумя каспами, C−образного и S−образного. Так,
плоскость с S−образным вырезом является образом внешности еди-
ничного круга |ζ| > 1 при отображении функцией

z(ζ) = ζ +
(b2 − 1)2ζ

(ζ2 − b2)(1 + b2)
, |b| < 1.

Для областей с граничными каспами, не являющимися R-областя-
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ми, предложен способ решения, состоящий в сведении задачи к бес-
конечной системе линейных алгебраических уравнений. Этот способ
описан в параграфе 1.3 настоящей диссертации.

Следует заметить, что представленные методы решения основ-
ных задач плоской теории упругости в бесконечной области с гра-
ничными каспами можно успешно применять также в теории изгиба
тонких пластин с трещинами, так как там задачи также сводятся к
определению аналитических функций по краевому условию вида (1).

В параграфе 1.4.1 ставится и решается новая смешанная задача
плоской теории упругости, которую можно трактовать как вариант
контактной задачи теории упругости. Особенностью метода решения
этой задачи является то, что она сводится к краевой задаче Гиль-
берта. В параграфе 1.4.2 приведен пример точного решения такой
задачи для плоскости с каплеобразным вырезом, имеющим гранич-
ный касп.

В параграфе 1.5 дана новая постановка обратной краевой задачи
теории упругости: по заданным значениям смещений и напряжений
на границе неизвестной области требуется определить саму область.
В отличие от случая обратных краевых задач для аналитических
функций при решении обратной задачи теории упругости в такой
постановке приходится пользоваться перепараметризацией гранич-
ных данных, так как иначе задача является переопределенной.

В трех последующих параграфах приведены примеры примене-
ния решений основных задач плоской теории упругости для беско-
нечных областей с граничными каспами. Большой интерес в механи-
ке разрушений представляет изучение асимптотических напряжений
вблизи граничных каспов, условий и направлений роста трещин из
вершин каспов. В диссертации используется известная гипотеза, в
соответствии с которой начальное распространение трещины про-
исходит в направлении β, для которого нормальное разрывающее
напряжение σβ имеет максимальное значение коэффициента интен-
сивности. Трещина растет, если коэффициент интенсивности разры-
вающих напряжений в каспе достигает критического значения, опре-
деляемого для каждого материала экспериментально. В том случае,
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когда помимо разрывающих усилий в окрестности каспа действует
поперечный сдвиг, влияние на разрушение оказывает комплексный
коэффициент интенсивности K1 − iK11.

В параграфе 1.6 рассмотрен случай двоякосимметричного выре-
за, наиболее адекватно моделирующего симметричную трещину с
плавно смыкающимися берегами. Решение основных задач плоской
теории упругости для бесконечной плоскости с таким вырезом приве-
дено в параграфе 1.2.2. Рассмотрены различные случаи напряжений
в такой области. Получены комплексные коэффициенты интенсив-
ности напряжений в каспе, направление и условие роста трещины из
каспа в случае растяжения. Приведены графики зависимостей на-
правления начального роста трещины из каспа и величины предель-
ного напряжения от направления растяжения плоскости. Получен-
ные зависимости практически совпадают с известными из литерату-
ры соответствующими зависимостями для прямолинейного разреза в
том случае, когда берега выреза не слишком далеко отходят друг от
друга. Это свидетельствует о том, что направление и предельное на-
пряжение, необходимое для роста трещины из каспа, практически не
зависят от степени "раскрытия" прямой трещины, и значит приме-
нение прямолинейного разреза для моделирования прямых трещин
вполне оправдано. Такое свойство симметричных вырезов с каспа-
ми, хотя и полученных с помощью иных отображающих функций —
для трещин с меньшим раскрытием и с большим числом каспов —
было отмечено и ранее в работах А.А.Каминского, В.В.Панасюка и
других.

В параграфе 1.7.1 указан общий способ определения начального
направления роста трещины из каспа для случая, когда соответству-
ющая область является R-областью. Этот способ применяется в па-
раграфе 1.7.2 для нахождения зависимости направлений начального
роста трещин из каспов от направления растяжения и от формы об-
ласти для семейств бесконечных областей двух типов — плоскостей с
каплеобразным и с S-образным вырезами. Графики направлений на-
чального роста трещины в зависимости от направления растяжения
плоскости с соответствующим вырезом показывают, как направле-
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ния начального роста трещины меняются, когда вырез деформиру-
ется. Это доказывает, в частности, что в качестве модели изогнутой
трещины при S-образном изгибе или выреза с одним каспом при до-
статочно большом раскрытии выреза нельзя брать разрезы по отрез-
ку прямой.

Последние два параграфа первой главы посвящены изучению
возможности применения аналитических функций для моделирова-
ния роста полостей в вязких телах. В случае вязкого тела компо-
ненты тензора напряжений, как и в случае упругих тел, выража-
ются через те же аналитические функции — комплексные потенци-
алы, которые участвуют в краевых условиях вида (1) для основных
задач плоской теории упругости. В исследованиях Г.П.Черепанова
указана возможность применения однопараметрического семейства
последовательно вложенных бесконечных областей для моделирова-
ния процесса роста внутренних полостей в вязких телах. Очевидно,
что такие последовательно вложенные друг в друга области обяза-
ны быть однолистными. Достаточные условия однолистности таких
семейств с использованием соответствующих семейств отображаю-
щих функций — цепей подчинения — получено в параграфе 1.8.1.
В параграфе 1.8.2 построен пример того, как с ростом параметра
круговая полость превращается в полость с граничным каспом. Для
такого семейства соответствующие комплексные потенциалы опре-
деляются из соотношения вида (1) на границе движущейся полости.
Представляя вектор граничных напряжений через найденные ком-
плексные потенциалы, определяем изменение напряжений на грани-
це полости, обеспечивающее заданное изменение полости.

Вторая глава диссертации посвящена граничным задачам тео-
рии упругости в трехмерной постановке для однородных изотропных
тел. Они сводятся к решению задач, аналогичных плоским задачам
теории упругости. Ранее плоские задачи использовались для реше-
ния пространственных задач, в основном, в осесимметричном случае.

Первый шаг к применению основных задач плоской теории упру-
гости к задачам в трехмерной постановке делается в параграфах
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2.1.1 - 2.1.6. Здесь ставятся и решаются трехмерные задачи, ана-
логичные основным задачам плоской теории упругости для тонких
покрытий плоских областей и для тонких оболочек, симметричных
относительно срединной плоскости z̃ = 0. Сначала рассматривают-
ся постановки задач для покрытий, то есть тонких оболочек, одна
из внешних поверхностей которых — плоскость z̃ = 0. То, что эти
трехмерные тела имеют малую толщину, позволяет предполагать,
что компоненты вектора смещений в этих телах линейно зависят
от соответствующей координаты z̃. Благодаря этому предположе-
нию получаем, что уравнения равновесия превращаются в линейные
уравнения относительно z̃. Сравнение коэффициентов при соответ-
ствующих степенях приводит к соотношениям, позволяющим ввести
аппарат аналитических функций и поставить задачи восстановления
введенных комплексных потенциалов по заданным на границе плос-
ких областей и на кромках поверхностей над ними значений смеще-
ний или напряжений. Задачи, решаемые в этих параграфах, продол-
жают идеи Г.З.Шарафутдинова в связи с применением аналитиче-
ских функций к задачам для оболочек, симметричных относительно
срединной плоскости.

В параграфе 2.1.1 для случая покрытий вводятся комплексные
потенциалы — три аналитические функции, устанавливаются их свя-
зи с напряжениями и смещениями. В параграфе 2.1.2 приводятся
различные постановки аналогов основных задач плоской теории упру-
гости для тонких покрытий конечных односвязных плоских обла-
стей, находятся условия разрешимости таких задач и указывается
способ решения. Так, например, безусловно разрешимой оказывает-
ся следующая

Задача. Предположим, что уравнение границы плоской области
D имеет вид {x(s), y(s), 0}, s ∈ [0, l], уравнение верхней кромки по-
крытия D:

x = x(s), y = y(s), z̃ = z̃(s) s ∈ [0, l].

Пусть задан плоский вектор граничных смещений

(u(x(s), y(s), 0), v(x(s), y(s), 0))
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на границе основания покрытия, значения касательной составляю-
щей плоских смещений на верхней кромке покрытия

u(x(s), y(s), z̃(s))x′(s) + v(x(s), y(s), z̃(s))y′(s) = R2(s),

и значения ортогональной к плоскости z̃ = 0 составляющей векто-
ра смещений w(x(s), y(s), z̃(s)) на верхней кромке покрытия. Требу-
ется определить смещения во всех точках покрытия.

В параграфе 2.1.2 приводится схема решения такой задачи.
Пример решения поставленной задачи для случая конечной R-

области приведен в параграфе 2.1.3. В параграфе 2.1.4 подобные за-
дачи ставятся для случая, когда область D является бесконечной.

Следующие два параграфа посвящены решению трехмерных за-
дач для оболочек, симметричных относительно срединной плоско-
сти z̃ = 0, при таком симметричном деформировании что первые
две координаты вектора смещений зависят только от координат точ-
ки срединной плоскости, а третья координата линейно зависит от
расстояния до срединной плоскости. В параграфе 2.1.5 ставятся за-
дачи как для конечной, так и для бесконечной области на срединной
плоскости, указывается метод их решения. В параграфе 2.1.6 указан
способ получения точного решения для случая, когда область яв-
ляется бесконечной R-областью. Приведен пример решения задачи
для бесконечной двоякосимметричной области с двумя граничными
каспами.

В остальных параграфах второй главы находятся интерполяци-
онные решения основных граничных задач теории упругости в слу-
чае цилиндрических тел. Для тел с достаточно гладкой поверхно-
стью доказано, что граничные задачи теории упругости в трехмер-
ной постановке — когда задаются смещения или напряжения на по-
верхности трехмерного тела и требуется определить смещения и на-
пряжения в любой внутренней точке тела — имеют единственное ре-
шение. Построение такого решения сводится, даже при сравнительно
простых краевых условиях и канонических телах, к интегральным
уравнениям, обычно решаемым приближенно.
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Суть интерполяционного решения задач для цилиндрических тел
заключается в том, что напряжения или смещения задаются не на
всей поверхности цилиндра, а только на конечном числе кривых,
лежащих на цилиндрической поверхности, что более соответствует
реальным задачам. Специальное представление смещений позволяет
свести задачу к набору плоских задач. При этом, если такие плоские
задачи имеют точное решение, мы получаем смещения и напряже-
ния, удовлетворяющие уравнениям равновесия, в точности совпада-
ющие с заданными на заданных кривых смещениями или напряже-
ниями, и интерполирующие смещения (или напряжения) в точках
цилиндрической поверхности, отличных от точек заданных кривых.
Очевидно, что такая задача имеет бесчисленное множество решений,
так как в точках поверхности тела, отличных от точек заданных кри-
вых, вектор смещений (или напряжений) не задается. При достаточ-
но плотном покрытии боковой поверхности цилиндра замкнутыми
кривыми, проходящими через узлы достаточно хороших полиноми-
альных приближений граничных значений компонент смещений или
напряжений на соответствующих отрезках, задание смещений или
напряжений на этих замкнутых кривых может достаточно точно
моделировать задание вектора смещений или напряжений на всей
боковой поверхности. В этом случае точное частное решение зада-
чи будет адекватно решению соответствующей граничной задачи в
трехмерной постановке во внутренних точках цилиндрического тела,
удаленных от его торцов.

В соответствии с количеством замкнутых кривых, на которых
задаются смещения, при решении второй основной задачи для ци-
линдроида каждая координата вектора смещений ищется в виде по-
линома соответствующей степени по степеням z̃ (параграф 2.2.1).
Уравнения равновесия при этом сводятся к уравнениям для неиз-
вестных коэффициентов полинома.

Построение интерполяционного решения в параграфе 2.2.2 сво-
дится к последовательным решениям краевых задач с граничным
условием вида (1) для аналитических функций. При этом меняются
лишь правые части в краевых условиях с использованием получен-
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ных ранее функций.
В случае, когда ортогональным сечением цилиндрического те-

ла является конечная R-область, каждая из получаемых на каждом
этапе краевых задач, а следовательно, и сама поставленная задача
имеют точное решение. Точность интерполяционного решения зада-
чи, удовлетворяющего уравнениям равновесия во всех точках ци-
линдроида, понимается в смысле совпадения заданных смещений со
смещениями, полученными в результате решения, в заданных точ-
ках поверхности. В качестве примера в параграфе 2.2.3 приведено
решение задачи для кругового цилиндра с заданием вектора смеще-
ний на трех уровнях боковой поверхности – когда цилиндр сжат и
изогнут:

~a|z̃=1,x2+y2=1 = (0, 0, δ),~a|z̃=2,x2+y2=1 = (ε, 0, 0),

~a|z̃=3,x2+y2=1 = (0, 0,−δ).

Интерполяционное решение такой задачи имеет вид

u(x, y, z̃) = −3ε + (x2 + y2 − 1)
εµ

λ + 3µ
+ 4εz̃ − εz̃2,

v(x, y, z̃) ≡ 0, w(x, y, z̃) = 2δ − δz̃.

В параграфах 2.2.4 и 2.2.5 ставится и решается интерполяцион-
ная задача в случае, когда на кривых на поверхности цилиндроида
задаются не смещения, а напряжения. Схема решения является той
же, но вследствие возникающих на каждом этапе условий разреши-
мости приходится накладывать дополнительные условия на задава-
емые функции.

В параграфе 2.2.6 обсуждается возможность решения интерпо-
ляционной задачи в случае бесконечного цилиндрического тела ко-
нечной высоты — бесконечного пласта с цилиндрическим вырезом.

В следующих трех параграфах диссертации строится интерпо-
ляционное решение для кругового полого цилиндра. В этом случае
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помимо смещений на конечном числе уровней внешней цилиндриче-
ской поверхности дополнительно на внутренней поверхности зада-
ются постоянное давление и условие скольжения. Компоненты век-
тора смещений также ищутся в виде полиномов относительно соот-
ветствующей координаты (параграф 2.3.1). В параграфе 2.3.2 для
определения коэффициентов полиномов последовательно решаются
краевые задачи с краевым условием вида (1) в кольце. Решение кра-
евых задач, в свою очередь, сведено к решению линейных систем
относительно коэффициентов разложения искомых функций в ря-
ды Лорана. В качестве примера в параграфе 2.3.3 найдено решение
задачи со смещениями на трех уровнях — полый цилиндр сжат и
изогнут.

В параграфе 2.4 обсуждается возможность изменения краевых
условий при построении интерполяционных решений трехмерных за-
дач и приводятся примеры таких изменений. В частности, меняются
граничные условия задачи для полого цилиндра, решенной в пара-
графе 2.3.3: дополнительно к сжатию и изгибу вводится обжатие на
двух уровнях. Кроме того, указан способ решения интерполяцион-
ной задачи при задании смещений в конечном числе точек на торцах
цилиндроида.

В параграфе 2.5 указывается способ построения непрерывных и
гладких сплайн-интерполяционных решений трехмерных задач для
цельного цилиндроида и для полого кругового цилиндра на основе
интерполяционных решений таких задач.

Третья глава посвящена решениям краевых и обратных крае-
вых задач для аналитических функций и их обобщений — решений
уравнений эллиптического типа. В параграфах 3.1.1 - 3.1.4 проведено
исследование возможности обобщения постановки внутренней обрат-
ной краевой задачи по параметру s (дуговой абсциссе). Такая задача
была впервые поставлена и решена с применением вспомогательного
конформного отображения М.Т. Нужиным. Интерес к обратным кра-
евым задачам возник в Казанском университете в связи с важными
приложениями этих задач к задачам механики. Обратные краевые
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задачи возникли вначале как гидромеханические задачи, связанные
с проблемой построения профилей по заданному вдоль них распреде-
лению скоростей в работах Г.Г. Тумашева. Параллельно с большим
количеством прикладных задач решались и вопросы, связанные с
постановкой и обобщением основной обратной краевой задачи — за-
дачи восстановления аналитической функции и области ее задания
по краевым значениям функции в терминах определенного парамет-
ра, главным образом, дуговой абсциссы s искомого контура. Тради-
ционная схема решения внутренней обратной краевой задачи такова:
производится вспомогательное конформное отображение единичного
круга E = {ζ||ζ| < 1} на известную область Dw в плоскости значений
искомой функции w = f(z), в результате сравнения граничных па-
раметров определяется зависимость s = s(θ), и граничные значения
Re ln z′(ζ) = ln ds/dθ используются для восстановления аналитиче-
ской в E функции z(ζ), отображающей E на неизвестную область
Dz. В том случае, когда область Dz однолистна, функция w = f(z)
восстанавливается в этой области по граничным значениям с исполь-
зованием интегральной формулы Коши.

Ф.Д. Гахов указал наиболее широкий класс функций, принад-
лежность к которому исходных данных обеспечивает разрешимость
внутренней обратной краевой задачи. Особый интерес вызывает по-
становка задачи, приводящая к наличию угловых точек на известном
и на искомом контурах.

В первых четырех параграфах третьей главы строится решение
внутренней обратной краевой задачи по параметру s без примене-
ния вспомогательного отображения на единичный круг. В параграфе
3.1.1 решение задачи сводится к решению интегрального уравнения
Фредгольма

q(s) =
1
π

∫ l

0
q(τ){arg[w(τ)− w(s)]}′τdτ − (2)

1
π

∫ l

0
p(τ){ln |w(τ)− w(s)|}′τdτ,

где p(s) = −(ln[u′(s)2 + v′(s)2])/2, в случае, когда исходные функции
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u(s) и v(s) — вещественная и мнимая части граничных значений ис-
комой аналитической функции — обладают гельдеровыми производ-
ными. Именно этот класс исходных данных использовался в работах
основоположников теории обратных краевых задач Г.Г. Тумашева
и М.Т. Нужина. Поэтому такая постановка задачи в диссертации
названа классической. При этой постановке соответствующее инте-
гральное уравнение (2) решается в пространстве гельдеровых функ-
ций. В параграфе 3.1.2 рассмотрен случай, когда условия классиче-
ской постановки нарушаются при конечном числе значений s = sk,
соответствующих угловым точкам на искомом контуре. Сделав пе-
репараметризацию известной кривой, мы приходим к решению инте-
грального уравнения в том же пространстве гельдеровых функций.
В параграфе 3.1.3 предложена обобщенная постановка внутренней
обратной краевой задачи по параметру s. В отличие от классиче-
ской постановки здесь производные функций u(s) и v(s) не являют-
ся непрерывными, а принадлежат некоторому подпространству про-
странства функций, интегрируемых по Лебегу. Здесь также прово-
дится перепараметризация, и задача сводится к решению интеграль-
ного уравнения Фредгольма (2) в пространстве функций, интегриру-
емых по Лебегу. В параграфе 3.1.4 рассмотрен случай обобщенной
постановки при наличии угловой точки на известном контуре. Реше-
ние такой задачи снова сводится к решению интегрального уравне-
ния в пространстве функций, интегрируемых по Лебегу.

Параграфы 3.2.1 - 3.2.5 настоящей диссертации посвящены ис-
следованию корректности постановок обратных краевых задач по
параметру s. Термин "корректность" в применении к внутренним
обратным краевым задачам по параметру s означает простоту гра-
ницы Γz искомой ограниченной области действия неизвестной анали-
тической функции, заданной своими граничными значениями w(s) в
терминах дуговой абсциссы неизвестного контура. Помимо того, что
однолистность искомой области необходима для реализации реше-
ний с точки зрения механики, именно в случае однолистности обла-
сти Dz возможно восстановление искомой аналитической функции
w = w(z) с помощью интегральной формулы Коши. В большинстве
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случаев достаточные условия однолистности связаны со вспомога-
тельным отображением на единичный круг и представляют собой
ограничения, обеспечивающие однолистность отображения единич-
ного круга на искомую область (слабая проблема однолистности).
Более перспективной является задача получения достаточных усло-
вий однолистности Dz в виде ограничений на исходную функцию
w(s) = u(s) + iv(s), называемая сильной проблемой однолистности.

Достаточные условия выпуклости и почти выпуклости границы
искомой области в рамках решения сильной проблемы однолистно-
сти получены в параграфах 3.2.1 - 3.2.4 диссертации. Результаты пер-
вых двух из указанных параграфов основаны на применении оценки
Трикоми разности решений данного и измененного в терминах изме-
нения ядра интегральных уравнений. Используя полученное в пара-
графе 3.1.1 интегральное уравнение, изменяя его и получая решение
измененного уравнения, мы находим оценки для характеристик ис-
комой граничной кривой, обеспечивающие ее простоту.

Большую роль в решении обратной краевой задачи по параметру
s играет то, что параметр — дуговая абсцисса искомой кривой. Пе-
репараметризовав уравнение известного контура Γw = {w = u(s) +
iv(s), s ∈ [0, l]}, мы получим новую задачу, приводящую к новой об-
ласти Dz. В параграфах 3.2.3 и 3.2.4 получены достаточные условия
однолистности решения соответствующих внутренних обратных кра-
евых задач при перепараметризации заданной функции w(s). Приме-
ром подобных достаточных условий однолистности может служить
ТЕОРЕМА 3.10. Пусть w̃(σ) = ũ(σ)+iṽ(σ), 0 ≤ σ ≤ σk, — уравнение
замкнутой кривой, σ — естественный параметр, причем

max
0≤τ,σ≤σk

|Φ(5)
τττσσ|

σ5
k

π144
≡ d <

1
π

,

где Φ(τ, σ) ≡ arg[w̃(τ)− w̃(σ)]− arg[exp(2πiτ/σk)− exp(2πiσ/σk)].
Если σ = σ(s), 0 ≤ s ≤ l, — монотонная функция, удовлетворяющая
условям: 0 < m1 ≤ σ′(s) ≤ M1 < ∞, |σ′(s1)− σ′(s2)| ≤ ω(s1 − s2), где

ω(0) = 0,

∫ δ

0

ω(t)
t

dt < ∞, δ > 0,
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причем

inf
0<δ≤σk/2

[
1

m1

∫ δ

0

ω(t)
t

dt + 2| lnM1|| ln(l/(2δ))|] <
π(1− 2d)(1− πd)m1

2M1
,

то зависимость w(s) = w̃(σ(s)), s ∈ [0, l], представляет собой ис-
ходные данные, при которых решение соответствующей внутрен-
ней обратной краевой задачи по параметру s будет почти выпук-
лым.

Внешняя обратная краевая задача при тех же граничных данных
отличается от внутренней тем, что неизвестная область Dz обязана
содержать бесконечно удаленную точку. Следовательно, если решать
задачу с помощью вспомогательного конформного отображения на
единичный круг, мы должны обеспечить существование простого по-
люса у функции z(ζ) в круге E. Поскольку полюс является корнем
некоторого уравнения, называемого уравнением Гахова, то для того,
чтобы обеспечить единственность решения внешней обратной крае-
вой задачи, достаточно обеспечить единственность корня этого урав-
нения. Можно, как и в случае исследования однолистности, получать
достаточные условия единственности внешней обратной краевой за-
дачи по параметру s в виде ограничений на функцию, отображаю-
щую каноническую область на искомую область, то есть, уже полу-
чив решение. Более перспективным представляется получение доста-
точных условий единственности внешней обратной краевой задачи
в виде ограничений на исходную функцию w(s). Подобное условие
найдено в параграфе 3.2.5.

Параграфы 3.3.1 – 3.3.4 настоящей диссертации посвящены ре-
шению краевых и обратных краевых задач для функций из более
широкого класса, чем аналитические функции — удовлетворяющих
уравнению эллиптического типа

f ′z = λ(z)f ′z + h(z), z ∈ D, (3)

где |λ(z)| < 1, z ∈ D. Очевидно, что аналитические функции удовле-
творяют такому уравнению с λ(z) ≡ h(z) ≡ 0. В случае h(z) ≡ 0 урав-
нение (3) называется уравнением Бельтрами, и его решения осуще-
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ствляют квазиконформное отображение области D. Основным аппа-
ратом для решения краевых задач для функций, удовлетворяющих
уравнению (3), является интегральный оператор вида

T [µ] = − 1
π

∫∫
D

µ(t)
t− ζ

dσt, (4)

и его модификации для конкретных областей.
Основой для решения обратных краевых задач для аналитиче-

ских функций можно считать краевую задачу Шварца. В параграфе
3.3.1 найдено решение задачи Шварца для функций, удовлетворяю-
щих уравнению (3). Задача решается как в области с гладкой грани-
цей, так и в области с граничной угловой точкой. В следующем па-
раграфе (3.3.2) с использованием решения задачи Шварца ставятся
и решаются обратные краевые задачи в классической и обобщенной
постановках для функции w = w(z), удовлетворяющих уравнению

w′
z = −λ(w,w)w′

z.

Параграфы 3.3.3 и 3.3.4 посвящены решению смешанной краевой
задачи в полуполосе D = {w : |Re w| < a, Im w < 0} для функции,
удовлетворяющей уравнению (3) и краевым условиям{

Re g(w) |w=u∈(−a,a) = Ω(u);
Im g(w) |w=±a+iv,v∈(−∞,0) = 0.

(5)

При этом вводится не применявшееся ранее новое подпростран-
ство пространства функций, интегрируемых по Лебегу в полуполосе
— пространство L̃p(D) функций t(w), удовлетворяющих условию:

sup
A>0

{(1 + A)[
∫∫

w∈D,Imw<−A

|t(w)|pdσw]1/p} ≡ ‖t‖L̃p < ∞.

Для решения задачи вводится и используется новый оператор T̃
с особенностью типа особенности оператора T из (4):

T̃ [ω] = − 1
4a

∫∫
D

ω(τ)[ctg
π(τ − w)

4a
+ tg

π(τ + w)
4a

]dστ+
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+
1
4a

∫∫
D

ω(τ)[tg
π(τ + w)

4a
+ ctg

π(τ − w)
4a

]dστ .

Характерным свойством оператора T̃ является то, что его областью
значений при любой плотности ω(τ), τ ∈ D является пространство
функций, удовлетворяющих однородным краевым условиям вида(5).

При решении смешанной задачи реализуются различные условия
на поведение искомой функции в окрестности бесконечно удаленной
точки.

В четвертой главе диссертации рассмотрены некоторые зада-
чи гидромеханики, решение которых сводится к решению плоских
краевых задач.

Методы решения краевых задач для функций, удовлетворяющих
эллиптическому уравнению, применяются для решения обратных за-
дач фильтрации в неоднородном грунте. Подкласс таких функций —
аналитические функции — применяется для определения давления и
скорости фильтрующейся жидкости, когда грунт однородный. В слу-
чае неоднородного грунта в законе фильтрации коэффициент уже не
будет постоянным, и условия Коши-Римана заменяются на эллип-
тическое уравнение. Обратные задачи теории фильтрации, то есть
задачи определения подземного профиля гидротехнических соору-
жений, были поставлены и решены для случая однородного грунта
в известной монографии М.Т. Нужина и Н.Б. Ильинского. В насто-
ящей диссертации предложен метод аналитического решения подоб-
ных задач для неоднородного грунта.

Параграф 4.1 посвящен описанию постановки и способа решения
задачи построения подземного контура по заданной вдоль него эпю-
ре фильтрационного давления h = f(x), 0 ≤ x ≤ l, где x — абсцисса
точки искомого контура, для бесконечного неоднородного водонепро-
ницаемого слоя, расположенного в нижней полуплоскости плоскости
z. Здесь эта задача в случае коэффициента фильтрации, удовлетво-
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ряющего условию

k =
{

k(z), Im z < 0, |z| < M ;
k0, Im z < 0, |z| ≥ M,

сводится к получению функции, удовлетворяющей уравнению

z′w = −λ(z(w))z′w

в полуполосе Im w < 0, |Re w| < k0H/2, и краевым условиям

Re z(w)|u∈(−k0H/2,k0H/2),v=0
= x(u), Im z(w)|u=±k0H/2

= 0.

Здесь

λ(z) =
k0 − k(z)
k0 + k(z)

,

H — перепад напора вдоль искомого контура, x(u) — функция, обрат-
ная к функции −k0f(x). Для построения решения используется ите-
рационный процесс:

zn(w) = z0(w) + T̃ [ωn],

где z0(w) — нулевая итерация, построенная для λ ≡ 0, а плотность
ωn(w) удовлетворяет в D уравнению

ωn(w) = σn[ωn](w)− λ(zn−1(w))z′0(w).

В последнем уравнении σn[ω](w) ≡ −λ(zn−1(w))S̃[ω](w), где сингу-
лярный оператор S̃[ω] получен из оператора T̃ дифференцированием
по w. При этом для реализуемости решения при каждой итерации
выбираются значения параметра, содержащегося в z0(w), при ко-
тором получаемый при итерации контур лежит ниже вещественной
оси.

В параграфе 4.2.1 дана новая интерпретация построения квази-
решения задачи определения подземного контура по заданной вдоль
него скорости для однородного грунта. Для разрешимости такой за-
дачи приходится вводить дополнительное ограничение на заданную
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функцию для того, чтобы начальная и конечная точки контура ока-
зались на уровне, задаваемом прямолинейными границами верхнего
и нижнего бьефов. Предложенный в параграфе 4.2.1 способ измене-
ния исходных данных является способом перепараметризации гра-
ничных значений потенциальной функции. В следующем параграфе
(4.2.2) такой метод изменения исходных данных указан как основа
для построения квазирешений подобной задачи в случае неоднород-
ного грунта. Предложен способ построения итераций на основе ре-
шенных в параграфах 3.3.3 и 3.3.4 задач.

В трех следующих параграфах (4.3.1 - 4.3.3) приведена модифи-
кация известного метода решения задачи о шпунте Жуковского с
учетом неоднородности грунта. Здесь также в качестве канонической
области использована полуполоса, что позволяет применять для ре-
шения вспомогательных краевых задач оператор T̃ , исследованный
в третьей главе, а также его модификацию — оператор T̀ . Задача о
шпунте Жуковского так же, как и задача из параграфа 4.1, решает-
ся методом итераций. Получено условие сходимости итерационного
процесса.

Последние три параграфа четвертой главы посвящены двум ин-
терполяционным задачам, связанным с течением вязкой жидкости
при малых числах Рейнольдса. В этом случае уравнения Навье-Сток-
са заменяются приближенными уравнениями Стокса, то есть линей-
ными уравнениями. Следовательно, так же, как и в первых двух
главах, решение с известными граничными значениями в отдель-
ные моменты времени (нестационарная задача) или на отдельных
уровнях (стационарная задача для цилиндра), представленное в ви-
де полинома, позволяет свести задачу с тремя переменными к ко-
нечному числу плоских задач для двух аналитических функций с
граничным условием вида (1). В этих интерполяционных задачах
возможно точное решение соответствующих краевых задач на каж-
дом этапе в том случае, когда соответствующие области являются
R-областями. Задачи для течения вязкой жидкости с малым числом
Рейнольдса могут найти применение, например, при изучении про-
цессов, связанных с нанотехнологиями. Кроме того, интерполяцион-
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ное решение для приближенных уравнений Стокса может служить
начальной итерацией при построении интерполяционных решений
уравнений Навье-Стокса.
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