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0-774027 
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. 

За;\а'1и ноиска 011тимал(,f1ых в том или ином см1,1сле м1ю1·очJ1е1юв 'Iасто 

возникают при ана.пизе и 11остроснии 'IИСJ1енных метО/\ОВ. В теории явных 

разностных схем /\ЛЯ решения неста~\ионарных задач ими являются мн01·0-

члены нерехода от 11ача.11ы1ых /\аJ111ь1х к решению в ныбрапный момент вре

мени. В сонременных услониях особенно !\енным является свойст1ю лё1·кой 

и эффективной рас11ара.11леливаемости таких схем. Вместе с тем при их ис-

1юл1,зова11ии для решения жёстких задач математической физики ша~·и по 

времени обычно существенно 01·ра11ичены условием устойчивости, '!ТО /\ела

ет актуа.11ьной проблему нахождения м1ю1·очле1~а перехо;\а, форма области 

устойчивости которого наиболее 1юл1ю соответствует характеру с11ектра 110-

ставленной задачи. Близкие и;\еи нахо;1ят нрименение при 1юстроении линей

ных итера1\ионных методов, ко1·да за;\ача оптимизаI\ИИ сводится к 1~ахож;\е-

11ию многочлена перехода, наиболее эффектитю подавляющего ошибку. В 

качестве такого многочлена обычно берётся м1ю1·очлен, например, чебышев

ский, обладающий некоторыми экстремальными свойствами на м1южестве, 

содержащем спектр оператора решаемой за;\ачи. Общими проблемами 13 этих 

двух приложениях теории мно1·очленов являются, во-11ервых, организа1\ия 

вычислений, устой,швых по отношению к ошибкам окру1·ления внутри серии 

шагов метода, реа.11изующей выбранный многочлен перехода, и, во-вторых, 

получение количественных данных о с11ектре задачи. Первая из них на се1·0-

дняшний ден1, в значительной степени решена с гюмощыо рекурсивных ал1·0-

ритмов построения устойчивых перестановок параметров. Вторая является 

гораздо более тру;\ной, её /\еталыюе решение в конкретном случае может 

оказаться сравнимо по слож1юсти с решением исходной за;\ачи. 0;\11ако ча

сто можно дать приближённос описание спектра, исхо;\я из физических ИJIИ 

каких-либо иных соображений, и выбрать м1ю1·очлен нсрехо;1а, по возможно

сти близко соотнетствующий этому описанию. При этом ны(юре бывает очень 

11олезно учитывать также свойства мно1·очленов, связанные с удобством ре

а.1шзации, объёмом требуемых для осуществления шага вь1числителы1ых ре

сурсов, а также возможностью ис1юльзова11ия /\анных, 11олучсн11ых на 11ре;\

шсствующих шагах. Перспектинпой темой /\ЛЯ иссJIС/\ования является у'1ёт в 

расчётах эффсктон взаимного влию1ия методов ра.зJ1ично1·0 на.значения, ис

пользующих общую и;\ею оnтимизаJ\ИИ многочле1юв перехо;\а. Экстрема.11ь

ные свойства многочленов Чебышева также отвечают за11росам I\ифроной 

фит.тра1\ИИ. Внедрение с11с1\иаJ1ы1ых многочленов от характерных 011ерато

ров 13 этом случае 1юзнолит расс'lитывать на качественную фил1;гра.1\ию с 
у'1ётом особенностей источников ;1а1111ых. В качестве приложения иссжщуе-
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мых а;н ·оритмов nыбраны за;1ачи 1·и;1роди11амики . Их ре111е11ис является важ

ным 11а11ра13Jlс11ием математи'1еско1·0 моделирова11ия и требует эффсктиnных 

ЧИCJICllllЫX Me'l'0)\011. 

Цель работы. 

Цель диссерта11ионной работы состоит в исследовании эффективности и 

011тимиза11ии 11риме11е11ия устойчивых явных разностных схем проrраммы 

DUMKA, методов с функциями перехода, основанными на чебышевских мно
гочленах, и вихревой формы Громеки-Лэмба в задачах rидродинамики. 

Научная новизна. 

Основными новыми результатами работы являются: 

исследование эффективности схем программы DUMKA с 11еременными 
ша~'ами по времени , ориентированных на расположенный вблизи мнимой оси 

спектр, в задаче вихреразрешающе1'0 моделирования и в сравнении со схемой 

Адамса-Бэшфорта; 

- блочный вариа11ионный метод получения 1iачалыюrо приближения при 

решении урав11е11ия Пуассона для давления, учитывающий характер после

довательности временных шагов схемы DUMKA-8; 
метод удвоения устойчивой перестановки итерационных параметров для 

одношагово1'0 чебышевского метода; 

- метод неявной операторной чебышевской фиш,тра11ии. 

Все разработанные методы проrраммно реализованы. 

Практическая значимость. 

Исследованные и проrраммно реализованные в рамках диссертационной 

работы ме'l'ОДЫ могут быть применены для ускорения расчётов и повышения 

точ1юсти фильтрации при численном моделировании турбулентных течений. 

Апробация работы. 

Результаты диссертационной работы докладывались автором и обсужда

;1ис1, на 11ауч11ом семинаре Института вычислительной математики РАН и на 

следующих конференциях: 

Научные конференции МФТИ (Москва-Долrопрудный, 2004-2006, 2008) , 
VIII Международный семинар-совещание "Кубатурные формулы и их 

приложения" (Улан-Удэ, 2005), 
III Международная конфереНI\ИЯ "Математические идеи П.Л . Чебышева 

и их приложение к современным проблемам естествознания" (Обнинск, 2006), 
Международные конференции но информационным технолоrиям ;1ля на

ук об окружающей среде "CITES" и "ENVIROMIS" (Томск, 2006-2008), 
XVI Всероссийская конфере1щия "Теоретические основы и конструиро

вание численных алrоритмов и решение задач математической фи:Jики с при

;южением к м1юго11ро11ессор11ым системам" (Дюрсо, 2006) . 
r·.:: ·· - ·~". ;;;,~··- . -·- -~- ~": :- ~~ : ~:~ --~~ 
~ ytfi-1 :·.~: ~ :< -.. . · ·· t:~ 
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Результаты L1асти работы были 11])(~)\Ставлсны 13 рамках сонместнш'о /\OKJia

/\a на 14-м Сим1юзиуме AER 110 я;\ер11ым реакторам (Финлян.п,ия, 2004). 
Публикации. 

Результаты изложены 13 11 печатных работах, из них 2 онубликонаны в ре
ферируемом журнале, рекомендованном ВАК РФ )\ШI защиты кан;\И/\атских 

/\иссерта1\ий. С11исок оснонных работ нриведён 13 ко1ще автореферата. 

Личный вклад автора. 

!Зкла;\ автора 13 работы [lj и [3] закJ11очается 13 сонместной рюработке а;1-

горитма неявной чебышевской фил1,тра~\ии и eI'O 11рограммной реа;1изации . 

Структура и объём диссертации. 

Диссерта1\ия состоит из вве;\ения, трёх I'Jiaв, :шключения, сниска литера

туры из 74 наименований, содержит 15 иллюстра1\ий и 1 таблицу. Объём 

диссертации составляет 116 странИI\. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обсуждается рассматриваемая за.п,ача и описывается струк

тура диссертации. 

Глава 1 диссертации посвящена теоретическому исследованию проблем 
оптимизации многочленов нерехода 13 свете решения задач ги;\роли11амики. 

Для составления основы рассматриваемых мето)\ОВ приведены базовые 

сведения о м11огочле11ах Чебышева, касающиеся возможных вариантов опре

деления, формул для корней, точек экстремума и ком1юзиции м1101·очле1юв, 

формулировки экстрема;1ы1ых теорем Чебышева и Маркова. Так, корни м110-

гочлена Чебышева стенени п первого рода Tn(x), нриве.п,ённого к отрезку 

[m, М] действительной оси, задаются формулой 

2 
Xk - -------------

- М + m - (М - m) COS'lj;jk7Г 1 (1) 

где {jk}, k = 1, "., п - перестановка чисел от 1 )\О п. 
В данной работе исследование численных мето;\ов для реше11ия нестацио

нарных за;\ач ограничено явными ра:3ностными схемами 110 времени, которые 

обычно легко онисываются при помощи многочленов 11ерехо;1а, ностроенных 

для линейной задачи 
du 
dt =-Аи, иlt=D = ио, (2) 

от нача;1ыю1·0 условия к решению на выбранном слое 110 времени: 

u.rv = Р,у(А)ио. 



Длн задач , 11риво;1нщихсн линеаризацией и отбрасыванием свободноrо чле

на в 11равой части к виду (2) со спектром 011ератора А , лежащим на или 

тесно вблизи мнимой оси (например, расчётов течений с большими числа

ми Рейнольдса) будем ис1ют,зовать явные разностные схемы DUMKA-7 и 
DUMKA-8 (D.И. Лебедев, ИВМ РАН). Этим схемам соответствует мно1 ·очлен 

11ерехо;1а 

(3) 

область устойчивости которого при суммарном шаге длины [4 захватывает 

отрезок мнимой оси [-2\/'2i/l4, 2\/'2i/l4]. Корни многочлена (3) разбивают
ся на комплексно сопряженные пары, поэтому соотве'rствующие време11нь1е 

шаги могут быть реализованы в действительной арифметике. Приве;1ённый 

устойчивый отрезок мнимой оси является максимально возможным по длине 

;1лн многочленов перехода степени 4 с действительными коэффициентами ви
да 1 - l4z + az2 + bz3 + cz4 , а при увеличении степени мно1·очлена длн за;1ач 
с 11а.11ичием мнимого спектра увеличение среднего шага ограничено. Поэто

му /\ЛЯ гидродинамических задач с большими числами Рейнольдса оправда

но 11рименение указанных схем, входящих в свободно доступную программу 

DUMKA. 
В рамках диссертационной работы исследуемые численные методы бы

;1и внедрены в динамическую вихреразрешающую модель течения вязкой 

несжимаемой жидкости А.В. Глазунова (ИВМ РАН). Для используемой в 

ней разностной схемы Адамса-Бэшфорта проведён аналогичный анализ об

ласти устойчивости. Показано, •по эта область касается мнимой оси в нуле. 

При этом приближённое решение UN, соответствующее мнимому собственно

му значению Л оператора А, может расти при малом IЛI, как 1 + NIЛl 4 /4. 
Показано также, что в случае наличия действительного спектра использова

ние схемы Адамса-Бэшфорта может приводить к возникновению в решении 

двухшаrового шума. На основании этих резул1,татов можно сделать вывод о 

нежелательности 11рименения этой схемы напрямую для интегрирования по 

времени в моделнх турбулентности . 

Также в первой главе исследуется блочный чебышевский итерационный 

метод решения уравнения Пуассона для нахожденин давления на каждом 

временном шаге . Записанный /\ЛЯ уравнения в "красно-чёрном" виде 

(4) 
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с1·0 шш· прсдсташ1яст собой итсрш\ию Гаусса-Зсйдеш1 с 1ю11ранкой 

D1p~+ 1 
= С1р~ + /1, 

D k+l/2 - с k+l + f 
2Р2 - 2Р1 2, 

k+l k ( k+l/2 k) 
Р2 = Р2 + йk+I Р2 - Р2 · 

Для ошибки с: приближi~нноrо рс111с11ия изменение за I\ИKJI из N итераций 
01шсы1:Jасто1 м1ю1·очлсном перехо1\а PN /\ШI второ1·0 блока 11еизвест11ых, так 
что 

N 

PN(t) = п(l -a;t) , (5) 
i=l 

Для 11риме11яемой в вихрера.>решающей MO/\CJJИ /\Искрет1юй заr rиси ура1111е-

11ю1 Пуассона в диссерта1\ии доказано с исноJ11,зова11ием рР,>ут,татов работ 

Д. Янга, что Ollepaтop 1 - Т обладает базисом из собственных векторов и е1 ·0 

спектр лежит на некотором отрезке дейстнитеJ1ьной оси [q, 1], q >О. 
Пусть с 1юмощью некоторых /\Оnолнитеm,н1,1х ланных получе11а 01\енка 

снектра Sp(J - Т) Е (m, М) (например , m = q, М = 1). То1 '/\а в качестве 
PN возьмём нормированный в соответствии с первым равенством (5) мноrо
чле11 Чебышева нерного рода, 11риве1\ённый к отрезку [m, М] . Этот м1югочщ~н 

наименее отклоняется от нуля на да11ном отрезке, обеспечивая таким обра:юм 

наилучшее среди многочленов вида (5) IЮ/\а1~;1 ен ие ошибки . Соответствующее 

отклонение равно 

2a-N 
EN=---

1 + a-2N' 
где 

1- Jm/M 
а- = -----,=== 

l+ГmfМ ' 

и уменьшается с ростом N , ноэтому имеет смысл ис1юm,зова·1ъ /\остаточно 
большие итерационные 1\ИКJIЫ. Итераl\ионные 11арамстры йk являются ве

л ичинами , обратными к корням м1ю1·очле11а 11ерехо1\а , вычисляющимся по 

формуле (1). 
Для обсснечения устойчивости это1·0 метода 110 отношению к ошибкам 

округления и получения хорошей общей Оl\енки 1ю1·рсшности псобхолима та

кая нерсстановка чисел ak, чтобы величины 

r[' = шах IП(l -ajt) , 
Щm,М] . 

J=l 
q{" = max 1 ТТ (1 - O:jt)I 

IE/m,Мj .. 
J=t +l 

N N N N VN (qN = 1), а также Li=I q; , Li=J qj r; были 01·раничсны 1юстоя11ными, зави-
сящими тол1,ко от m/M. МетО/ \ нолучения таких 11ерсста11011ок нутём разло

жения м1ю1·uчлс11а нсрсхо;\а в 11роиз11е;1с11ис лроб110-ра11ио11мы1ых фупк11ий , 
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зависящих от триl'О11омстрическо1·0 параметра, в случае N = 2РЗr 11ред;юже11 
в ра(ютах В . И. Лебедева и С .А . Финогенова. Его можно у11ростить, иск;1ючив 

а11а;1из триl'О11ометрических параметров , с помощью следующей доказа11ной 

в /\иссерта1.1,ии леммы . 

ЛЕММА 1. Пусть 1.81<1, то1';\а 

Тзn(х) - .В 
Тзn(8) - .В = a..ЬnCn, 

где 

Tn(x) - Р1 Ь Tn(x) - Р2 Tn(x) - Рз е М + m 
an = Tn ( 9) - Р1 ' n = Tn ( 8) - Р2 ' Cn = Tn ( 8) - Рз' = М - m' 

IP1 ,2 ,зl < 1, Р1 > О, Рз < О, sign(p2) = -sign(,8), Рз < Р2 < р1, 

нричём 

Основываясь на лемме, сформулируем метод упорядочивания итерационных 

параметров в виде носледователыюго разбиения (перед нриве;\ением к отрез

ку [m, М]) многочленов перехода степени п 1 , кратной трём, вида ~::fM~~ на 
множители (многочлены) степени n1/З при р < О в порядке Сn,;з, Ьn1 ;з, аn,/З· 
Если же в разбиваемом мно1·очлене р ~ О, то множители и соответствующие 

им корни будем брать в порядке Ьn 1 ;з, Сn,;з, аn 1 /З· В диссертации приведён так
же алr'Оритм ана;ю1·ичного разбиения мноr'Очле1юв перехода чётной степени. 

Осуществляя 1юследовате;1ыю эти два алгоритма, мы сможем строить устой

чивые 11ереста1ювки параметров длины N = 2РЗr, дающие оптимальный по 

Чебышеву м1ю1'очлен нерехода после промежуточных итера1.1,ий с 1юмерами 

1, 2, 4, 8, .. " 2Р, 3 · 2Р, 9 · 2Р, "" 3r2P. 
Дополнительно в диссертации нредложев и протестирован следующий при

ём улвос11ия длины устойчивой перестановки параметров : если ,Вjk - корень 

многочлена Tn(x), то вара ±{Б:fi корни многочлена T2n(x) . Корень с 
минусом определяет итерацию, м1югочле11 перехода которой меньше едини

цы по модулю на отрезке [m, М]. Поэтому её будем осуществлятп первой в 

соответствующей варе итера1\ий. 

Поскольку 11ервое уравнение из ( 4) после каждой итера1\ии выполняет
ся точно , в качестве критерия остановки итера1\ий возьмём малост1, ошибки 

второ1 ·0 урав1юния, разрешенного относительно Р2 · Соответствующая невязка 

опрс;\слястся нростой формулой, не требующей дополнительно1·0 вычисления 

каких-либо 011сраторо11 
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а для ошибки с11равсю1иво liсравснство 

в некоторой норме 11 · 11- Выбор в качестве индикатора СХОJ\имости нормы 
ошибки (а не невязки) является желательным, т. к. норма невязки может 

уменьшаться в процессе счёта нс только вследствие сходимости , но и из-за из

менения спектра.пьного состава. Определение величины т является сложной 

задачей, она может быть ттриближённо решена опытным путём с помощью на

блюдения скорости сходимости во вспомогательном численном эксперименте 

с решением заданного уравнения (4). 
Для ускорения сходимости блочного чсбышевского метода можно 11риме

нить один из а.п1·оритмов нахож/\ения начального приближения 110 рсзут,та

там 11рсдшсствующих временных шагов. Мы применим "физический" подход , 

ис11ользуя полученную ранее информацию о характере поля давления , нс тре

бующую большого объёма памяти . 

Если записать уравнение Пуассона на новом слое для поправки к давлению 

дбР(t + т) = F(t + т) - F(t) :: Ф(t + т), бР(t + т) :: P(t + т) - P(t), 

с соответствующими краевыми условиями, то нача.пьное приближение для 

итерационного поиска бР(t + т) можно взять равным a(t + т)бР(t), где ко
эффициент определить методом Ритца, используя знакоопрсделёный опера

тор из уравнения для второго блока неизвестных. Дополнительно учтём , что 

схема DUMKA-8, реа.пизующая метод Гилла 4-ого порядка, предполагает ис
пользование нулевых и ненулевых шагов по времени . Определим для каждого 

из этих двух ти110в шагов нача.пьнос приближение по поправке с предыдущего 

шага того же типа . Отметим, что можно также использова1ъ метод наимень

ших квадратов вместо метода Ритца, а в качестве второ1·0 базисного вектора 

взять величину div PU, имеющую смысл "переноса" давления потоком жид
кости . 

Глава 2 посвящена основам методологии вихреразрсшающего моделиро
вания, описанию численной реализации применяемой модели и проведённых 

расчётов . 

Исследуемые методы были протестированы на 1·1римере режима модели, 

ис110ль3ующего турбулентное замыкание Смагоринско1 ·0, для задачи модели

рования течения несжимаемой жидкости в плоском канале с препятствием 

в виде 11рJ1моугольно1·0 11илин;1ра. В главе онисаны способы рюностной а11-

11роксима11ии нелинейных слагаемых в уравнениях Наm,с-Стокса в различных 

формах на октаэJ1ра.111>11ых (смещённых) сетках с 110стоянными ша1·ами 1щоm, 

коор;\инатных 11а11равле11ий , 11рсдложснных н11срныс в работах В.И . Лебедева 
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(1:1 за11а;1ной литературе staggered gl'id). Ос1юшюе внимание мы уде;1им uих
ревой форме (форме ГромР.ки-Л:~мба) . Её 11риме11ение 11аиболее естестuешю 

при ис1ю;11,зовании 11е11тра;1ыюраэ1юстных а11111юксим;щий 110 11ростра11ству в 

силу орто1 ·ощ1лыюсти на лиффсре1щиалыюм уро1:1не вектора скорости и 1:1ск

тора, соста11ле111ю1·0 из нелинейных ч;1е1юв уравнений Нав1,е-Стокса u вихре

вой форме. Кроме то1·0 она 1юз1юш1ет исключит~, часть нелинейных членов 

из проблем замыкания и 1юстроени}1 а1111роксима11ии, перенося их u состав 

обобщён11ого ;1авления Бернулли. На иснользусмых сетках различные ком1ю

ненты скорости 011рсле;1е11ы u различных точках , 11оэтому !\ШI нихреной фор

мы ис1ю;11,эустся а11проксима11ия в 11и1.1ер1·ент1юм виле , такая что скаляр1юе 

11рои :-1нс;1сние нектора скорости на вектор , соответствующий вихревой форме 

нелинейных ч;1е1юв, можно записать (в обозначениях :Ix, , А дш1 011ераторов 
OtXi 

и11тер1юшщии и конечной разности 1щол~, i-oro коор;1и11ат1ю1·0 11а11равления с 

111абло11ом из дuух точек, 110 1ювторяющимся и11;1ексам произ1юлится сумми

роnание) u ви;1е 

U;(Rot-S2)/x' =И; (б1Ujlx;[f;lx; _ lб1Ujlx;Ujlx;)lx" (6) 
01Xj 2 OtXi 

1ле •1ере:-1 S2 обозначены ошибки дискретиэа11ии второ1·0 порядка. В ;1иссер
та~1ии /\оказана лемма, характсри:-1ующая точность вы1юлнс11ия свойства ор

то1·011а;1ыюсти вектору скорости )\ЛЯ исслс;~усмой разностной а11нроксима11ии 

вихревой формы. 

ЛЕММА 2. При )\Остаточно гла;1ком ноле скорости выражение (6) являС'гся 
малой ве;1ичиной 1юря;1ка O(h2 ) в каждой внутренней точке области , 1·дс h -
максимаJ1hный из шагов сетки в;1оль координатных на11равлсний . 

Кроме тш·о для остаточного члена получено явное выражение 

( ix, hт а ( auj ) h] д (дuj) 2 

4 ) И; Rot - S2); = --
8 

И;-д R;j + -И;-д -
8 

+ O(h , 
4 Х; Х; 8 Х; Xj 

1 '/ (е тензор 

R; _ дИ; дИj 
j - дх · - дх· 

J ' 
состоит из ком1юнент ротора скорости. 

Да;1сс u ) \ан ной ~ ·лаве описаны 11ро1 ·рамма DUMKA и рса;1изация вихрераз
рс111ающей мо;\сли н сложной области , включающая вихревую форму нели

нейных ч;1с1юв , блочный •1ебышевский итера1(ио1111ый мсто) \ и вычисление 

у;1учшснноt·о 11<t•1aJ11,1ю1·0 приближения мето;\ом Ритца. Прелложен нария.нт 

за;(а11ия 1 ·1ж11ичных условий )(JШ )\а1те11ин Бернулли. Реа.низонан на языке 

Фортран с рас111ирс11исм MPI общий 11ара;1лелhный интерфейс /\ШI вихрсраз
ре111ающей MQ/\CJIИ и схем DUMKA и Адамса-Бэ111форта (АВ) , 11клю•1ающий 
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ис1юл~,зование многомерных массивов с атрибутами TARGET и POINTER. 
Для онсратора левой части ( 4) 13 усJJовиях данной реаJ1иза11ии мо;1сли дока

зана симметричность и 1юложителhная 011ределё11ность . 

При 11роведении чисJJснных экспериментов , 11оставленных /\ЛЯ 11роверки 

эффективности исследуемых в работе методов, получены сJJедующие основ

ные резулhтаты: 

1) В исследуемой задаче вихрера.>решающего моделирования 11редпочтителh
ными режимами программы DUMKA являются режимы DUMKA-7 и DUMKA-
8, ориентированные на мнимый снектр. Они позволяют получитh решение, 
близкое по статистическим характеристикам к решению , поJJученному с ис

полhзованием схемы АВ . 

2) На стандартном разрешении 288 х 72 х 144 максимальный средний шаг, 

позволяющий устойчиво считать с помощhю схемы DUMKA-8, на 12% пре
восходит аналогичный шаг схемы АВ . На разрешении 96 х 24 х 48 средний 
ша1· схемы DUMKA-7 на 15% больше шага АВ. При искусственном умень
шении членов замыкания Смагоринского в 10 раз схема DUMKA-8 даёт 27% 
преимущество в длине среднего шага по сравнению с АВ. 

3) В периодическом канале без препятствия и без заданной явно диссипации 
сре,л.н ий шаг в схеме DUMKA-7 оказался на 70% больше срсднс~'о шага в схе

ме АВ при одинаковой по модулю ошибке сохранения энергии . 

4) Разработанный метод получения перестановок итерационных нараметров 
nозволяет устойчиво исrюльзоватr, чебышевские многочлены перехода. В рас

чётах применялись мноr'Очлены степени до 648. 
5) Введение улучшен1юr·о началыюго приближения в режиме DUMKA-8 на 
стандартном разрешении позволяет сократить количество итераций для дав

ления 13 статистически установившемся режиме на 24%. В этом случае су
щественным оказаJюсь взятие в качестве базисного вектора в методе Ритца 

поправки к давлению с предыдущего временного шага того же типа (нулевого 

или ненулевого). 

Глава 3 посвящена разработке и тестированию неявных чебышевских опе
раторных фильтров . 

После базовых сведений из теории фильтрации и описания явного че

бышевского фильтра приведена конструкция разработанного в диссертации 

неявно1·0 чсбышевского фильтра. Пусть выбран некоторый оператор L , обла
дающий полной системой собственных функций 1/J; , и собственные значения 
11; которого лежат на отрезке (О, 1] , {) > О, п - норядок фильтра . Определим 

фильтр и --+ uF неявно с 1юмощью уравнения 

(7) 
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1'/\С 
n 

P"(t) = П (1 - /;t), 
i=I 

а L" - n-a}f <.:тс11ень 011сратора L. Тог!\а прсобра:юпанис коэффи11ис11топ в 

разложении фит,труемого э;1емснта 01ш<.:ь11:1ается нерехо;\1юй фу11ю1ией F(t), 
так что 

F(t)---
1
--n - 1 + Jtn / Pn ( t) , 

За;1ан нараметры /; с11е11иа;1ы1ым образом через корни м1ю1·оч;1ена Чебышева 

11Cp1IOl'O рола <.:те11ени п, JIOJJY'IИM 11epCXO/\llYIO фуНКJ\ИЮ, близкую к С/\ИНИ)\е 
на отрезке 11ро11усканин, ;1а;1ее быстро с11адающую в соответствии <.:теоремой 

Маркояа и обJtадающую Ч(,'6ышсвским аJ11>герна11сом величины Т/ на некото

ром отрезке 1ю;1а11;1е11ин ви;\а v Е [(1+2а)- 1 , 1). Выбирая онератор L, можно 
осущсствJt}l'IЪ фильтра11ию 110 различным наборам <.:обственных фуrrю\ий. 

До1ю;1нител1>ные приёмы улучшенин фильтрации м01·у·1· заключать<.:н в сле

дующем. По;1лежан1ий фит,трации элемент и пре11ставим в виде и = v + w 
и 1ю;\вер1· 11ем фильтрации лишь w. Правильный выбор v позволит добиться 

то1·0, чтобы •~асти•шые суммы в разложении w по <.:обственным функциям 
онератора L ;10<.:таточно бы<.:тро стремились к своему 11рсделу, что ослабит 
эффект Гиббса. На11римср, /\Л}I и= (щ, ." ит)т, п = 3 

1 m+ 1- 2k 
Vk=2(u1+um+(u1-um)Y(zk)), Zk= m-l 

15 ( 2 3 1 5) ' " y(z) = S z - 3z + 5z , y(±l) = ±1, у (±1) =у (±1) =О. 

В с;1учае сил1>ной неодноро;1ности массива и его также можно 11ре11варитель

но раздс;1и·1ъ на характерную форм-функцию, например , экспоненциальную 

;1ш1 задач н;1ерной физики. В случае возникновения проблем с 11остановкой 

11со;11юрод11ых 1·ра11ичн 1,1 х условий в (7) за11ишсм ур1t1111е11ие для 1ю11равки 
Ф =и - uF <.: 0;1нородными красными условиями. 

Построенные фильтры реализованы u нрограмме на языке Фортран , вы-

1ю; 111е11 рЯ!\ тестов, в том числе с двумерными данными. Проведено сравнение 

неявных чебышевских фит,тров с фил1,тр1tми Поттера с использованием ре

:-~ультатов Н.А. Са.;1ы1икова и 11оказано, что первые ЯBJI}IJOTCЯ более близкими 

к онтимаJ11,111,1м с точки зрения критерия Балле-Пуссена. 

В заключении кратко сформулированы основные рсзул1,та·1ъ1 ;1исссрта-

11ии . 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

Эксперимента.11ыю и теоретически исследована эффективность устойчи

вых явных разностных схем программы DUMKA с переменными шагами 110 

времени, ориентированных на рас1юложенный вблизи мнимой оси спектр, в 

задаче вихреразрешающего моделирования и в сравнении со схемой Адамса

Бэшфорта. 

Рассмотрен и реа.1шзован новый комбинированный итерационный метод 

получения поправки к обобщённому давлению из уравнения Пуассона, учи

тывающий характер изменения решений на последовательности временных 

шагов схем DUMKA-7, DUMKA-8, а также сочетающий обобш,ённый метод 
Ритца с характерными для задачи базисными функциями и блочный чебы

шевский вариационный метод. Предложена новая модификация ал1·оритма 

вычисления параметров в устойчивом блочном чебышевском бесконечно про

должаемом итерационном методе с длиной цикла N = N(r,p) = 3r2r. 
- Предложена и реализована трёхмерная разностная аппроксимация нели

нейного члена уравнений Навье-Стокса на октаэдральных (смещённых) сет

ках в вихревой форме с заменой классического давления на обобщённое дав

ление Бернулли, имеющая дивергентный вид и ортогональная с точностью 

не ниже O(h2) сеточному вектору скорости. 
Создан и реализован в программе алгоритм неявной чебышевской филь

трации, в том числе многомерной. Проведённое сравнение с фильтрами Пот

тера показало лучшее соответствие построенных чебышевских фильтров кри

терию оптимальности Балле-Пуссена. 
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