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О-775876 
1. Общая характеристика д11ссертации 

Предметом 11сtс1.едовя.ния НRстоящей рRботы являются сасакиевы, косимп.1Рктические 

структуры 11 структуры Кенмоцу, свойства сrруктур при их конформном преобра.-зов11.1ши, 

свойства (,-труктур nо .1у•1енных в р<>зультате конформного пр('Обра-зования -эт11х структур, а 

ТRК.Ж!' конформНЫ!' ННВRрИА.НТЫ вышеуКl\31\ННЫХ t•руктур. 

Актуальность темы : 

Как и-звестно. одни~~ из методов изучения геометрии яв.1яется полевой . Согласно 

этому ыетод.v. геометрия за,цаётся полевой величииой("геометрической структурой") на 

многообразии },f. Первым важuейш11м примером такой геометрии яви.1ась риманова 

геометрия , задма.емм римановой метрикой - полем ска.1ярных произведений в касательнhlХ 

ПроL"rранствах. Г.Вейлем бы.10 получено, что по аналогии с римановой геометрией можно 

рассматривать геометрии, которые зм11.ются другими геометрическими структурRми, п 

ра-звил геомприю прострмства линейноn связности , -задаваемую некоторой ГЕ'Ометри•1еской 

структурой - .1инейноi! связностью. 

Э.Картан определил и исследова.1 ряд новых типов Г(Ч)Метриl!, "Задаваемых ра.-з.1ичнымн 

геометрическими структурами . Он обнаружил , что с каждой из этих геометрий связана 

некоторая группа . д~йствующая в многообра.-зии кореперов . Э . К11.ртRН также рн.-звил общий 

метод изучения таких геометрий , основанный на выборе специадьной неrолономной систе~1ы 

координат - поля кореперов и ра.ссмотрении продо:1жений. Д1ш11ый метод на.-зывают "метод 

nодви31сного репера • . 

Кла.сс геометрий, опреде.~яемых геометрическими структурами , к которым применим 

Мf'ТОД подвижного репера КартRНа, опреде.1нл С. Черн. Подобные геометрические <.-труктуры 

можно охарактеризовать некоторой группой G и описа.ть в терминах гла.вных G-ра.сСJ1оений 

кореперов. Черн на.звал эти геометрические структуры С-структура.ми и рюви.1 их теорию, 

которм является вариантом метода подвижного репера Картана в инвариантном из . .~ожении. 

Саму теорию G-<:труктур можно расс~1н.тривать кв.к синтез группового подхода Клейна 

и полевого подхода Римана. Бо.1ьwинство изучаеыых в дифференциа..1ьной геометрии 

структур(риманову. псевдориманову, (nочти)симп.1ектическую, (почти) комп.1ексную, 

кэлерову, кватернионную, афинную, проективную , флаговую. конформную и т.д. ) можно 

рассматривать как С-структуры. Общие методы. ра."lвитые в теории G-t,-труктур, пmво.1я10'r 

с Рдиных позиций исследовать ра-знообра.-зНЫР геомР"грические структуры. 

Основные геометри•1ескне за,;1ачи, реш~wмые в рамкRХ теории G-сrруктур можно 

сформулировать так : описмие структуры группы автоморфизмов; к.1ассификация 

геометрических структур с максимально!\ группой автоморфизмов; построение полного 

н1>6ора дифференциальных инвRриантов до порядка k, полностью описывающих 
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;u~фференцимьно-rеометричоскую окрl'(.тность порядка k ДАНной <.труктуры ; проблРма 

экв1111А.'!ентности , а именно, нuожденне необходнNых и ДОМ'аточных условий 

эквивА.'lентности rt.'О•tетрических структур, и проблема интеrрируе•tости - на.хождение 

условий эквивмснтности даниоА геометрической структуры стаидв.ртиой плоской <.труктуре: 

пробле•tа мо.;~,у.1еА - onиcNtнe к.1ассов :tквивалеитиых С-структур. 

В насrояще)J исследоll&llии при11ененен )Je'l'OД подаижноrо репера с целью 

ОПРf'Дt'-'lени• yr.:rnвиA нахож,;~.еnия необходимых 11 достаточных условий эквивалентнОМ'\1 

рассматрива.еиых дпффереициально rеометрnческих структур. 

Говоря о предмете исследования диссертационной работы , можно оТNетить, что nученне 

,.:~.иффереициа.льно геометрических структур, их свойств на глв,цком иногообра."Jии являt>тся 

сновноА ЗАДачеЯ диффсренцимьноn геометрии. Поскольку са.ио понятиР дифференцимьно 

геометрической <.труктуры яв.1J1еn:я общим, дать его чёткое, ясное, по:1ное опрсдРление 

достаточно сложно. Однако, •1ожно скаЗАть , что среди дифференциально геометрических 

структур н/\Ибольшее "Jначение иа.~еют <.труктуры, которые определены совокупностью 

теиэорных по.1еа на м11оrообразИJ1 . За.ца.ние такой структуры 11а ~111огообрюии естественно 

влечёт задание некоторой С-структуры на это•t многообра:~ии, что равноси.1ьно зада.пню 

редукции расслоения реперов в некоторой подгруппе структурной группы. 

На нечётномерном риммовом многообрааин особую дифференцимьно-rеометрическую 

структуру, метрической порождают 

дифференцимьные 1-фориы макснмальноrо рА.Нга. TaК&JI структура t>СТКТвенно обобща.ется 

до так нюыва.емоА почти коктакпшой (метрической) структwы. Почти контактные 

(•1етрические) <.труктуры RllJIJIJOТCЯ частны•1 с.1уча.е•1 (•1етрических) /-структур и тесно 

своаны с почти эрмитивыwи структурl\Wи . 

Почти контактные wетрические структуры представляют один из сu1ых со;~.ержа.тельных 

прnа.~еров ;~.ифференциа.'IЬно геоиетрическнх структур. Только в 50-е годn 20 в. начипАеТСЯ 

р&"JВКТИе теории почти КОRТ1UСТНЫХ структур. Почти KOllТllJ('Мfble и почти контактные 

метричесJ..-ие многообразия введены ка.к понятия Дж.Греем . Почти контактные метрические 

структуры ин;~.уцнруются е<.тественным образом на гиперповерхностях почти эрмитовых 

мноrообра."Jий , а также на пространствах r.1авных тороида..1ьных расслоений на,.:~. почти 

эрмитовыми •tноrообразия•1и . 

Контактное ••ноrообра.зие, т.е . многообразие м2n+ 1 , с фиксированной контакmоЯ формой 

Т/ : 11л(dТJ)n '/:О, допускает G-струхтуру со струхтурноА группой И(п) хе . Это обнаружил в 

своих иссле,:~.ова.ниях Чжень. Позже Дж. Грей Т81tИе wноrообразия , допускающие указанную 

С-структуру, нnзвал почти коНТ1UСТными wногообразиямн. Дальнейшее развитие тематики 

прпве.10 к тому, что в 1960 году Ca.caКJI дока"JМ, что мноrообра."Jие, допускающее С-структуру 



со структурной группой И(11) хе, вну'ГJ)Е'ННltм обрА:юм ОПJХ'деляРт тройку Ф,~,11 wнзоров, 

которыр обладают CBOЙCTBAMll '1(0 = 1, Т/ о ф =О, Ф2 = -id + 1/ ~ ~ -

Огромный интерес д.1я исс.1едований предсТ&Ви .1и специа.1ьные классы почти 

контактных метри •1есю1х 11 почт11 контактных многообраэиli. Это и косимплектические. и 

саr:акиевы, и ква."Jнсасакиевы многообразия. Коси~шлектические и сасакиевы структуры 

оредстав.1яют собой некий а.на.1ог келеровых структур в почти эрмитовой геометрии. 

И"Jучением косимп.'lектических и сасакиевых многообрю11n 1а1111мn..1исL Б.1эр , Шоуэрс, 

Гольдберг, Яно . Таюю, С1н:ак11, Морпмото, Исихара, Оrиуэ и пр. Ти.нно клнссифицировал 

еасакиевы пространственные формы и проrтранетва максимальной подвяжности. Исихара и 

Оrиуэ установили геометрический смысл саеи.киевых пространL-гвенных форм. 

Как таковая теория кваэис~u:а.киевых мноrообраэи11 возникла в исслРдованиях Б.прА., 

а СА.МИ их исследоВIU!ия проведены в раfютах С~u:аки, Канемаки , Янамото, Танно. Как 

известно , частным случА.ем кваэисаса.киевых многообра."Jий , обус.'lовленных р1tнrом 1-формы 

Т/ : являютr.н косиъшлектические мноrообра:шя , определяемые условием dТ/ = О (rg '1 = 1 ), 

и сасакиевы ыногообразия , ,:~..1я которых Т/ л (dТ/)" t- О (rg Т/ = 2n + 1). В.пр нашёл 

условия. при которых квюисасакиево м11огообра:1ие яв.1яется проlflведенпем саса.киева 11 

к~1ерови. многообр11."Jий , доказал, что не суще<.-гвует ква."Jисасакиевой структуры чётного 

ранга, а также, 'П'О хара.ктеристическпй вектор ~ является вектором Ки.'lлинга. Пом11мо 

этого Б.1эром же было дока."Jано , 'IТО квазисасакиево многообра."JИР постоянной криви"Jны 

является, с точнос'Тью до rомотетического преобразования структуры, сасакиевым или 

косимплсктическим, в частности, ква.зисасакиево мнu""1(iµазие L'Тporo положительной 

пос"'!'Оянной кривизны яв.1иется многообразием , го~ютетичным сасакиеву. 

Своё обобщение почти контактные <:труктуры вые<.'Те с почти ко~ш.1ексными структурами 

получили в работе Яно , который ввёл понятие /-структуры в 1961 г. В да.'lьнеltшем 

/-структуры изуча.'!нсь Блэром , Го.1Дбергом , Окумурой. Лn.,цепом и рядом других 

исследователей , которые получили ряд интересных рС'iу.1ьтатов , псспо.1иуемых до сих пор 

современными исследователями /-структур. 

Особый интерес исс.1едования представ.1яют конформно-инвариаиn1ые своtk-гва. гладких 

многообора.з11й, изучРНИР которых до сих пор являются актуа.1ьной задачей современной 

дифференциальноli геометрии. 

Исс.1едованием конформных преобра.зований почти контактных МС'Грических L-rруктур 

занимались Чинеlt и Марреро. Под конформным преобра.зованием почти контактной 

метрической структуры Ф, (, fl, g они понимали преобразование вида: 

Ф=Ф; Тi=е"11 ; ~=е-"{ : g=e2"g, 

ГДI' а - дифференцируемая функция на мноrообра:•ии. 
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Чинt>й и M11.ppt>po Нl\WЛИ условия , при которых почти КОНТl\КТНОt' М1'1'J!ИЧ~К()(' 

многообр11."1Ие являf'ТСЯ .1оки.1ьно конформно (почт11) косимп.1t>кn1ческим, 11 доК113АЛи , что 

в таких многообразиях на ли1--тах rолоно11ноrо распредt>ления Т/ = О индrцируется локально 
конфор11ио-келерова структур&. 

Учитывая 1к:ё изложенное выше, •южно чётко сказать, что квазксасакиевы , в частнос-ти, 

косииплектнческие и сасакиевы структуры, играют большую родь в контактной геометрии . 

К тоwу же эти структуры ииеют 11&ЖИЬ1е общие свойств, которые "3АКЛЮЧАЮТСЯ в том, что асе 

эти стрУJМ'УрЫ яа.1яЮТ<'.я норммьныии структура.ми и их струхтур11ый ковектор является 

формой Ки.'1.'!Инга. 

Особым интере<.-ом пользуются исс.1едования многообразий Кениоцу. Впервые, 

структуры, хар&КТt'ризуемые тождеством V'х(Ф)У = (ФХ, У)~ - ТJ(У)ФХ бы.1и введены в 

19il ГOIJ:i CAAIHM Кенмоцу, в честь которого впос.1ед1--твии и бЫJIИ названы. 

Такие 1--труктуры е<:тесrвенным обра.зом возникают в классификации Танно связных 

почти контактных 11етрических 11ногообразий, группа авто1.1орфиз1юв которых иwеет 

максима.1ьную размерность. 

О~им Иl самых за.мечате.'!Ь!{ЫХ и знач11мых свойств структур Ке11моцу является их 

норма.'!ьность п нптегрируемость. Структуры I<енмоцу не JIВЛЯJОТСЯ контмтными, а. "1Начит, 

и сасакиевыми, но в некоторым СNысле им полярны вопреки, на. первый взгляд кажущегося, 

сходства. опредt>.ляющих тождестэ. 

Всякое конформно-плосКОt> многообразие Кенмоцу, а также всякое лою1..'1ьно

симNстрическое многообразие Кениоцу локально эквив&nентно многообразию Кенмоцу 

Т&КОГО типа. 

Как известно, к.1асс многообразий Кен11оцу совпа,:~,ает с классом почти контактных 

метрических структур, по.1уча.емых из косимп.1ектических иногообразий каноническим 

конформным преобря.зованием косимплектической структуры. 

Ес.'!И rоворпть о теmоре кривИlны Вей.1я, исполь.зуемого в 11сследов&ИИях по тематике 

диссертациоиноl! рllботы, то слt>.дует напомнить, что тензор кривизны Вейля назвм в честь 

Германа Вейля. Это тензор, удовлетворяющий всем своlk-твам симметрии тензора Римма 

с дополиите.льным условиf'м , которое заключа.ется в том, что пос'1'))0енный к Тt>нзору &й.'lя 

Тt'кзор Риччи равt>н нулю. Сш тензор Вейля можf'Т имf'Ть нетривиальную форму то.1ько в 

Про<.'ТрlUlствах ра.змерности больше трёх, тогда ка.к в двумерном и трёхмерно~1 простран<7вах 

тензор ВейЛJI тождествеuио равен нулю. 

В компонентах тензор Вейля имеет сле,з,ующий вод: 

И';;tz = Я.;tz + n~2 {r;.t9;1 + rj/g;,t - rцg;k - r;k9ц) + (n-IHn-2j{9ц9;k - 9;k9;1} , 

где i , j , k, l = 1, ". , 2n+ 1, Rt;lcl - компоненты тензора Рима.на.-l{ристоффеля, r;1 · компоненты 
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тензора. Ри•р1и . 

ТРнзор Вейля обл11Дает wм свойством , • 1то оста.ётся инвариантным при конформных 

преобр11Зова.ниях метрикн . Зная зто свойство и значения компонt>нт тензора Вей.1я , можно 

изучать конформную геометрию пространств и их свойства. 

Цель диссертационной работы: 

Изучение геометрии основных кдассов почти контактных метрических структур, 

а именно сасакиевых, косимп.'1екn1ческих структур и структур Кенмоl~;\' на r.1адком 

мноrообр&зии . 

Основные задачи: 

1. Вывести <lюрму.1ы прt'Обра:юванных структурных тен"Юров почти контак1·ноrо 

МЕ'ТРИЧР<:Коrо мноrооб~зия при конформном преобрRЗОв11.1111и структуры r определяющ!'А 

r,1цкоА функцией <7 ; 

2. Найти ус.1овия инвариантности етруктурных тензоров почти контя.ктноrо 

метрического многообра.зия при конформном преобразовании структуры с определяющей 

г.1а.;r.кой функцией О': 

3. На основе по.'Iученных формул преобра"Jованпя структурных теmоров почти 

контактной метрической структуры ,1,.1Я сасакиевых, косимплектических структур и 

структур Кенмоцу опреде.1ить, в ка.кие структуры и при каких условпях рассматриваемые 

структуры перейдут при конформном прt'обр11ЗОВ11.НИИ структуры с 011реде.1яющРй г.1адкой 

функциt'А <7; 

4. Вычислить. когда при конфnрмн(щ 11р<>Оl)ра."Jомнии 1.o!\("!\IOl('81'IX, к0<·имn .1ектическнх 

структур и структур Кенмоцу сохраняется условие их нормальноеrи. Оnреде.1ить сами 

условия нормальности рассматриваемых структур, ес.1и таковые И)tеют место быть; 

5. Вычнс.1ить компоненты тензора. Вейля д.1я саса.киевых, косищшектических структур 

и структур Кеимоцу; 

6. Исследова.ть геометрический смысл обращения в ну.1ь элеме11тов спектра тензора 

Вейля ;tля с11.Сакиевых , косимп;1ектических структур и структур Кенмоцу; 

7. Найти условия , при которых сl\Сакиева , коси~шлектическа.я структура и структура 

КРнмоцу яв.1яются эйнштейновыми. 

Методика исследованих: 

В работе исnо.1ьзуСТ('Я аппарат к.~ассическоrо тензорного анали:1а , мето.з. инвариантного 

исчисления Кошул.я, а также метод подвижного penepn и внешних форм Ка.рта.на в 

их современной трактовке - метод присоединённых С-структур, теория конформных 

преобра.1ований структур, аппарат векторных nолей и внешних форм. методы 

восстnнов.1ения тождеств, кла.сс11ческис методы теории глидких "ногообра.1ий, теории 
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почти КОllТ&КТНЫХ Мt'ТрИ'lt'СКИХ <:rруктур. 

Научна. новизна: 

1. НаАден захон преобразования <.-rруктурных тензоров почти контактной метрической 

<.-rруктуры при её конфор•1ном преобра:ювании; 

2. Найдены у<:ЛОВИJI инвариантности структурных тензоров при конфора1ном 

преобразовании почти контактной метрической структуры; 

3. О~елено конформное преобразование, перево;~.ящее косимnлеlСТИ'lескую структуру 

в структуру Кенмоцу, и обратное преобразование, переводящее структуру Кенмоцу в 

косимплектическую структуру; 

4. Найдено условие нормальнос-rи конформно преобра.зов11.нной структуры 

КОСИМПЛt'КТИЧеского типа; 

5. Вычислены все компонt>нты тензора Вейля д.'IЯ многообразий Сасаки, 

косиаюлектического многообразий и многообразия Кенмоцу; 

б. Найдены условИJ1 обращения в нуль элементов спектра тензора 8eA.1J1 ,:~..ля 

многообра.зия Сасакн, косимплектическоrо многообразия и а1ногообразия Кенмоц.v; 

7. По.'l)'Чены то~ества, эквивалентные обращению в ну.1ь мементов спектра тензора 

Вейля Д.'IЯ мпогообра.зия Сасаки, косимплектического многообразпя и многообразия 

Кенмоцу; 

8. Получены условия для теll'Юра Вей.1я конформной кривизы, при которых 

мноrообра.зия Сасаки, ко<:имп.1ектические многообразия и многообразия Кею.юцу яв:uпотся 

эАнштеАновы, '7-Эйнштейновыми. 

Практическое эnачеике: 

РR.бота носит теоретический характер. По.'lученные результаты •юrут быть испо.1ьзованы 

при да.1ьнейших рабоТ&Х по изучению почти контактных а1етрических структур, в частности 

сасакиевых, косямплектических многообразий я многообра.зий Кенмоцу. Кроме того они 

могут найти своё применение в качестве матери1L11а Д.1J1 спецкурсов по бтnкой тематике 

в высших учебных эаве,:~,ениях. 

Апробация работы: 

Основные рrоу.1ьтаты .з.и<.-сертации докладывались и обсуждались на 'З&Седании 

объединённого Сеа1инара кв.федРы геометрии, семинаре кафе;u~ы геометрии t>.Iосковского 

педагоrкческого государсrвенного университета. (руководите..1ь доктор физико

матеwатических Н&}"Х, профессор Кириченко В.Ф.); на М~наро,:~,вой ковференции 

"Геометрия в Астраха.ни-2007" , Международной конференции "Геометрия в Астра.хани-

2008"в АГУ r. Астрахань в 2007 и 2008 rr. соответственно, на научном семинаре ка.фе;u~ы 

геометрии под руководством доктора физ.-ма.т. паук, профессора В.В. Шурыгина в 
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К&uнском rосударст!И'нном уннl!Е'рс11Тt'1't' . 

Публикации: 

Осиови~ содержание ,'1,111;сертаци11 изложено в б публюищнях(З-х тезисов и 3-х ст11:rей) , 

которые приведены в конце автореферата. 

Структура и объём диссертации: 

Диссерта.цИJ1 состоит из введения, трёх глав, состоящих из 9 пара.графов, захдюченИJ1 

и списка литературы, нспо.1ьювапной в ходе работы над диссертацией, список публиющий 

автора. по теме днссертв.ции . Список л11тературы содержит 39 наименований. Основное 

содержание диссертации изложено на i2 страницах. 

11. Краткое содержание основного текста диссертации 

Во ввеdенuu обосновываете.я aктyiuthHl\М'h 'l'f'Uhl , np<>,•,t:'!'aAЛlll"l'('ll И~:'Т'ОJ.'ИЧОСКМй обзор 

по рювитию тематики . формулируются основные це.1и и 'JА,Цач11 диссертационного 

исследования , И3Л11.гаются основные резульТ11.ты , по.•1Jчениые в работе. 

Г.111.ва 1. Основпьrе понятия и опреде!!ения. 

Г.11\1111. §1 носит рефfоративный xap11.kТf'p. В ней даhся определРН11е контактной и по•1ти 

КОНТll.КТНОЙ (~11'ТрИЧЕ'СКОА) структуры , опредl'Лl'ННИ СООТВМ'СТВУЮЩИХ им мноrообрll..'JИА; 

рассмотрt>на пара ВЭАНМНОДОПОЛННТСЛЬНЫХ фундаментальных ра.спред('.1('НИЙ .!: и !Dt; 

<.-троится ада.птнрованный структуре репер(А-репер) ; вводится понятие присоединённоА 

С-структуры; оредст&11JU1ютсх wатр1ЩЫ структурного оператора и wетрическоrо теизора. в 

А-репере: 

(Фj) = (~ ;,/" ~ ) ' (g,,) = (~ ~ :) , 
о о -н1" о т" о 

где /" - еднничнм матрица ПОрядкА п. 

В §2 приводится первм группа структурных уравнений римановой связности на 

про<.-трll..Н(,-ТВе присоедннённой С-<.-труктуры: 

1) dJ.u• = -ur л .,,ь + в.ьс...г л ~.1ь +в•""' л "'с+ в•Ь"' л .,,ь + в.ь"' л""' 
2) di.и0 = ~ л "1Ь + в.,,с...,с л ...,ь + воЬс"'ь л ..,с+ в.ь"' л t.1ь + BoJ1.J л.,} 

3) dJ.u = Cr.cu} Л "'с + с.ь...,,, Л t.lc + C:r..1< Л "1Ь + Cьt.J Л "'ь + С'~и Л ~иь, 
ГД(' r..1=..,о=1Г•(71) : 11' - естественная проекция пространства присоединённоll С-структуры 

на. многообрl\Зие М, при этом 

в.ьс = -~АФ!,с; в•= !RФ~.ct : В"ь = ..Г-ТФ0,ь ; в.,,с = ~..Г-ТФt.~; 
В.ьс = -~.;=IФfь.et; в.ь = -.;=IФ~,ь ; в.ь = Н(Ф~.~ - ~Ф~.0) : В.ь = -Н(Ф~.ь - ~Ф:.0); 

с.ь = АФf •. ь~; С..ь = -НФf • .ь1 ; с:= -А(Ф~.ь + Фg,.i) : с•= -АФ2,о ; 

С.=НФ~.о· 

9 



ВооД!{тся ОПJ>f'де.1ения фундаментальноА формы и конформного ПJ>f'обра:юв1uшя почти 

контактноА метриче<"коА структуры. 

Г.1авR 2. Структурные тензоры АС-структуры и их преобраэование при коифорАшом 

nреобразОВl\НИИ структуры . 

В § 1 рассматривиются сеwей<:тва функций на пространстве присоединёниой G-структ.vры , 

с.1уж8.ЩllХ коАшоиентами шести основных теНЗОjЮВ почти контак11101! метрической 

структуры , нn.'3ванных структурными теmора.мп. Получены формулы , по которым 

nреобра.'3уются <.труктурные теН"Юры при конформном преобра'3ованн11 почти конТRктноА 

м!'Тричккой структуры с определяющей гладкой функцией и: 

r :: :: :; : ;: ; · :;- ~{(Ф'У, Х )Ф'{ и') - {ФУ, Х)Ф{ и') - da{ Ф' Х){ Ф'УJ - da{ Ф Х){ ФУ)) 

D(X) = e"D(X) 

Ё(Х) = е"(Е(Х) + dи(~)(Ф2 Х)) 

F(X) ~ е" F(X) 

ё = e2"(G - Ф2 (11 1 )) . 

В §2 пока.'31\НО, что <.-rруктурный тензор С яв.1яется R.бсолютными инваримтом при 

конфор~щом преобраэови.нии почп1 контахт1юА метрической структуры с определяющей 

г.1а,:~.кой функцией и. а тензоры D , F - относительньи.1и инвариантами . Найдены 

условия инвариантности остальных структурных тенэоров. Введены понятия норма.1ьной, 

сасакневой, почти косимплектнческоll , косимплектическоll, ква'3нсаса.киево11 структур и 

еrруктур Кенмоцу, а также опре;~е-1сние соответствующих им мноrообра.'3НЙ. Преставлепы 

основные примеры вышеукаэанных структур. Докаэана 

Теорема 1. Теюор В - R6со.1ютиыli инвариант при конформном преобраэовании АС

структуры тогда и 1'0.1ько тогда, когда ul Е !m. 

Следсmбие. Пусть М - АС-многообраэие размерности свыше 3. Тогда с.1едующие 

условия равносильны: 

1) В - абсо.1ютный инвариант конформного преобразов&ния АС-структ:уры с 

()Преде.'1Яющей функцией и; 

2) С - относиТ('_1ьныА иварнRнт конформного преобра..'Ювания АС-структуры с 

опреде.'!яющеli функциеll и; 

3) и1 Е !m. 

Теорема 2 . АС-<.-rруктурl\ косимп.1ектическоrо тип" яв.1иется косииплекти•1еской тогдl\ 

11 только тогда. когда при каноническом конфорыноы преобра..'Ювании она переходит в 

структуру Кеимоц_v. 
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Теорема З. АС-структура коснмПЛl"КТНЧl'Скоrо типа является стр)'КтуроА Кl"ниоцу 

тогда н то.1ько тогда, когда при преобрl\30ВIUIИИ, обратном каноническому конформному 

преобразованию, она переходит в косим1L1ектическую <.труктуру. 

Теорема 4. Структура Кенмоцу имеет с.1ед}'ЮЩИй набор структурных тен:юров: 

B=C=D=F=G=O; Е=-Ф2 . 

Теорема Б. АС-структура. косимnлектического типа при конфорt.10011 преобраJОВаНнн 

переходят в АС-структуру косямп.1ект11ческоrо типа тогда н только тогда, когда о' е !m, где 

и - определяющая функция конфорwноrо преобр&ювання . 

Смоствие. АС-структура косимплектического типа при К1U1оническом конфорwном 

преобраэоВ&Нии переходит в АС-структуру косиwп.1ектического типа. 

в §3 ра.ссИОтрЕ'НЫ вопросы сохрl\Н('/fИЯ условия норм11..1ьности рRССматрИВl\Е'МЫХ в 

диссертационном исс.1едов1UtИи АС-структур при конформном преобразовlUIИИ. 

Теорема 6. Нор~1а.льная АС-<.труктура при конфор~1но•1 преобра.зовв.нии переходит в 

иор~1мьиую АС-структуру тогда и только тогда, ког,:1.11. и• Е !171, где о - опреде.'!Jlющая 

функция конФор~~ного преобра'ЗОвания. 

Смоствие 1. Нормальная АС-структура косm.шлектического типа при каноническом 

конформном преобра.'ЗОвании переходит в норма.1ьную АС-структуру косимплектического 

типа. О 

Следствие 1?. Структура. Кенwоцу яв.1яется норимьноА АС-структурой 

КОСИМПЛРктического типа. 

Следствие З. Пусть f - конформное преобразование АС-структуры S. первый 

структурный тензор которой 11в.111етси Rбсолютным инвариа.нтом преобра.10ванн11 / . Тогда, 

если S - <.труктура косимп.1ектического типа (г.оотllе'n.твенно, норммьиая структура), 

то её образ S - АС-структура КОСИN0.1ектнческого типа(соответствеино, нормальная АС

структура). 

Следствие 4. Пусть f - конформное преобризова.ние АС-структуры S , шестой 

структурный тензор которой яв.1яетси отпосиТР.1ьным инварна.нтои преобразовании/. Тогда, 

если S -- структура. косимп.1ектического типа (соотвеn.твенно, нориа.1ьна.и структура), 

то её обр113 S - АС-структура кос11мп.1ектнчРСкого типа(соответстВРнно, норма.льна.и АС

<.труктура) . 

Смдствuе 5. Структура, по,ч·ченка.и нетривиальны•• коиформны11 преобраэова.нием 

коскиплекТ11ческоА структуры S иалиется норм&11ьноА струх-rурой S тогда и только тогда, 

когда. 3/ е С00 (М) : Vх(Ф)У = /{(ФХ, У) - '7(У)ФХ). 

Предложение. Структура, по.'l)'Ченная нетривиальпым конформпыы преобразованием 

САСакиевоА структуры , не может быть пормадьноА АС-<.труктурой. 
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Г.1ава 3. Тt>нзор Вt>йля д.1я основных типов многообраlий 

в §1 BBPДPllO ОПре;!.РЛРНИI' ТРНЗОра Вейля и задана формула для ВЫ'IИСЛРНllЯ РГО 

компонент: 

И.";jkl = Н..jtl + 2n
1
_1 (тik9jl + Tj/91k - T;/9jk - Tjt9il) + 2п(2:-l)(g;19jt - 9it!]jf) . 

где r;1 - ко•шонеиты тен"Jnр Ри•1чи на простраuетве приеоединёииоn G-<-груктуры . 

ИЗ!юже11ы основные свойства те11зора. Ве1!.1я. 

В §2 подсчитаны 1начения компонент тel!lopa Римо.нn-h:рпстоффеля, тel!lop:t Риччи 11 

кnмпоне11ты тcl!lopa Веn.1я н11. пространстве присоедииёmюй С-структуры д.1я ~щ:акиева 

миurообра.1ня : 

R°Ьcd = R"ш = R:co = R"oco = О ; R"l>ёd = А: - 2.s:.s~ - .s~.sg: R"ш = R"ш = R"Ьсо = R"iюi = О: 
R~ = -26~6~ : ~ = ~ci = ~at = R0«i =О: тсо = -6: 
т.ь =О, Т,;ь =А~ - 2.s:, Т.о =О, тоо = 211 

W -L-A•h ~&·· и-· - 4•а + 2t5°6d + 1 ( 4о1>15а + A<ihд•) + 1"
2-IOn-•'<\"6d. d~ = 2n-1 ch - 2n(2n-I) с· ОЬссi - -. Ьс Ь с 2n=i: • ch Ь Ьh с 2n(2n-1) с Ь· 

И '. = 4n>+6n+><(JЬo• - 6"6ь) + -'-(Ам.sь + АЬk&• - Ааtоь - АЬmй•)· IV =О· 
dЬcd 2n(2n-1) с d с d 2n-I ch d dk с dl с cm d ' .ООО ' 

lt'..ьoo =О : Н"..о<О =О: \Va/)d) =О: waЬcd =О; И'аьоо =О: и:cii.co =О; И'шо =О: \{~ = о . 

Предло:нсенuе: Пусть М - многообра1ие Са.сnкп. Тогда сле.зующпе утверждения 

эквива.1ентны: 

1) М - мноrообра1ие Эйнштейна; 

2) М - многообразие Эйиштеl!на с космологичt>екой константой Е: = 2n: 

3) А:,!: = 2(п + 1).S:. 

Теорема 7. Пу<:ть J\f - мнnгnоfiра1иР Сасаки. Тогда с.~едующие утверждения 

эквива.1ентны: 

1) WaodJ =О; 2) W(X,()( =О, ХЕ Х(М): 3) r = a:g+fЗf'/®1/, где а:= f,;-1 , {З = 2n-a. 

Теорема 8. Пусть М - многообразие Сасаки. Тогда след,)'Ющие утверждения 

экв11ва.1ентны : 

1) Wai.cd =О; 2) (W(Ф2 Х , Ф2У)ФZ, ФН) == (W(ФХ, ФУ)ФZ. ФН) . Х, У, Z, НЕ Х(М) : 

3) М - многообр1t.зие Эйнштейна; 

4) М - мноrообр1t.зне Эй11шТРй11а с космuлогичt>екой константой Е: = 2n. О 

Теорема 9. Пусть Л1 - многообрюне Сасаки. Тогда слР,.'IJ 'ЮЩИе утверждРния 

зквива..1еt1тны: 

1) и:аьссi = О; 2) (W(ФZ, ФН)Ф)', ФХ) = (IV(ФZ, Ф2 Н)ФУ, Ф2 Х) ' Х, У, Z, 11 Е Х(М} ; 

3) М - многообразие Эйнштейна; 

4) М - многообразие Эйнштейна с космолоr11ческой константой о = 2n. 

В §~ подсчитаны компоненты тензора Вейля на пространстве присоедпнённоl! G

структуры .:t:1я кnсимплектического мпогообра:эия: 
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wi(kj) = 2n:l(A::-f;o:): Wы.w = 2":1(A:o:+A~M:-A:iJ:o:-A~6:i)+2"r'-1)(646~-6:c1:); 

W61d =А:+ 2": 1 (A~f:6: + л::о~) - 2n(2:_1)c!~6t: И'.ооо =О: IV..ьoo =О: Wo0c0 =О: 

W""'° =О: Wo6cd =О; Wаьоо =О: Wbldi =О; Wшо =О; WМoil =О. 

Предлозкение: Пусть М - коснwnлектическое ~1ноrообра.зие . Тогда с.1еду10щие 

утверждения :tК11Н11А.1ентиы: 

1) М - )IНОгообраэие Эйнштейна. с кос~1олоrнческой конста.нтой с = О; 

2) М - риччп-плоско; 3) А~ = О . 

Теорема 10. Пусть Лf - косимп.1ектическое wногообра1ие. Тогда. r.ле~щие 

утверждения эквив11..1ентны : 

1) W00<0 =О: 2) W(X,{){ =О , ХЕ ~{М); 

3) т = 09 + {3fJ(i!)fJ , где о=~. {3 =-о. 

Теорема 11. Пусть М - косиNп.1ектическое многообразие. Тогда следующие 

утверждения эквива.1ентны : 

1) И'akd =О; 2) (W(Ф2 Х, Ф2У)ФZ, ФН} = (И1(ФХ, ФУ)ФZ, ФН) , Х, У, Z, НЕ Х(М) : 

3) М - многообразие Эйнштейна; 

4) М - иногообрааие Эйнштейна с космологической константой с = О. 

Теорема 12. Пусть Лf - коснмпJiектическое многообразие . Тогда сле~щие 

утверждения эквива.1ентны : 

1) WiЬ<ci =О; 2) (W(ФZ,ФН)ФУ,ФХ) = (W(ФZ,Ф2Н)ФУ, Ф2Х), Х, Y,Z,H Е Х(М) ; 

3) М - мноrообрАЗне Эйнштейна; 4) 1\1 - п.1оско; 5) А:= О. 

В §4 подсчитаны значения компонент тензора Риччи и компоненты тенэор& ВеА.1я на 

прос'Трl\Нстве присоедииённой G-<."Труктуры для wноrообразия Кенмоцу: 

таь = -2no:- л:,т..ь = О, т.ь = О,т00 = -2n. 

Следствие. Пусть М - Llноrообразие Кеныоцу. Мноrообразие М ямяеrся wноrообразнем 

ЭйнnrrеАна с космо.'юrическоА констаятой с , равной -2n, тогда и только тог.:r,а, когда л:: = О. 

wi(kj) = 2~r;:::.ъо: + 2n
1
-l ; wiial = 2~~&~~)~"6~ + 2n:l(r~o: + г:о~ - r;j6~ - ~64) ; 

W .iьcci = А:; 11' а000 = О; W ..ьоо = О; W о0с0 = О; W aki) = О; IV о6а1 = О; W аьоо = О ; 

Wi&:o =О; Wшо =О: WOЬal =О 

Теорема 13. Пусть М - мноrообр&зне Кенмоцу. Тогда с.1едующие утверждения 

эк11и11R.1ентны : 

1) М - иноrообраэие Эйнштейна; 

2) М - )fноrообразие Эйнштейна. с космолоГИ'lеской ковстаятой Е: = -2n; 3) А~ =О. 

Теорема 14. Пусть М - мноrообразие Кенмоцу. Tor,.:i.a с.1еД)·юuще утверждения 

ЭКВИВВ.'Iентны : 

1) W~ =О; 2) W(X,{){ =О, Хе .Х(М): 3) т = 0t9+fJ11@11, где о"' fn+l , /3 = -2n-0t. 
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Теорема 15. Пусть М - многообра.зие КЕ>пмоцу. Тоrда <:.1!'Д)'ЮЩИ!' утв!'ржд!'НИя 

экн11ввлентны: 

1) Wai.:d =О: 2) (W(Ф2 Х, Ф2У)ФZ, ФН) = (W(ФХ, ФУ)ФZ. ФН) , Х, У, Z. НЕ Х(М): 

3) М - многообразие Эllиштеl!на; 

4) lvl - мноrообрnзие Эilнштейна с КО<"МОлоги•Jе<:коll константоll.: = -2п: 

Теорема 16. Пусть М - многообразие Кенмоцу. Тогда с.1ещ·ющие утверждения 

эквивалентны: 

1) w·iil>cd = U; 2) (И-'(ФZ,ФН)Ф}'',ФХ) = (\V(ФZ, Ф2Н)ФУ, Ф2Х), X,YZ,H Е Х(Лf): 

3} М · многообразие Эйнштейна; 

4} М многообра:те ЭllнШТt>ЙНА. с 1<осмо1югичl"Скоll констанrоll < = -2r1: 5) А~ = О . 

После г.1аны 3 пред('Тавлсн список использованноn .1итературы. 
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