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О · 180034 
Актуальность темы 

Поиск ел.иной , всеобъемлющей и нс11рот11ворсчивой теории щ;ех фундамен

та.!!ЬНЬLХ взаимодействий , объединение их на основе единого общего принципа 

занимает одно ю цснтря.льных мест в современной теоретической физике. Но

вые возможности Ш\ этом пути r1шшилшъ 1юсле открытия суперсимметрии. 

На основе общих сооGраж~:ний было пока:1а110 , что симметрии r.пециа.т,ной 

теории относительности, формулирующиесн н терминах группы Пуанкаре , 

естественным оfiрюом расширяются до суперсимметрии . 

Былп установлf'но, 'ITO суперсимм<'Тричные rеории поля облн.цают более 

мягким ультрафиолетовым поведением. В ряде случаев расходимости от бо

:зонных полей в эффективном действии 1юшюс.тью сокращаются с расходя

щимися нкла,л;ами от фермионных полей . Следующим шагом в развитии су

персимметрии стала теория супсргравитации. 

В настоящее время распрострю1сн::t точка зрения, что суперсимметрич

ные теории являются 11иэкоэнер1'ети•iесrшми нриближениями более фунда

менталыюй теории - теории суперструн, которая р~~ссматривается как наи

более вl'роятный кандидат на роль единой теории всех фундаментальных 

взаимодействий. Совр<.:менная теория супr.рструн содержит в сеоо большин

ство uажнейшнх фунд~tме11талы1ых 11ршщи11ов и идей квюrговой теории по

ли: квантовую гравит;щию, калиGро1юч11ую инвариа11т1юстh, многомерность 

пространства-времени, от<.:угствие анома.!lий. 

В современной теоретической и математической физике пристаJ1ьное вни

ман11е уде,1иетси 11сслс11ованию супсрс11мметр11•1ных ра.сширений точно реша

емых и интегрируемых систем, имеющих широкое применение, в том числе 

и в теории супер<.:'rрун . Наиболее важным примером таких систем ~шляются 

мuдели ти11а Ка...1оджеро. Это uбусJ1011ле1ю тем , что данные модели обла,л;ают 

конформной инвариантностью. Интерес к конформно инвариантным теори

ям обусловлен юучением различных аспектов АДС/КТП дуальности . Кро

ме того, такие модели имеют отношеuие к фи:шке черных дыр. В этой связи 

стоит uтметить прсдпuлuжсние о том , что шкколъку область пространства.-
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времени вблизи горизонта событий ряда ::1кстрема.11ьных черных дыр имеет 

конформную группу изпметрий so(l,2) , то изучение конформной механики 

может дать некоторую информацию п ква.нтовых свойr:тва...-..; черных дыр. В 

частности, в литературе активно обсуждается 1·ипотезн. Гиббuнса и Таунсен

да, согласно КО'горой N =4 суперконформrюе расширение одномерной модели 

Калоджеро в пределе большого числа частиц может дать микроскопическое 

описание экстремальной черной дыры Райсснсра-Нордr:трема вfiли-~и гори

зонта событий . 

Таким образом, построение N =4 суперконформного расширения МО/\ели 

Калоджеро и других одномерных конформных квантшю-механических моде

лей является актуальной задачей, имеющей приложения в различных обла

стях теоретической физики. 

Цель работы 

Целью работы является разработка систематичеL·к01·0 метода поетроения 

N =4 суперконформных расширений одномерных конформных квантuво-мсха

ни•rеских систем; их классификация на основе теоретико-группового подхода; 

исследование геометрической структуры, лежащей в основе N =4 суперкон

формной механики общего вида. 

Научная новизна 

Вш~рвые предложен метод построения N =4 суперконформных квантово-

механических систем, оснш~аrшый на нелока.лыюй рсализа!\ИИ супсра.•1гсбры 

su(l, 112). Построены новые N =4 супсрконформныс модели многих част1щ, 

ассоциированные с корневыми системами простых алгебр Ли. Впервые по

строено N =4 суперконформнос расширение трсхчастичной модели Калод

жеро . Найдены новые решешш урн.втшин 811 ·1·rена-Дн.йкграаф;~-Вер:IИ11/ \~ 

Верлинде. Разработан новый суперполсвой 110;\ход к построению N =4 сунер

конформных систем многих частиц в одном измерении. 



Научная и практическая ценность работы 

РсзулhТ<.L1ъ1 ,' \Иl:l:<.:рт:.щии прсд<:танлнют интерес в контексте развития тсu

рии пнтеrриµусмых систем и супсрсиммстричной квантовой механики. На 

примf'рr трехчасти•шой модели Кfl.rюджсро покюана эффективность предло

женrюr1> метода построении N = 4 суперконформных расширений 0;1номер-

ных к~тrтоно-мехаrш•rеских систем. 

Поскольку с кажлой N = 4 супсрконформной системой ассоциировано 

ш·когщ.юе решение уравнения Впттс11а-Д<1.йкграафа-Верли11де-Верлинде , го 

обнаружиrзаютrя геометрическая 11 алrсбр;шчсская структуры, лсж<1.щие rз 

основtе N = 4 сунеркопформной мtеха.11ики. Это дает во·~можrюс1ъ более си

стемати•1еского и·~уч1~11ин данных систем , а также пред1rап1.ет естеетвенный 

мето;1 1юстроснин новых моделей, ассо1\ииронанных с системами корневых 

rзекторов простых мгсбр Ли и их обобщениями. 

Стщующсе важное приложение полу•1с1шьLх результатов имеет место в 

коrпексте общей тt:>ории d = 1, N = 4 супt:>рсимметрии. Одномерные су11ер

мульти11леты доста.тu•11ю xupouю изучены , проне;\ена их полнан кла.сl:ифика

ция. Ол,нако нс сущсстнует унивсрса.1rьно1'0 мсто,'\а описанин нзаимодсйствия 

между ними. Одномерные супсрконформныс системы прсдпаrают новые во:з

можrюсти д.ilя и:зу•rения общ!'й структуры кзаимодеnстrзия d = 1, N = 4 

су1rерму.11 1,ти11летu11. 

Суr1t'рко11форм111>1е мехатнш можнu также рассматривать как одномер

ные конфоµмныс теории поля. Поэтому результаты данной диссертацион

ной работы актуа.ньны также в контексте 11зу•1сю1я АДС/КТП-соотнстствия . 

Прсдетаrзляст интсрсr 11острое11ис новых ощюмс1шьLх конформных меха.ник и 

1юстрщтие дуа.11ы1ых им теорий н i\нумерном простра11стве анти де Ситтера. 

Кроме TOI'o , сле;1ует отметить возможное приложение rюлученных резуль

татов в физике черных дыр. В •1астности , ожидается, что N = 4 супер

конформнос расшиµснис одномерной модели Калоджеµо в пределе большого 

числа частиц :vюжет дать микрuскоrш•1еское описание экстремальной черной 

;1ыры Райсl:нсра-Нор;~стрсмu нGлизи гори :ю11т<~ l:обытий. 

5 



Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Предложен новый метод построения N = 4 суперконформных квантово

механических систем, основанный нн. 11елока.J1ьной реали:шции супералгеб-

ры su(l, 112) . 

2. ПостроРн новый класс одномерных /1/ = 4 суперконформпых квантово

механических моделей многих •~астиц, ассоциированных с кор1ювыми си

етемами проt:тых алгебр Ли. 

3. Найден новый класс решений уравнения Виттена-Дайю·раафа-Верлинде

Верлинде, ассоциированных с приводимыми системами корш~вых векторов 

и включающих радиальные слагаемые. 

4. Построено N = 4 суперконформное расширение трехчастичной модели 

Ка.Jюджеро. 

5. Построена универсальная суперполевая формулировка для N =4 супер

конформной механики многих частиц в одномерном пространстве. 

Апробация диссертации и публикации 

Результаты диссерт~щии докла,цьшались на мсждународ~rых конференциях: 

• III МеждУнародиа.я конференция студентов и молодых ученых "Перспек

тивы развития фундаментальных наук", 2006 г" Томск; 

• IV Международная конференция студентvв и молодых ученых "Перспек

тивы развития фундаментальных наук", 2007 г., Томск; 

• XVIII Международная летняя школа-семинар "Rcceпt рrоЫешs iп Physics", 

2006 г" Казань ; 
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• XIX Межл,унарu;\ю:J.я .• 1стню1 ш1ю:ш.-ссминар "Rcccпt pruhleшs iн Physics", 

2007 г., Ка-~аш,; 

• \ !II Меж;~у11щю;\11м1 ко11ферt>1щия "Supersyшmetries and Q11ant11ш Sym-

111ct1ics (SЧS '07)", 2007 1·., Дубна; 

• \'111 \lеж;1,ународшtя конференция "Sнpersymrnet. rie..~ anrl Q11ant11m Syш

шet. ri e.~ (SQS 'O!J)", 2009 1·., Дубна ; 

• X\:Ill Междунарuдшы конференция "lпt.egrahle Systems and Q11ant.11m нyш

шeti-ies (ISQS-18)", 2009 г. , Прн.щ Чехия; 

а таюкс на нау•шьLх семинарах кафедры Высшей математики и ма:rсмати

•1еr.кой фи:~ики Томского 1юл1·1-ех11и•1еско1 ·u университета, кафР.др ТРоретиче

rкий фи щк11 и Кт~.нто1юй Тf'ории 1юля Томск01·0 госуJ \<1.рстненно1·u у11иверси

тста. 

По теме ;шссl'ртн.ции 011убликованu J статей в отечественной и зарубежной 

Ш''litTИ . 

Структура и объем диссертации 

Диr.r-ерпщ11я состоит 11: 11шРде11ия, трt>х глав, :1аклю•1t>11ия и спиr.ка цитируе

мой литературы, содержащ<>го 125 библиографических сr.ылок. Общий объР.м 

;\11с1;1 •рт1щии составляет 107 страниц. Работа содержит 2 рисунка и 3 таблицы . 

Краткое содержание работы 

Во введении uбuснована акту<Lпьнос·1ъ темы дис<.:ертации, прuве)\€11 крат

кий обзор литературы и установлена связь результатов, представленных в 

диссертации , е рюу.•1ьт<"1тамн , 1юлу•1е1111ыми ра.нее другими авторнми. Дано 
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описание структуры диссеrтационной ра(юты и сформулированы оснонные 

задачи, решаемые в ней. 

В первой главе диссертации рассматривается одномерная кнантоно

мехапи•1есю1.я система п+ 1 тождественных Чi\.СТИЦ, обладнющая конформной 

инвариантностью . Даппая система описывмтся гамильтонианом вида 

н и и ( 1 n+l) 1 . и ( 1 n+l) = по + v в х , ... , х = 2 PIPI ...,... v в х , .. . , х ' (1) 

а также операторами D и К - генераторами дилатацай 11 конформных бустоu , 

соответственно. Их реализация на фазовом пространстне µассматриваемой 

системы имеет вид 

и К = ~х 1х'. (2) 

Здесь 1 = 1, ... , п + 1, по повторяющимся индескам нодrа:зумевастся сумми

рование. Бозонный потенциал ограничен условием конформности 

(3) 

следующим из соотношений конформной 11.пгебры so( 1, 2) 

[D,H]=-inH, [H,K]=2iliD, ~D,K]=iliK. (4) 

Иt:следуется поведение данных операторов при дейетвии автоморфизма 

конформной алгебры, имеющего следующий вид 

где 

А= aH+]:_K-2D, 
а 

1 
В = -аН0 - - J< + 2 D , 

а 

(5) 

(б} 

а параметр а имеет размерность длины. Пою1.эывастrя , что при таком пре

образовании конформный 1·амильтониан переходит в п:1.мильтониан системы 

свободных частиц, генератор дилатаций пе изменяетrя, а гене.ратор rnе1~и

альных конформных преобразований получает нелокальную добавку, янным 
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обра:юм :швисящую от конформного потенциала исходного гамильтониана 

( ek8 ekA) Н ( e-kAe-k8 ) Н0 , 

(ck 8 ekA) D(e-kAe-k 8 ) 

(е*8е*А) К (e-kAc-i8) 
D, (7) 

Установлено, что данное преобразование не зависит от параметра а, т. е. про

из1юдная от оператора tck 8 ekA по переменной а равна нулю. 

Покн.:~ывается, что данное преобразование также применимо к конформ

ной механике общего вида во внешнем гармоническом потенциале. Гамиль

таниан такой системы под действием аналогичного автоморфизма отобража

ется в гамильтониан системы невзаимодействующих осцилляторов. 

Таким образом, появляется возможность установить структуру энергети

ческого спектра многоча.стичной конформной квантовой механики общего ви

да в п~рмонической ;юнушке, который н данном случае совпадает (с точно

стью до сдвига на 110<.:тоянную величину) с энергетическим спектром системы 

невзаимодействующих осцилляторов. 

Во второй главе диссертации на основе найденного отображения, раз

вива~-vгся метод построения N = 4 су11ерконформных расширений одномер

ных квантовых систем многих частиr\. Для этого вводятся операторы ф~ 

и ·lf/0 (а = 1, 2), описывающие фермионные степени свободы, и конформ

ная мгеfiра so(l, 2) расширяется до суперконформной мгебры su(l, 112). Из 

требования ·щмыкания суперконформной алгебры определнется структура 

гами:11->тониюш N = 4 сунерконформной механики 

где 

(9) 

Для построения N = 4 суперконформного расширения конформной механи

ки общего вида необходимо задать два препотенциаJJа: И и F, которые нахо

дятся И3 следующей системы структурных дифференциальных уравнений в 
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частных прои:;вuдных 

дтд1И - (дrд1дкF) дкИ = О , (11) 

Первое уравнсн11с в (10) нелинейно и янлнстся обобщсн11см ураннсннн I311·1·1 ·сна

Дайкграафа-Верлин/1,е-Всрлин;1с, ИЗНССТНОl 'О из 'ГОllОJЮ!'ИЧеской ТСОJЯIИ llOJ!>! 

и теории ЗайGергн.-Виттсна. ДанноР уравн<'ние т<tкже лежит в основ<' мат<'ма

тическuго ониrн.ния многооорн:шй Фробениус<t. Все и:1вестные рt>ше1шя дан-

1ю1·0 уравнения строятся на основе корневых 01 стем 111юстых a.rн·rop Ли (или 

некоторых их обобщений - так на.зываемых V-систем). Таким обр11:юм , уст<t

навливастся rсометµичсская структура , лежащая в основе N = 4 суперкон

формной М f'ханики , и ef' rвя>ь с нростыми н.лгt>бра.ми Ли. 

В 'Jастности, 1шйдf't1ы решения структурных у1жн11Р1шl1 , rtссоциированные 

t; ;\нумерными не11риво;1имыми корневыми системами <1J11·сбр Ли А2 , 8 2 и G2. 

г-1 r=2 r=3 

Также полу•1ен новый однопарамстричсский класс решений уµавнения Вит

тена-Д<tйкграфа-Верлиtt){н-Вер.11 111 ще ви;\а 

F = -!JL L (а-.т. ) 2 lп Jn·xl !Js L (а -.т.? lп in·xl (12) 
t.t E ФI- ttEФ$ 

ДЛЯ СИСТf'М корНС!ВЫХ Bf' KTOJIOB J1 il.1Л И'IIIOЙ ДЛI!НЫ в" , Сп и F4, ГДР ф+ - набор 

!ЮJЮЖИТеЛЫIЫХ корней , а 11арам~>тр1 ,1 !L и fs ИМt'Ю'! ' вид 

f L 

f s 

-ь + (h-h.'' )t 

1,
1
, + (li- rhv )t 

10 

t + (h-hv)t' , 

т {t + (~-/iv )t'} 

(13) 

(14) 



и t = f! - hhv Е IR. Здесь h и hv - коксетеровское и дуалыюе коксеторовское 

числа, СО(УГве·гственно. 

Кrоме тщ·о, в да~шой 1'лаве строится новый класс решений уравнения 

Виттена-Дайкгра.афа-Верлиндс-Всрлннде, содержащих радиа.льное слагаемое 

нида R2 lн R2 ) Г,1\е R - радиус-всктоµ в конфю·урационном 11ространстве си-

стемы 

(15) 

Здесь набор векторов {о:} образует неприводимую У-систему ( т. е. не может 

быть раэложен на вэаимно ортогональные подсистемы). Данное решение за

тем обобщается на случай приводимой системы векторов. 

Дмее находится решение структурных ура1шений, определяющих N =4 

суrrерконформное расширение трех•1астичной модели Калоджеро . Установ

лено , что соотвстс·1·вующие пренотенциалы имеют следующий 1:1ид 

-g 2)н lxi-x1
i , 

i<j 

-k(x1+x2+.т.з)2 ln jxl+x2+xзl - ~ L(xi-xj)2 ln lxi-xjl 
i<j 

+ fвL (x1+xi-2xk)2 ln Jxi+xj-2xkl . 
i<J 

1.-fkl-1 

(16) 

Кроме этого, во второй главе получено общее решение структурных уравне

ний для щюи31юльной системы трех тождественных частиц. 

В третьей главе диссертации ра-знивается су11ерrюлевой rю;\ход к по

строению N = 4 сунерконформных расширений олномсрных многочастич

ных си1:тем . Рассматривается сунсрнолевое действие вне масс01юй оболочки 

где А= 1, . . . , п. (17) 

ЗN~<.:ь G(uA) - су11ер1ютснциал, который Ш!Ляется нрuизвоm,ной функцией 

набора сунернолсй и А, ОI ·раниченных СВ}!ЗЯМИ 

и (18) 

11 



На.1нн·ю1 ус:ю1те су11ерко11форм11ой С\11\-Jметрии и трt>буи , •1тоfiы б1но1111ый к11-

нетичсский член был 11 ;юск11м , нолучсны слсдующ11r ;\11ффсрсн1 \11альныс уран-

НСНl!Н на cy11cµ110TCНl\lla.i! 

и·1 Gл - С 

( 19) 

где ал - 11µоюнольный набоµ констант 11 G)O' G)·z = 8·~" Общий 1\-1сто;\ µс111с-

11ия уравнений (19) 11еи: !весте11. Однако этн. трудность rюрешн.ето1 11ереход1ш 

IJ инерциальную систему координат путем зн.мены перемеш1ых иА = nA(y) с 

Якобианом 
дuА 

11. ~ =~(у). 
vy' 

(20) 

Покаэынастся , что н 11нер1\иа.11ьных координатах 11з уt:лонин суперконформ

ной инвариант1юсти теории и требования, чтобы бо:юнный кинетичсскиl'I член 

был плоским, следует интсrµирусмоrть обрRтноrо Якобиана 

ау; _ _ 1 ; . _ дw л 
аи.А (и(у)) = (и ) А = . 111A,i = д;U'А = Dyi (у) , (21) 

а такж<~ yt:J IOHИI? одноро;1ности на фуню1ии перехода 

.t/ '11~ = 2 ·и.А . (22) 

Данный факт 1 ·01юрит о том, что t:ущсt:тнуст набор сунср1ю;1сй ш,1 ' ;~уа.;1ьных ' 

к суш~рполям ил. 

Дока1ываетrя , что вrс структурные уравнrния, вклю•1ая уравнение IЗиттс11а

Дайю·раа.фа-Вер;1и1ще-Верлн1ще, r.11елуют автомати•1еск11 и> yr.1Jmшй (21) и (22). 

Кроме того, устшювлено, •по <:уnерrютею1иа.п, а также uб1:1. nреrюте1щиi\.1111 rа

мильтононой формулировки на массо~юй оболочке могут быть выражены в 

термипя.х функций ил = ил(у) и wл = 111л(у) следующим ofipa.>oм 

и (2:3) 

12 



где 

.f;;k = -W;jk"U = Ulij"Uk = -Щ·Ujk = 1V·Uijk - д;дjдklw·и) . (24) 

Приводится общее решение полученных уравнений для двумерных непри

IЩJ.J)1МЬLХ r.иr.тем, •1то соответствует тр<~нсляционно ишшрнантным треХ'Ш

r.тн•шым моделям. Для слу'IН.Я трехмерных неприводимых r.иr.тем (моделей 

четырех тождественных частиц) Н!!.ХОДНТ<.;Я частные решения, основанные на 

корневых системах классических алгебр Ли D3 и В3 . 

I3 заключении сформулированы основные результаты диссертации. 
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