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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè. Â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ óäîá-
íîé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé ïðîäîëæàåò ïîëüçîâàòüñÿ âíèìàíèåì ñïåöèàëè-
ñòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Èçâåñòíûé è äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ îáðàçóþò ìåòîäû îòñå÷åíèé. Çíà-
÷èòåëüíîå ÷èñëî ìåòîäîâ îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåé èäåè. Ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê
â ýòèõ ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå ïîãðóæåíèå ëèáî ìíîæåñòâà
îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è, ëèáî íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè â íåêî-
òîðûå ìíîæåñòâà áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Êàæäîå èç àïïðîêñèìèðóþùèõ
ìíîæåñòâ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ïóòåì îòñå÷åíèÿ îò íåãî (îáû÷íî
ïëîñêîñòÿìè) íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî òåêóùóþ èòåðàöèîí-
íóþ òî÷êó.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà èçâåñòíûõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé òàêîãî òèïà ïðè èõ ïðàê-
òè÷åñêîì ïðèìåíåíèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îò øàãà ê øàãó, êàê ïðàâèëî,
íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ÷èñëî îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, ôîðìèðóþùèõ àïïðîê-
ñèìèðóþùèå ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà øàãîâ âîçðàñòàåò è
òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê. Óêàçàííûé
íåäîñòàòîê íàçâàííûõ ìåòîäîâ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ äàæå íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó ïðîâåäåí-
íûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìîäèôèêàöèåé èç-
âåñòíûõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé è ðàçðàáîòêå íîâûõ ìåòîäîâ óêàçàííîãî êëàññà,
ñâîáîäíûõ îò ýòîãî íåäîñòàòêà, ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Èçâåñòíûå ìåòîäû îòñå÷åíèé ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîé îáëàñòè èëè
àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå äà-
ëåêî íå âñåãäà. Åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èñõîäíîé çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ íåëèíåéíà è äîïóñòèìàÿ îáëàñòü òàêæå çàäàåòñÿ íåëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè, òî âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê â
ýòèõ ìåòîäàõ áëèçêè ïî òðóäîåìêîñòè ê èñõîäíîé çàäà÷å. Ïîýòîìó ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè ðåçóëüòàòû îäíîé èç ãëàâ äèññåðòàöèè, ñâÿçàííûå ñ ðàç-
ðàáîòêîé òàêèõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé, â êîòîðûõ íåçàâèñèìî îò âèäà èñõîäíîé
çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê
ðåøàþòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äàëåå, äëÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷ äîâîëüíî ÷àñòî íà ïðàêòèêå
ïðèìåíÿþòñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû. Ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ àëãîðèòìîâ, êàê
ïðàâèëî, âîçíèêàåò âîïðîñ îá èõ ñõîäèìîñòè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñõîäèìîñòü
ñîñòàâëÿþùèõ èõ ìåòîäîâ îáîñíîâàíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëåçíîé ÿâëÿåòñÿ ðàç-
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ðàáîòêà òàêèõ ìåòîäèê, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü íà îñíîâå îïðåäåëåííûõ
êëàññîâ ìåòîäîâ ñìåøàííûå àëãîðèòìû, ñõîäèìîñòü êîòîðûõ çàâåäîìî ãàðàí-
òèðîâàíà. Îäíà èç òàêèõ ìåòîäèê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ñìåøàííûõ
àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ìåòîäîâ îòñå÷åíèé ïðåäëîæåíà â äèññåðòàöèè.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñïåöèàëèñòû ïî ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ óäåëÿþò îïðåäåëåííîå âíèìàíèå èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòåé ïðèìå-
íåíèÿ â ìåòîäàõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Â äèññåðòàöèè îáîñíîâàíà âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â ìåòîäàõ îòñå÷åíèé.
Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ îòñå-

÷åíèé ñ îáíîâëåíèåì àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëåãêî ðåàëèçóåìûìè àëãîðèòìàìè, äîïóñêàþùèì óïðàâ-
ëåíèå ïðîöåññîì ìèíèìèçàöèè.
Çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ: ïðåäëîæèòü êðèòåðèè îöåí-

êè êà÷åñòâà àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ è íà èõ îñíîâå ðàçðàáîòàòü ïîäõîä
ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé ñ àïïðîêñèìàöèåé êàê íàäãðàôèêà, òàê è äî-
ïóñòèìîé îáëàñòè, äîïóñêàþùèõ âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îòáðàñûâàíèÿ
íàêàïëèâàþùèõñÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ ëåãêî ðåàëè-
çóåìûõ àëãîðèòìîâ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèé îñíîâûâàþòñÿ íà òåîðèè íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, èñïîëüçîâàíèè àïïàðàòà îáîáùåííî-îïîðíûõ âåêòîðîâ, à òàêæå
ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðèåìàõ îöåíèâàíèÿ êà÷åñòâà àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ è ðàçðàáîòàííûõ íà èõ îñíîâå ñïîñîáàõ îáíîâëå-
íèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ â äèññåðòàöèè êðèòåðèÿõ

îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðî-
åíèþ íîâûõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé, â êîòîðûõ çàëîæåíû ðàçëè÷íûå ïðîöåäóðû
îáíîâëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ. Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìåòîäèêà îáîñíîâà-
íèÿ èõ ñõîäèìîñòè. Âïåðâûå ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îòñå÷åíèé ñ îäíîâðåìåííîé
àïïðîêñèìàöèåé íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè è äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ïðåä-
ëîæåíà íîâàÿ ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü íà îñíîâå ìåòîäîâ îòñå÷åíèé
ñõîäÿùèåñÿ ñìåøàííûå àëãîðèòìû ñ ïðèâëå÷åíèåì ëþáûõ ðåëàêñàöèîííûõ
ìåòîäîâ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàëîæåííûå â ïðåäëîæåííûõ ìåòî-
äàõ îòñå÷åíèé ïðèåìû èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïðè íàõîæ-
äåíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê òàêæå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ ìåòîäîâ èññëåäóå-
ìîãî êëàññà.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëîæåííûé â äèñ-

ñåðòàöèè ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé ñ îáíîâëåíèåì àïïðîêñè-
ìèðóþùèõ ìíîæåñòâ è ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà îáîñíîâàíèÿ èõ ñõîäèìîñòè
ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â äàëüíåéøåì êàê ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ ìåòîäîâ îòñå÷å-
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íèé, òàê è ïðè ìîäèôèêàöèè èçâåñòíûõ. Ýòà ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíå-
íà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðèòåðèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ ìîãóò
èìåòü âèä, îòëè÷íûé îò ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå. Ïðåäëîæåííóþ â äèññåð-
òàöèè ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ
ðàçðàáîòêè íîâûõ àëãîðèòìîâ íà áàçå äðóãèõ êëàññîâ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïðåä-
ëîæåííûé â ðàáîòå ïðèíöèï îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ â ìå-
òîäàõ îòñå÷åíèé âàæåí èìåííî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îí ãàðàíòè-
ðóåò ðåàëèçóåìîñòü âñåì ïîñòðîåííûì ìåòîäàì îòñå÷åíèé, ò. ê. ïîçâîëÿåò
óñòðàíèòü ïðîáëåìó íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà ÷èñëà îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé â
ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè
ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ýòèõ ïðèíöèïîâ îáíîâëåíèÿ. Âðåìÿ ðåøåíèÿ êàæ-
äîãî èç òåñòîâûõ ïðèìåðîâ èññëåäóåìûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðî-
öåäóð îáíîâëåíèÿ îêàçàëîñü ñóùåñòâåííî ìåíüøèì ïî ñðàâíåíèþ ñ âðåìåíåì
ðåøåíèÿ òåìè æå ìåòîäàìè áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîöåäóð îòáðàñûâàíèÿ. Òåñòî-
âûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ïðåèìóùåñòâà ïîñòðîåííûõ ìåòîäîâ è ïåðåä íåêîòî-
ðûìè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè òîãî æå êëàññà.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿëèñü è îáñóæ-

äàëèñü â 2011�2014 ãã. íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ ÊÔÓ, Âñåðîñ-
ñèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñòàòèñòèêà. Ìîäåëèðîâàíèå. Îïòèìèçàöèÿ¿ (×åëÿ-
áèíñê, 28 íîÿáðÿ � 3 äåêàáðÿ 2011 ã.), XIV Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ¿ (Åêàòåðèíáóðã, 28 ôåâðàëÿ
� 4 ìàðòà 2011 ã.), èòîãîâûõ íàó÷íî-îáðàçîâàòåëüíûõ êîíôåðåíöèÿõ ñòóäåí-
òîâ Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà â 2011, 2012 ãã., V Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè
¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ¿ (Îìñê, 2 � 6 èþëÿ
2012 ã.), Ðåñïóáëèêàíñêèõ êîíêóðñàõ íàó÷íûõ ðàáîò ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ
íà ñîèñêàíèå ïðåìèè èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî (Êàçàíü, ÐÌÎÎ ¾Ëèãà ñòóäåí-
òîâ Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí¿, 9 � 12 àïðåëÿ 2013 ã.: 9 � 12 àïðåëÿ 2014 ã.), 37-é
è 38-é Âñåðîññèéñêèõ ìîëîäåæíûõ êîíôåðåíöèÿõ ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíî-
ëîãèè è ñèñòåìû ¿ (Êàëèíèíãðàä, 1 � 6 ñåíòÿáðÿ 2013 ã.: Íèæ. Íîâãîðîä,
1 � 5 ñåíòÿáðÿ 2014 ã.), XVI Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ (ã. Êàçàíü, 6�10 îêòÿáðÿ 2013 ã.), Ìåæäó-
íàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé
(DOOR�2013) ¿ (Íîâîñèáèðñê, 24 � 28 èþíÿ 2013 ã.), XVII Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿ (Êàçàíü, 16�20 èþíÿ
2014 ã.), XV è XVI Ìåæäóíàðîäíûõ øêîëàõ-ñåìèíàðàõ ¾Ìåòîäû îïòèìèçà-
öèè è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Áàéêàë, 23 � 29 èþíÿ 2011 ã.: 30 èþíÿ � 6 èþëÿ 2014
ã.), IX Âñåðîññèéñêîé è X Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèÿõ ¾Ñåòî÷íûå ìåòî-
äû äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ïðèëîæåíèÿ¿ (Êàçàíü, 17 � 22 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.: 24
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ñåíòÿáðÿ � 29 ñåíòÿáðÿ 2014 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 21 ðà-

áîòå, èç íèõ 4 ñòàòüè − â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ,
è åùå îäíà, öèòèðóåìàÿ â SCOPUS.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 147 ñòðàíèöàõ

è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåð-
æàùåãî 163 íàèìåíîâàíèÿ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû:
1) ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷ íåëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü â ýòè ìåòîäû ðàçëè÷-
íûå ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ñ öåëüþ ïåðèîäè÷å-
ñêîãî îòáðàñûâàíèÿ íàêàïëèâàþùèõñÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé. Óïîìÿíóòûé
ïîäõîä îñíîâàí íà ââåäåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå êðèòåðèÿõ îöåíêè
êà÷åñòâà àïïðîêcèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ â îêðåñòíîñòè èòåðàöèîííûõ òî÷åê;

2) íà îñíîâå ýòîãî ïîäõîäà äëÿ çàäà÷ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ñ ðàçëè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè çàäàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è îáëàñòè îãðàíè÷åíèé ðàçðàáîòàíû
äâà ìåòîäà îòñå÷åíèé ñ àïïðîêñèìàöèåé äîïóñòèìîé îáëàñòè, ÷åòûðå ìåòîäà
îòñå÷åíèé, èñïîëüçóþùèõ àïïðîêñèìàöèþ íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè, è
ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî, â êîòîðûõ çàëîæåíà
âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ ïó-
òåì îòáðàñûâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ëþáûõ ïîñòðîåííûõ ñåêóùèõ ïëîñ-
êîñòåé;

3) äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîñòðîåíû äâà ìåòîäà îò-
ñå÷åíèé, â êîòîðûõ ïðè îòûñêàíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê èñïîëüçóåòñÿ îäíî-
âðåìåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè è íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíê-
öèè. Ìåòîäû õàðàêòåðíû òåì, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà è îáëàñòè
îãðàíè÷åíèé ìíîãîãðàííûìè ìíîæåñòâàìè íà êàæäîì øàãå ìåòîäîâ ðåøàåò-
ñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â îäíîì èç ýòèõ ìåòîäîâ çàëîæåí
ïðèíöèï îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà
îäíîâðåìåííîì îöåíèâàíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà è êà÷åñòâà
àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè;

4) äëÿ áîëüøèíñòâà ìåòîäîâ îòñå÷åíèé â äèññåðòàöèè ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ óñëîâèÿõ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ è ôóíêöèè îãðàíè÷åíèé ïîëó÷åíû îöåí-
êè òî÷íîñòè ðåøåíèé è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðèáëèæåíèé;

5) ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ óñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ è ëþáûõ ðåëàêñàöèîííûõ ìåòî-
äîâ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñõîäèìîñòü òàêèõ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ
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ãàðàíòèðîâàíà ñõîäèìîñòüþ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé. Â ýòèõ àëãî-
ðèòìàõ çà ñ÷åò îáðàçóþùèõ èõ ìåòîäîâ îòñå÷åíèé ñîõðàíåíà âîçìîæíîñòü
îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ;

6) ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäàõ íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîí-
íûõ òî÷åê åñòü âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè âûíîñÿòñÿ íà çàùè-
òó.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü ïðîâîäèìûõ èññëåäîâàíèé, ïî-
êàçûâàåòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îáñóæäàþòñÿ ðàçðàáî-
òàííûå ïîäõîäû, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû îòñå÷å-
íèé, êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû îòñå÷åíèé, îñíîâàííûå íà àï-
ïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, à òàêæå ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ òî÷êè íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Â § 1.1 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

min{f(x) : x ∈ D}, (1)

ãäå f(x) � íåïðåðûâíàÿ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ôóíêöèÿ,
D = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0, j ∈ J}, fj(x), j ∈ J = {1, . . . ,m}, � âûïóêëûå â
Rn ôóíêöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ J ìíîæåñòâà Dj = {x ∈ Rn :
fj(x) ≤ 0} èìåþò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü intDj.

Ïîëîæèì F (x) = max{fj(x) : j ∈ J}, Dε = {x ∈ Rn : F (x) ≤ ε}, ãäå ε ≥ 0,
K = {0, 1, . . .}, W (x,Dj) = {a ∈ Rn : 〈a, z − x〉 ≤ 0 ∀z ∈ Dj, ||a|| = 1}.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ïðèáëèæåíèé yi, i ∈ K, xk, k ∈ K, è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ìåòîä 1.1. Ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M0 ⊂ Rn, ñîäåðæà-

ùåå òî÷êó x∗ = arg min {f(x) : x ∈ D}. Âûáèðàþòñÿ òî÷êè vj ∈ intDj äëÿ
âñåõ j ∈ J . Çàäàåòñÿ ÷èñëî ε0 ≥ 0. Ïîëàãàåòñÿ k = 0, i = 0.
1. Íàõîäèòñÿ òî÷êà yi ∈ Mi

⋂
{x ∈ Rn : f(x) ≤ f(x∗)}, ïîëàãàåòñÿ Ji =

{j ∈ J : yi 6∈ Dj}. Åñëè Ji = ∅, òî yi � ðåøåíèå çàäà÷è.
2. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Ji íà èíòåðâàëå (vj, yi) îïðåäåëåííûì îáðàçîì íàõî-

äèòñÿ òî÷êà zji /∈ intDj. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Hi ⊂ Ji.
3. Äëÿ êàæäîãî j ∈ Hi âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Aj

i ⊂ W (zji , Dj),
è ïîëàãàåòñÿ Mi+1 = Qi ∩

j∈Hi

{x ∈ Rn : 〈a, x− zji 〉 ≤ 0 ∀a ∈ Aj
i}. Ìíîæåñòâî Qi

çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè yi /∈ Dεk , òî Qi = Mi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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ïîëàãàåòñÿ ik = i, xk = yik , è âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Qi = Qik òàêîå, ÷òî x

∗ ∈ Qi.
4. Çàäàåòñÿ ÷èñëî εk+1 ≥ 0, çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Äàëåå

ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i, óâåëè÷åííîì íà åäèíèöó.
Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè äîïóñòèìîé îáëàñòè ìíîæåñòâàìè Mi îïðåäåëÿ-

åòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê yi óñëîâèåì yi ∈ Dεk . Íà øàãå i = ik, ãäå äëÿ yi
âûïîëíÿåòñÿ ýòî óñëîâèå, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðè-
òåëüíûì äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ òî÷êè xk, è çà ñ÷åò ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîãî
âûáîðà ìíîæåñòâà Qi = Qik ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå ìíîæåñòâà Mik+1. Íà òåõ
èòåðàöèÿõ, íà êîòîðûõ äëÿ òî÷åê yi âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå yi /∈ Dεk , êà÷åñòâî
àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ îáíîâëåíèÿ, ò. å. äî øàãà i = ik
îòñåêàþùèå ïëîñêîñòè áóäóò íàêàïëèâàòüñÿ.

Â ìåòîäå 1.1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîöåäóðû îáíîâëåíèé ïî-
ãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ Mi. Ïóñòü yi ∈ Dεk. Ïîëîæèì Qi = Mri, ãäå 0 ≤ ri ≤
i = ik. Òîãäà ïðè âñåõ ri = 0, . . . , i âêëþ÷åíèå x∗ ∈ Qi âûïîëíÿåòñÿ, è â êà-
÷åñòâå Qik ìîæíî âûáèðàòü ëþáîå èç ïîñòðîåííûõ ê ik-îìó øàãó ìíîæåñòâ
M0, . . . ,Mik . Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü Qi = M0, òåì ñàìûì ïðè i = ik,
k ∈ K, ïðîèçîéäåò ïîëíîå îáíîâëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâàMik+1.

Â ñëó÷àå âûáîðà ÷èñåë εk ïîëîæèòåëüíûìè äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî
k ∈ K íàéäåòñÿ íîìåð i = ik, ïðè êîòîðîì âûïîëíèòñÿ âêëþ÷åíèå yi ∈ Dεk ,
à çíà÷èò, ïðåäñòàâèòñÿ âîçìîæíîñòü îáíîâëåíèÿ ïîãðóæàþùåãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, ïîñòðîåíà ïðåäëî-

æåííûì ìåòîäîì ñ óñëîâèåì, ÷òî εk > 0 äëÿ âñåõ k ∈ K, è εk → 0 ïðè
k → ∞. Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëå-
æèò ìíîæåñòâó ðåøåíèé çàäà÷è (1), à åñëè äëÿ âñåõ k ∈ K âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà f(xk+1) ≥ f(xk), òî âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, k ∈ K, ñõîäèò-
ñÿ ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé.

Åñëè f(x) âûïóêëà, fj(x), j ∈ J , ñèëüíî âûïóêëû ñ êîíñòàíòàìè ñèëüíîé
âûïóêëîñòè µj ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòå-
ðà, è ëþáàÿ òî÷êà àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x), ïðè íàëè÷èè òàêî-
âûõ, íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó intD, òî ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ

||xk−x∗|| ≤ δk, ãäå δk =
√
εk/µ . Åñëè ê òîìó æå f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ëèïøèöà, òî ïðè êàæäîì k ∈ K ñïðàâåäëèâà îöåíêà |f(xk) − f(x∗)| ≤ Lδk.
Åñëè εk = 1/kp, ãäå p > 0, òî íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê äëÿ
{xk}, k ∈ K, ïîëó÷àþòñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ||xk − x∗|| ≤ 1/(µk)p/2,
|f(xk)− f(x∗)| ≤ L/(µk)p/2.

Äàëåå, â § 1.2 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), â
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êîòîðîé îáëàñòü îãðàíè÷åíèé èìååò áîëåå îáùèé âèä:

D = D′
⋂
D′′, (2)

ãäå D′, D′′ � âûïóêëûå çàìêíóòûå â Rn ìíîæåñòâà, ïðè÷åì âòîðîå èç íèõ
ìîæåò çàâåäîìî èìåòü ïóñòóþ âíóòðåííîñòü.

Â îòëè÷èå îò ìåòîäà 1.1 â äàííîì ìåòîäå àïïðîêñèìèðóåòñÿ íå ìíîæåñòâî
D, à ñîäåðæàùåå äîïóñòèìóþ îáëàñòü ìíîæåñòâî D′. Ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò
ðàçðàáîòàííîãî â § 1.1 ìåòîäà òàêæå ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþ-
ùèõ ìíîæåñòâ. À èìåííî, ïîãðóæàþùåå ìíîæåñòâî Mi+1 ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì
îòñå÷åíèé îò Mi òî÷êè yi ïëîñêîñòÿìè, ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ ñóáãðàäè-
åíòîâ ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî D′. Êðîìå òîãî, â ýòîì ìåòîäå ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ïðåäóñìîòðåíû áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ
âûáîðà èòåðàöèîíûõ òî÷åê îñíîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çà ñ÷åò ýòèõ âîç-
ìîæíîñòåé äîïóñòèìî ïîñòðîåíèå íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà îòñå÷åíèé íåêîòî-
ðûõ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü òàêèõ ñìåøàííûõ àëãîðèò-
ìîâ áóäåò ãàðàíòèðîâàíà ñõîäèìîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îòñå÷åíèé. Ìå-
òîä èç § 1.2 õàðàêòåðåí òåì, ÷òî òàêæå ïðåäóñìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïåðè-
îäè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ íà òåõ èòåðàöèÿõ, ãäå
êà÷åñòâî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñòàíîâèòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì.

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà öåëåâóþ ôóíêöèþ è íà ôóíêöèè,
îïðåäåëÿþùèå îáëàñòü D′, â ñëó÷àå D′′ = Rn ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè
ðåøåíèÿ è îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â § 1.1.

Â § 1.3 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè òî÷êè
y ∈ Rn íà âûïóêëîå ìíîæåñòâî D, çàäàííîå â âèäå (2). Íà êàæäîé èòåðàöèè
ìåòîäà îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî, àïïðîê-
ñèìèðóþùåå îáëàñòü D′, è ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ
òî÷êè y íà ïåðåñå÷åíèå ýòîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîì
D′′. Â ñëó÷àå, åñëè D′′ çàäàíî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè íåðàâåíñòâ,
ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåíèÿ íå âûçûâàåò áîëüøîãî òðóäà, òàê êàê çàäà÷à ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ðåøàåòñÿ èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Êàê
è â ìåòîäàõ èç ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, â ýòîì ìåòîäå ïðîåêòèðîâàíèÿ òîæå
çàëîæåíà âîçìîæíîñòü îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòü D′ ìíîæåñòâ
çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Â § 1.4 äëÿ çàäà÷è (1) ñòðîèòñÿ åùå îäèí ìåòîä îòñå÷åíèé ñ àïïðîêñèìà-
öèåé îáëàñòè îãðàíè÷åíèé, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäîâ èç §§ 1.1, 1.2 òåì,
÷òî äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåññà îòûñêàíèÿ ïðèáëè-
æåíèé. Â ýòîì ìåòîäå äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñíîâíûõ èòåðàöèîííûõ òî÷åê ñíà÷àëà
íåêîòîðûì ñïîñîáîì ñòðîèòñÿ îïðåäåëåííîå ÷èñëî ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ,
àïïðîêñèìèðóþùèõ îáëàñòü îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è. Äàëåå â êàæäîì
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èç ýòèõ ìíîæåñòâ íàõîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ òî÷êà ïðèáëèæåííîãî ìèíè-
ìóìà öåëåâîé ôóíêöèè. Íàêîíåö, â êà÷åñòâå îñíîâíîé èòåðàöèîííîé òî÷êè
âûáèðàåòñÿ ðåêîðäíàÿ èç íàéäåííûõ âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî
ýòè âñïîìîãàòåëüíûå òî÷êè ìîãóò íàõîäèòñÿ ïàðàëëåëüíî ðàçëè÷íûìè àëãî-
ðèòìàìè ìèíèìèçàöèè.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþò îïåðàöèþ ïîãðóæåíèÿ íå
îáëàñòè îãðàíè÷åíèé, à íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíêöèè èñõîäíîé çàäà÷è. Êàê
è ìåòîäû ãëàâû 1, îíè õàðàêòåðíû òåì, ÷òî äîïóñêàþò ïåðèîäè÷åñêèå îáíîâ-
ëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ çà ñ÷åò îòáðàñûâàíèÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.
Âñå ìåòîäû äàííîé ãëàâû ïîçâîëÿþò íà êàæäîé èòåðàöèè îöåíèâàòü áëèçîñòü
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â òåêóùåé èòåðàöèîííîé òî÷êå ê îïòèìàëüíîìó
çíà÷åíèþ. Â ãëàâå ïðåäëîæåíû äâà êðèòåðèÿ îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìè-
ðóþùèõ ìíîæåñòâ â îêðåñòíîñòè èòåðàöèîííûõ òî÷åê. Êðèòåðèè ïîçâîëÿþò
âêëþ÷àòü â ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïðîöåäóðû îáíîâëåíèÿ ïîãðóæàþùèõ ìíî-
æåñòâ. Ïåðâûé èç ýòèõ êðèòåðèåâ îñíîâàí íà óïîìÿíóòûõ âûøå îöåíêàõ áëè-
çîñòè òåêóùèõ èòåðàöèîíûõ çíà÷åíèé ê îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ, à âòîðîé
êðèòåðèé îïèðàåòñÿ íà îöåíêó áëèçîñòè èòåðàöèîííûõ òî÷åê ê íàäãðàôèêó
öåëåâîé ôóíêöèè. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëàãàåìûõ â äàííîé ãëàâå
ìåòîäîâ, îáñóæäàþòñÿ èõ ðåàëèçàöèè, ïðåäëàãàþòñÿ ïðèåìû ïåðèîäè÷åñêèõ
îòáðàñûâàíèé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ëþáûõ ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ
îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåøåíèÿ è ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè.

Ïåðâûé ïàðàãðàô âòîðîé ãëàâû ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
âûïóêëîé â Rn äèñêðåòíîé ôóíêöèè ìàêñèìóìà f(x) íà âûïóêëîì çàìêíóòîì
ìíîæåñòâå D ⊂ Rn. Ïðåäëàãàåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ
â ñëåäóþùåì. Íà i-îì øàãå (i ≥ 0) íàõîäèòñÿ ðåøåíèå (yi, γi) ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

min{γ : x ∈ Gi, (x, γ) ∈Mi, γ ≥ γ̄i}, (3)

ãäå Mi − ìíîæåñòâî, àïïðîêñèìèðóþùåå íàäãðàôèê öåëåâîé ôóíêöèè, Gi

− íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè D, γ̄i ≤ f ∗ = min{f(x) : x ∈ D}. Åñëè
ðàçíîñòü f(yi)− γi äîñòàòî÷íî ìàëà, òî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà
ìíîæåñòâîì Mi ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì. Â òàêîì ñëó÷àå yi ôèêñèðó-
åòñÿ â êà÷åñòâå òî÷êè îñíîâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé, è ïðîèñ-
õîäèò îáíîâëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà Mi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñòðîèòñÿ î÷åðåäíîå àïïðîêñèìèðóþùåå ìíîæåñòâî Mi+1 ïóòåì îòñå÷åíèÿ îò
Mi òî÷êè (yi, γi).

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä îáëàäàåò áîëüøèìè âîçìîæíîñòÿìè â âûáîðå íà÷àëü-
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íîãî àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà M0, ìíîæåñòâ Gi è ÷èñåë γ̄i. Çà ñ÷åò
âèäà öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ó ìåòîäà åñòü çíà÷èòåëüíûå âîçìîæíîñòè è
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, êîòîðûå ôîðìèðóþò àïïðîêñèìè-
ðóþùèå ìíîæåñòâà.

Â ïàðàãðàôå 2.2 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ñ
âûïóêëîé ôóíêöèåé f(x) íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå D.

Ïîëîæèì epi (f,G) = {(x, γ) ∈ Rn+1 : x ∈ G, γ ≥ f(x)}, ãäå G ⊂ Rn,
W (u,Q) = {a ∈ Rn+1 : 〈a, z − u〉 ≤ 0 ∀z ∈ Q, ||a|| = 1}, ãäå Q ⊂ Rn+1.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä âûðàáàòûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi}, i ∈ K, {xk},
k ∈ K, è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ìåòîä 2.2. Âûáèðàþòñÿ òî÷êè vj ∈ int epi (f,Rn) äëÿ âñåõ j ∈ J , âû-

ïóêëîå îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî G0 ⊂ D, ñîäåðæàùåå òî÷êó x∗ =
arg min {f(x) : x ∈ D}, âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâîM0 ⊂ Rn+1 òàêîå, ÷òî
(x∗, f(x∗)) ∈M0. Çàäàþòñÿ ε0 > 0, γ̄0 ≤ f(x∗), è ïîëàãàåòñÿ i = 0, k = 0.
1. Îòûñêèâàåòñÿ òî÷êà (yi, γi), ãäå yi ∈ Rn, γi ∈ R1, êàê ðåøåíèå çàäà÷è

(3). Åñëè f(yi) = γi, òî yi � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.
2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ f(yi) − γi > εk, òî ïîëàãàåòñÿ Qi = Mi, ui = yi, è

ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 4. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ï. 3.
3. Âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Qi ⊂ Rn+1 òàê, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü âêëþ÷åíèå (x∗, f(x∗)) ∈ Qi. Âûáèðàåòñÿ òî÷êà xk ∈ Rn, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì xk ∈ Gi, f(xk) ≤ f(yi). Ïîëàãàåòñÿ ik = i, σk = γik ,
ui = uik = xk, çàäàåòñÿ εk+1 > 0, çíà÷åíèå k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.
4. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J â èíòåðâàëå (vj, (ui, γi)) íåêîòîðûì îáðàçîì âûáè-

ðàåòñÿ òî÷êà zji /∈ int epi (f,Rn).
5. Äëÿ êàæäîãî j ∈ J âûáèðàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Aj

i ⊂ W (zji , epi
(f,Rn)), è ïîëàãàåòñÿ

Mi+1 = Qi

⋂
Ti,

ãäå Ti =
⋂
j∈J
{(x, γ) ∈ Rn+1 : 〈a, (x, γ)− zji 〉 ≤ 0 ∀a ∈ Aj

i}.

6. Âûáèðàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Gi+1 ⊂ G0, ñîäåðæàùåå
òî÷êó x∗. Çàäàåòñÿ ÷èñëî γ̄i+1 èç óñëîâèÿ γ̄0 ≤ γ̄i+1 ≤ f ∗. Çíà÷åíèå i óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, è ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1.

Êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà ôóíêöèè ìíîæåñòâàìè Mi îïðåäå-
ëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê yi âåëè÷èíîé f(yi)− γi. Íà èòåðàöèÿõ, ãäå äëÿ yi
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(yi)− γi > εk, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ôèêñèðîâàíèÿ òî÷êè xk. Íà òàêèõ èòåðàöèÿõ ìíîæåñòâà
Qi âûáèðàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ Mi, è òîãäà ïðè ôîðìèðîâàíèè ìíîæåñòâ
Mi+1 îòñåêàþùèå ïëîñêîñòè íàêàïëèâàþòñÿ. Íà øàãå i = ik, íà êîòîðîì âû-
ïîëíÿåòñÿ f(yi) − γi ≤ εk, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðè-
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òåëüíûì, òî÷êà xk çàôèêñèðóåòñÿ ñîãëàñíî óñëîâèþ f(xk) ≤ f(yik), è çà ñ÷åò
ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ìíîæåñòâà Qi = Qik ïðè æåëàíèè ïðîèñ-
õîäèò îáíîâëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà Mik+1.

Íà îñíîâå êðèòåðèè îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà ìîæíî
ñòðîèòü ðàçëè÷íûå ïðèåìû îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü
äëÿ òî÷êè (yi, γi) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(yi) − γi ≤ εk. Â òàêîì ñëó÷àå
ñîãëàñíî ï. 3 ìåòîäà 2.2 ìíîæåñòâî Qi = Qik âûáèðàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèì
ëèøü âêëþ÷åíèþ (x∗, f(x∗)) ∈ Qi. Ïîëîæèì, íàïðèìåð, Qi = Rn+1 èëè Qi =
M0. Òîãäà, ñîîòâåòñòâåííî,Mi+1 = Ti èëèMi+1 = M0

⋂
Ti, è â ôîðìèðîâàíèè

Mi+1 íå ó÷àñòâóþò íè îäíà èç ïîñòðîåííûõ ðàíåå îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.
Ïðè óñëîâèè f(yi) − γi ≤ εk ìíîæåñòâî Qi = Qik ìîæíî çàäàòü è â âèäå
Qi = Mri, ãäå 0 < ri ≤ i = ik. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà
Mi+1 îòáðàñûâàåòñÿ òîëüêî ÷àñòü íàêîïëåííûõ ê øàãó i = ik îòñå÷åíèé.

Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ K ñóùåñòâóåò íîìåð i = ik, ïðè êîòîðîì
âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî f(yi) − γi ≤ εk, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîÿâèòñÿ âîçìîæ-
íîñòü îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî ìíîæåñòâà.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(xk, σk)}, k ∈ K, ïîñòðîåíà ìåòî-

äîì ñ óñëîâèåì, ÷òî εk → 0, k →∞. Òîãäà lim
k∈K

f(xk) = f(x∗), lim
k∈K

σk = f(x∗).

Óñëîâèÿ âûáîðà â ï. 3 òî÷åê xk äàþò áîëüøóþ ñâîáîäó äëÿ èõ ïîñòðîå-
íèÿ. Ýòè óëîâèÿ, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿþò ïðèâëåêàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê
xk, îòëè÷íûõ îò yi, ìíîãèå èçâåñòíûå ðåëàêñàöèîííûå ìåòîäû óñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè, è, âî-âòîðûõ, äàþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà 2.2
ðàçëè÷íûõ ñìåøàííûõ àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ yik òî÷êîé íà÷àëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî äëÿ ìèíèìèçàöèè f(x) íà ìíîæåñòâå Gik ïðîäåëàòü,
íà÷èíàÿ ñ yik, îïðåäåëåííîå ÷èñëî øàãîâ èçâåñòíûì ãðàäèåíòíûì èëè ñóá-
ãðàäèåíòíûì àëãîðèòìîì â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ öåëåâîé ôóíêöèè. Òàêèì
îáðàçîì, íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà îòñå÷åíèé áóäåò ïîñòðîåí íîâûé
àëãîðèòì, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü òàêîãî ñìåøàííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îáîñ-
íîâàííîé â ñèëó òåîðåìû 2.

Îáùíîñòü óñëîâèé çàäàíèÿ òî÷åê xk â ìåòîäå 2.2 ïîçâîëÿþò òàêæå ïðèìå-
íèòü íà ýòàïå èõ íàõîæäåíèÿ ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ. À èìåííî, ìîæ-
íî íà øàãå i = ik ëþáûìè àëãîðèòìàìè ïàðàëëåëüíî ïîñòðîèòü íåêîòî-
ðîå ÷èñëî âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê w1

k, . . . , w
l
k, l ≥ 1, òàêèõ, ÷òî wj

k ∈ Gik ,
f(wj

k) < f(yik), j = 1, . . . , l, à çàòåì èñêîìóþ òî÷êó xk âûáðàòü èç óñëîâèÿ
f(xk) = min{f(w1

k), . . . , f(wl
k)}.

Â § 2.3 ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíîãî ìåòîäà óðîâíåé äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1), ãäå f(x) − âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, à D − âûïóêëîå îãðàíè÷åííîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ãëàâíîå îòëè÷èå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îò èçâåñòíîãî
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çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íåì çàëîæåíà âîçìîæíîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî îòáðà-
ñûâàíèÿ íàêàïëèâàþùèõñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé, ÷òî äå-
ëàåò ïðåäëîæåííóþ ìîäèôèêàöèþ ïðèâëåêàòåëüíîé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ. Äðóãîå íåìàëîâàæíîå îòëè÷èå ýòîãî ìåòîäà îò èçâåñòíîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â áîëåå îáùåì ñïîñîáå çàäàíèÿ èòåðàöèîííûõ òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, â
ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé ìîæíî ïðèâëåêàòü ïà-
ðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Äàëåå â § 2.4, îñíîâûâàÿñü íà ñïîñîáå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíî-
æåñòâ èç § 2.2, ðàçðàáàòûâàåòñÿ åùå îäèí ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷è (1) ñ
âûïóêëîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Â ìåòîäå ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííûõ òî÷åê
ïðîèñõîäèò àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâàìèMi íàäãðàôèêà íå öåëåâîé ôóíêöèè
f(x), à íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè g(x). Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îò ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ,
ÿâëÿåòñÿ çàëîæåííûé â íåì íîâûé êðèòåðèé îöåíêè êà÷åñòâà àïïðîêñèìèðó-
þùèõ ìíîæåñòâ Mi, à çíà÷èò, è êðèòåðèé îòáðàñûâàíèÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêî-
ñòåé. À èìåííî, êàê òîëüêî èòåðàöèîííàÿ òî÷êà èçMi ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêà ê íàäãðàôèêó ôóíêöèè g(x), êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñ÷èòàåòñÿ ïðè-
åìëèìûì, è ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå ìíîæåñòâà Mi.

Äàííûé ìåòîä çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîçâîëÿåò íàéòè ε-ðåøåíèå çàäà÷è
(1). Åñëè æå ïîñëå íàõîæäåíèÿ ε-ðåøåíèÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé
ïðîäîëæàåòñÿ, òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó ðåøåíèé. Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ìåòîä,
êàê è ìíîãèå ïðåäûäóùèå, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñìåøàííûå àëãîðèòìû ñ ïðè-
âëå÷åíèåì äðóãèõ èçâåñòíûõ ìåòîäîâ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Êðîìå òîãî,
ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèé â ìåòîäå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïàðàëëåëüíûå
âû÷èñëåíèÿ.

Â ãëàâàõ 1, 2 ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îòñå÷åíèé, â êîòîðûõ ïðè ïîñòðîåíèè
èòåðàöèîííûõ òî÷åê, èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ëèáî äîïóñòèìîé îáëàñòè,
ëèáî íàäãðàôèêà ôóíêöèè. Â òðåòüåé ãëàâå äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ñòðîÿòñÿ ìåòîäû îòñå÷åíèé, â êîòîðûõ ïðè íàõîæäåíèè ïðèáëèæå-
íèé ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàê äîïóñòèìîé îáëàñòè, òàê è íàäãðàôèêà
öåëåâîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ìíîãîãðàí-
íûìè ìíîæåñòâàìè ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðåøàòü íà êàæäîì øàãå
ïðè ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Îáñóæäàþòñÿ ðåàëèçàöèè, îáîñíîâûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ðàçðàáî-
òàííûõ ìåòîäîâ.

Â § 3.1 ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ìåòîä îòñå÷åíèé äëÿ çàäà÷è (1), ãäå f(x) −
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ìåòîä ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Íà i-îì øàãå ìåòîäà íàõîäèòñÿ òî÷êà (yi, γi) êàê ðåøåíèå
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çàäà÷è
min{γ : (x, γ) ∈Mi, x ∈ Gi, γ ≥ α},

ãäå Mi ⊂ Rn+1 � ìíîæåñòâî, àïïðîêñèìèðóþùåå íàäãðàôèê öåëåâîé ôóíê-
öèè,Gi ⊂ Rn � ìíîæåñòâî, àïïðîêñèìèðóþùåå îáëàñòü îãðàíè÷åíèé â îêðåñò-
íîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, α � íèæíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ f ∗. Êîìïîíåíòà
yi, íàéäåííîé òî÷êè, ïðèíèìàåòñÿ çà òåêóùóþ èòåðàöèîííóþ òî÷êó. Äàëåå
ñòðîÿòñÿ î÷åðåäíûå àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîæåñòâà Mi+1 è Gi+1. Ïåðâîå èç
íèõ − ïóòåì îòñå÷åíèÿ îò ìíîæåñòâà Mi òî÷êè (yi, γi), à âòîðîå − íà îñíîâå
îòñå÷åíèÿ îò Gi ïðèáëèæåíèÿ yi â ñëó÷àå yi /∈ D. Îòñå÷åíèÿ â ïðåäëàãàåìîì
ìåòîäå ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå îáîáùåííî-îïîðíûõ ýëåìåíòîâ ê íàäãðàôèêó öåëå-
âîé ôóíêöèè èëè ê äîïóñòèìîé îáëàñòè. Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
âûáîðà íà÷àëüíûõ ïîãðóæàþùèõ ìíîæåñòâ, à òàêæå ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïî-
ñòðîåíèÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé.

Íà îñíîâå èäåè îäíîâðåìåííîé àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà öåëåâîé ôóíê-
öèè è îáëàñòè îãðàíè÷åíèé â § 3.2 ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé ñ îáíîâëåíè-
åì àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(1) ñ îáëàñòüþ D, çàäàííîé â âèäå (2), ãäå D′ = {x ∈ Rn : F (x) ≤ 0}, F (x) −
âûïóêëàÿ â Rn ôóíêöèÿ.

Ïóñòü D′ε = {x ∈ Rn : F (x) ≤ ε}, f ∗ = min{f(x) : x ∈ D}, X∗(ε) = {x ∈
D : f(x) ≤ f ∗ + ε}, ãäå ε ≥ 0, x∗ = arg min {f(x) : x ∈ D}.
Ìåòîä 3.2. Âûáèðàþòñÿ âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâàM0 ⊂ Rn, G0 ⊂

Rn+1 òàêèå, ÷òî x
∗ ∈ M0, epi (f,Rn) ⊂ G0, è äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, γ) ∈ G0,

ãäå x ∈ M0, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî γ ≥ γ > −∞. Çàäàþòñÿ ÷èñëà ε0 > 0,
δ0 > 0, è ïîëàãàåòñÿ i = 0, k = 0.
1. Îòûñêèâàåòñÿ òî÷êà (yi, γi), ãäå yi ∈ Rn, γi ∈ R1, êàê ðåøåíèå çàäà÷è

min{γ : x ∈Mi ∩D′′, (x, γ) ∈ Gi}.

Åñëè yi ∈ D′, è f(yi) = γi, òî yi � ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.
2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ yi ∈ D′ è f(yi) − γi ≤ δk, òî yi ∈ X∗(δk). Äàëåå

ïðîöåññ ëèáî çàâåðøàåòñÿ, ëèáî ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 3.
3. Ñòðîÿòñÿ ìíîæåñòâà Mi+1, Gi+1 ñïîñîáàìè, çàâèñÿùèìè îò âûïîëíåíèÿ

äëÿ òî÷êè (yi, γi) ñëåäóþùèõ óñëîâèé.
à) Ïóñòü (yi, γi) òàêîâà, ÷òî yi /∈ D′εk. Òîãäà ñòðîÿòñÿ îïðåäåëåííûì îáðà-

çîì î÷åðåäíûå àïïðîêñèìèðóþùèå ìíîæåñòâàMi+1, Gi+1. ÌíîæåñòâîMi+1 �
íà îñíîâå îòñå÷åíèÿ ïðèáëèæåíèÿ yi îò Mi, à Gi+1 � ïóòåì îòñå÷åíèÿ òî÷êè
(yi, γi) îò Gi.

á) Ïóñòü òî÷êà (yi, γi) òàêîâà, ÷òî yi ∈ D′εk, íî ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî f(yi) − γi > δk. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, ïîëàãàåòñÿ Mi+1 = Mi, åñëè
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yi ∈ D′, ëèáî ìíîæåñòâî Mi+1 ñòðîèòñÿ ñîãëàñíî ï. 3à), åñëè yi ∈ D′εk \ D
′.

Âî-âòîðûõ, ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî Gi+1 òàêæå, êàê è â ï. 3à).
â) Ïóñòü äëÿ òî÷êè (yi, γi) îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ yi ∈ D′εk è f(yi) −

γi ≤ δk. Âî-ïåðâûõ, åñëè yi ∈ D′, òî ïîëàãàåòñÿ Mi+1 = Mi, à â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Mi+1 ⊆M0 òàêîå, ÷òî x

∗ ∈Mi+1, è yi /∈Mi+1. Âî-âòîðûõ, ñòðîèòñÿ âûïóêëîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Si ⊂ G0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû epi (f,Rn) ⊂ Si, äàëåå
íåêîòîðûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî Gi+1 ⊂ Si. Â-òðåòüèõ, ïîëàãàåò-
ñÿ ik = i, xk = yik , σk = γik, çàäàþòñÿ εk+1 > 0, δk+1 > 0, è çíà÷åíèå k
óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.
4. Ñëåäóåò ïåðåõîä ê ï. 1 ïðè i, óâåëè÷åííîì íà åäèíèöó.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáíîâëåíèå àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâ â ìåòîäå 3.2

ïðîèñõîäèò íà òåõ èòåðàöèÿõ, êîãäà îäíîâðåìåííî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè
äîïóñòèìîé îáëàñòè è êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè íàäãðàôèêà ÿâëÿþòñÿ óäî-
âëåòâîðèòåëüíûìè.

Çà ñ÷åò âûáîðà ìíîæåñòâ Qi, Si ìîæíî ïðîâîäèòü îáíîâëåíèÿ ïîãðóæà-
þùèõ ìíîæåñòâ ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ íàêàïëèâàþùèõñÿ îòñåêàþùèõ ïëîñêî-
ñòåé. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì i = ik äëÿ òî÷êè (yi, γi) âûïîëíèëèñü îäíîâðåìåí-
íî óñëîâèÿ f(yi) − γi ≤ δk, yi ∈ D′εk . Ïîëîæèì, íàïðèìåð, Qi = Qik = Mr,
Si = Sik = Gl, ãäå 0 ≤ r ≤ ik, 0 ≤ l ≤ ik. Ïîñêîëüêó Mr ⊂ M0, Gl ⊂ G0 äëÿ
âñåõ r = 0, . . . , ik, l = 0, . . . , ik, à êðîìå òîãî, x∗ ∈ Mr, epi (f,Rn) ⊂ Gl äëÿ
âñåõ r = 0, . . . , ik, l = 0, . . . , ik, òî â êà÷åñòâå Qik ìîæíî âûáðàòü ëþáîå èç
ïîñòðîåííûõ ê ik-îìó øàãó ìíîæåñòâ M0, . . . ,Mik , à â êà÷åñòâå Sik − ëþáîå
èç ìíîæåñòâ G0, . . . , Gik . Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü Qik = M0, Sik = G0,
òî ïðîèçîéäåò îòáðàñûâàíèå âñåõ íàêîïèâøèõñÿ ê øàãó i = ik îòñåêàþùèõ
ïëîñêîñòåé, è ìíîæåñòâà Mi+1, Gi+1 ïîñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìíîæåñòâ M0, G0

ïóòåì îòñå÷åíèÿ òî÷åê yi, (yi, γi) îò M0 è G0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíûõ ìíîæåñòâMi+1 â îòñå÷åíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñóá-

ãðàäèåíòû ôóíêöèè F (x), à ïðè ïîñòðîåíèè Gi+1 � ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèè
f(x).

Â ïàðàãðàôàõ 1.5, 2.5 è 3.3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, êîòîðûå ïðîâîäèëèñü ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàí-
íûõ â §§ 1.1, 1.2, 2.1, 2.2, 3.3. Óêàçàííûå ìåòîäû ïðîãðàììíî ðåàëèçîâà-
íû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ â ñðåäå Microsoft Visual Studio 2008.
Ìåòîäû èç §§ 1.1, 1.2, 3.3 òåñòèðîâàëèñü íà çàäà÷àõ, â êîòîðûõ äîïóñòèìàÿ
îáëàñòü çàäàâàëàñü íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Îñòàëüíûå èç óêàçàííûõ ìå-
òîäîâ èññëåäîâàëèñü íà ïðèìåðàõ, â êîòîðûõ îáëàñòü îãðàíè÷åíèé ÿâëÿëàñü
ìíîãîãðàííèêîì, à öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âûáèðàëàñü íåëèíåéíîé. Èññëåäóåìûìè
ìåòîäàìè ðåøåíî çíà÷èòåëüíî ÷èñëî òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ ðàçëè÷íûì êî-
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ëè÷åñòîâîì ïåðåìåííûõ (äî 50) è îãðàíè÷åíèé (äî 50). Êàæäàÿ çàäà÷à ðå-
øàëàñü òåñòèðóåìûì ìåòîäîì êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóð îòáðàñûâàíèÿ
îòñå÷åíèé, òàê è áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðîöåäóð îáíîâëåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùèõ
ìíîæåñòâ. Ðàññ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå â êàæäîì èç èññëåäîâàííûõ
ìåòîäîâ îïðåäåëåííûõ ïðîöåäóð îáíîâëåíèÿ ñïîñîáñòâîâàëî çíà÷èòåëüíîìó
óñêîðåíèþ ðåøåíèþ âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèëè âûðàáîòàòü ðåêîìåíäàöèè ïî çàäàíèþ íåêîòîðûõ
ïàðàìåòðîâ ìåòîäîâ.
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