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О- 779348 
Общая характеристика работы 

Цель работы. Диссертация посвящена исследованию геометриче­

ских и топологических свойств римановых и лоренцевых многообразий 

со специальными группами голономии. 

Постановка задач и актуальность темы диссертации. Первое 

упоминание о голоно.м:ии (а именно, использование термина «голоном­

ные• и «неголономные• связи в классической механике) датируется 1895 
годом и принадлежит Герцу [27, 37). В математических работах поня­
тие голономии впервые возникло в 1923 году у Э . Картана [16, 17, 19] 
применительно к римановым многообразиям, и уже имело современ­

ный смысл. Кратко говоря , группа голономии Hol(M) С О(п) римано­
ва многообразия мn порождается операторами параллельных перено­

сов относительно связности Леви - Чивита вдоль путей, начинающихся 

и заканчивающихся в фиксированной точке р Е М. Если рассмотреть 

только стягиваемые петли, то мы получим ограниченную группу голоно­

мии Но!0 (М), которая является связной компонентой единицы в группе 
Hol(M). Везде в диссертации многообразия предполагаются односвяз­
ными, и поэтому Hol(M) = Но!0 (М). Интуитивно ясно, что если Но!(М) 
не будет совпадать с максимально возможной группой изометрий SO(n) 
касательного пространства ТрМ, то это должно свидетельствовать о на­

личии ограничений на геометрию риманова многообразия. И действи­

тельно, каждой специальной группе голономии отвечает та или иная 

специальная геометрия. 

Глобальный характер группы голономии риманова многообразия под­

черкивается теоремой де Рама о разложении. Очевидно, что если рима­
ново многообразие М является прямым произведением римановых мно­

гообразий М1 и М2 , то Hol(M) = Hol(M1 ) х Hol(M2) (вместе с соответ­
ствующим разложением представления группы голономии}. В случае, 

если риманово многообразие полно, то верно обратное: 

Теорема [36) . Пусть М - по.п:ное ри.маново многообразие, группа 

голономии G которого явл.яетс.я произведением двух групп G 1 и G2 , а 
представление голономии групп'Ы G раскладывается в сумму представ­
лений G 1 и G2 . Тогда М изометри-чно прямому произведению двух ри­

мановьtх пространств М1 и М2, где Hol(M1) = G1 и Hol(M2) = G2, а 
nредставлени.я групп G1 и G2 совпадают с представлениями голономии 

М1 и М2. 

Естественным образом возникает задача классификации римановых 
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групп голономии: какие группы могут бить группами голономии ри­

манова многообрази.я? 

При решении этой задачи можно сразу ограничиться полными непри­

водимыми римановыми многообразиями, т.е. такими, представление го­

лономии которых не обладает инвариантными подпространствами в ТрМ. 
В силу теоремы разложения де Рама такие многообразия не расклады­

ваются в прямое произведение, и обратно, любое полное риманово мно­

гообразие раскладывается в произведение неприводимых. 

Важный пример римановых многообразий со специальными группа­

ми голономии дают симметрические пространства: 

Теорема (19] . Пусть мn - симметрическое пространство и G -
группа Ли изометрий М, порожденна.я всеми отражени.я.м.и, перево­

рачивающими геодезические. Предположим, что Н С G - группа изо­
тропии М, относительно вибранной точки. Тогда М = G / Н, и группа 
голономии Hol(M) совпадает с Н, а представление голономии совпада­
ет с представлением изотропии G / Н. 

Картаном [18] задача описания односвязных римановых симметри­
ческих пространств была сведена к теории групп Ли, и им был получен 

список всех таких пространств . Следующее важное продвижение в за­

даче классификации было сделано Верже: 

Теорема (7]. Пусть М - односвязное неприводимое риманово мно­
гообразие размерности п, не являющееся локально симметри'Ческим. 

Тогда имеет место один из следующих слу'Чаев. 

1) Hol(M) = SО(п) - общий слу<tай, 

2) п = 2m, где т ~ 2 и Hol(M) = И(т) С S0(2m) 
кэлерови многообразия, 

3) п = 2m, где т ~ 2 и Hol(M) = SU(m) С S0(2m) -
специальние кэлерови многообразия, 

4) п = 4т, где т ~ 2 и Hol(M) = Sp(m) С S0(4m) -
гиперкэлерови многообразия, 

5) п = 4т, где т ~ 2 и Hol(M) = Sp(m)Sp(1) С S0(4m) 
кватернионно-кэлеровы многообрази.я, 

6) п = 7 и Hol(M) = G2 с S0(7), 
7) n = 8 и Hol(M) = Spin(7) с S0(8). 

В оригинальном списке Верже присутствовал также случай п = 16 и 
Hol(M) = Spin(9) С S0(16). Однако в (1, 11] было доказано что в этом 
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случае М является симметрическим и (локально) изометрично проек­

тивной плоскости Кэли СаР2 . 
Таким образом, для решения задачи классификации нужно понять 

какие из групп списка Верже могут быть реализованы как группы го­

лономии полных римановых многообразий. При этом возникают два ас­

пекта задачи классификации: доказательство того, что группа Верже 

реализуется как группа голономии (неполной) локально определенной 
римановой метрики; нахождение полной римановой метрики с данной 

группой голономии. Вторая задача, особенно в случае построения рима­

новой метрики на замкнутом многообразии является существенно более 

трудной. С другой стороны, построение полной метрики кажется ра­

зумным требованием, в силу глобального характера группы голономии 

(нельзя потенциально исключить случай, что петли, которые могут ухо­

дить «достаточно далеко~ от фиксированной точки окажут решающее 

влияние на группу голономии). Далее мы пройдемся кратко по списку 

Верже и прокомментируем каждый случай. 

Кэлеровы пространства хорошо изучены, и примеров кэлеровых про­

странств с группой голономии И(т) можно приводить очень много [4, 5]. 
Римановы многообразия, группа голономии которых содержится в 

SU(m) называются многообразиями Калаби - Яу (название связано с 
теоремой Ка.паби - Яу, цитированной ниже), или специальными кэле­

ровыми многообразиями. Можно показать, что специальные кэлеровы 

многообразия являются Риччи-плоскими [5, 2]. Уже из этого факта ясно, 
что построение таких многообразий является трудной задачей. Первый 

пример полной римановой метрики с группой SU(m) был построен Ка­
лаби [15]. 

Существование специальных кэлеровых метрик на компактных мно­

гообразиях стало возможным показать после доказательства Яу гипо­

тезы Калаби [39]: компактное кэлерово многообразие с нулевым пер­
вым классом Чженя допускает специальную кэлерову метрику, кэле­

рова форма которой когомологична исходной кэлеровой форме. Пер­

вым и наиболее известным примером такого многообразия является КЗ­

поверхность, которую, пользуясь конструкцией Куммера можно пред­

ставить следующим образом. 

Рассмотрим инволюцию плоского тора Т4 , возникающую из централь­
ной симметрии евклидова пространства JR.4 . После факторизации полу­
чаем орбифолд с 16 особыми точками, окрестности которых устроены 
как С2 j'L2 . Выполнив раздутие полученного орбифолда в окрестности 
каждой особой точки, мы получаем двумерное комплексное многообра-
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зие - К3-поверхность. Поскольку ее первый класс Чженя равен нулю, 

то на К3 по теореме Калаби - Яу существует специальная кэлерова 

метрика. Более того, пространство модулей таких метрик имеет размер­

ность 58. 
Геометрическое объяснение этой размерности, также как и «каче­

ственное~ описание специальных кэлеровых метрик на К3 было дано 

Пэйджем /35] . Центральную роль в конструкции Пэйджа играет мет­
рика Эгучи - Хансона /21]. Эта метрика является метрикой с груп­
пой голономии 5U(2) на Т* 5 2 и асимптотически выглядит как плоская 
метрика на С2 /Z2. Топологически конструкция раздутия особой точки 
вида С2 /Z2 в Т4 /Z2 устроена так : надо выколоть особенность и отож­
дествить ее окрестность с пространством шарового расслоения в Т* 5 2 

без нулевого слоя 5 2 . Пэйдж предложил рассмотреть на Т* 5 2 метри­
ку, гомотетичную метрике Эгучи - Хансона с достаточно малым ко­

эффициентом гомотетии, так что на границе приклеиваемого шарового 

расслоения метрика становится сколь угодно близка к плоской . После 

этого надо слегка деформировать метрику на торе так, чтобы получить 

гладкую метрику на К3-поверхности с голономией 5И(2). Простой под­

счет степеней свободы при выполнении этой операции показывает, что 

таким образом получается 58-мерное семейство метрик , что совпадает 

с известными результатами о размерности пространства модулей таких 

метрик /39]. 
Гиперкэлеровы многообразия также являются многообразиями Ка­

лаби - Яу, но их группа голономии меньше, чем 5U(2m) и совпадает с 
5p(m). Теорема Калаби - Яу также может быть использована для их 

построения, и более того , построение гиперкэлеровых многообразий ока­

залось более легким, чем специальных кэлеровых. Детали можно найти 

в /30]. Отметим, что первая полная риманова гиперкэлерова метрика 
была найдена Калаби [15] . 

Кватернионно-кэлеровы многообразия интересны тем , что являются 

эйнштейновыми (не являясь вообще говоря кэлеровыми). Классическим 

примером являются кватернионные проективные пространства JIOpn, яв­
ляющиеся симметрическими . Есть гипотеза (до сих пор не доказанная) , 
что этими пространствами исчерпываются компактные кватернионно­

кэлеровы многообразия. В некомпактном случае, существует много од­

нородных кватернионно-кэлеровых пространств , классифицированных 

в [1, 20] . 
Наконец, оставшиеся последними в списке Верже случаи Но! = G2 

и Но! = 5pin(7) представляют особый интерес с позиций диссертации . 
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Эти две группы голономии принято называть исклю'Чиmел.ьны.ми груп­

пами голономии. Довольно долго не было известно ни одной римановой 

метрики с исключительными группами голономии . Только в 1987 году 
примеры неполных (локально определенных) метрик с группами голо­

номии Spin(7) и G2 были построены Брайантом в ll2J . Затем в 1989 году 
Брайантом и Сэламоном [14] были построены первые примеры полных 
римановых метрик с исключительными голономиями на некомпактных 

пространствах. И лишь в 1996 году Джойс [28, 29J при помощи кон­
струкции, восходящей к Пэйджу и довольно тонкого анализа смог дока­

зать существование компактных примеров. Систематическое изложение 

результатов Джойса можно найти в [30J. Ковалёв построил новые при­
меры компактных многообразий с группой голономии G2 , отличные от 

примеров Джойса, при помощи конструкции связной суммы используя 

трехмерные поверхности Фано {33J . На данный момент вопрос о суще­
ствовании римановых метрик с группами голономии Spin(7) и G2 на тех 

или иных многообразиях (компактных или некомпактных) остается до 

конца неясным . 

Новый интерес к некомпактным примерам возник относительно недав­

но со стороны математической физики. Было предложено использование 

некомпактных метрик с группами голономии Spin(7) в так называемой 
М-теории. В работах {23, 24, 25, 26, 31, 32] был построен ряд новых 
полных примеров, часть которых является не многообразиями, а орби­

фолдами. Все эти метрики автоматически являются Риччи-плоскими и 

асимптотически ведут себя либо как конусы, либо как произведения ко­

нусов на окружности. Все построенные примеры представляют собой 

метрики кооднородности один, т.е. расслаиваются на однородные семи­

мерные слои. 

Некомпактные римановы многообразия со специальными группами 

голономии (а именно этому случаю посвящена диссертация) занимают 
свое собственное положение в теории групп голономии римановых про­

странств, и важность их изучения мотивируется следующими причина­

ми. Теорема Калаби - Яу хотя и дает исчерпывающий ответ на вопрос 

о существовании специальных кэлеровых метрик, но вопрос о строении 

таких метрик остается неясным. Нет речи о сколь-нибудь явном постро­

ении метрик Калаби - Яу на замкнутых многообразиях; однако и «ка­

чественное• строение таких метрик теорема Калаби - Яу не проясняет. 

Пожалуй единственный подход связан с описанным выше методом Пэй­

джа для построения метрик Калаби - Яу на К3-поверхности: действи­

тельно, в этом случае мы можем достаточно точно понять как устрое-
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на метрика с группой голономии SU(2) (по крайней мере вблизи особой 
плоской метрики на Т4 /Z2). При этом в методе Пэйджа принципиальное 
значение играет явный вид метрики Эгучи - Хансона на некомпактном 

многообразии Т* S 2 • Этот пример является в определенном смысле мо­
дельным: Джойс, при построении своих метрик использовал именно эту 

идею. В цитированной выше работе Ковалёва также используется кон­

струкция связной суммы двух некомпактных многообразий, имеющих 

специальные группы голономии. 

Итак, резюмируя, мы можем сказать, что для качественного понима­

ния метрик со специальными группами голономии, метрики на неком­

пактных многообразиях полезны, поскольку: во-первых, уравнения для 

них существенно проще и решаются либо явно, либо существует хоро­

шее качественное описание решений; во-вторых, можно моделировать 

при помощи них метрики на компактных многообразиях (например в 

духе конструкции Пэйджа); в-третьих, с точки зрения математической 

физики представляют интерес именно метрики на некомпактных мно­

гообразиях (или орбифолдах) . 
Другая «логическая» часть диссертации посвящена группам голоно­

мии некомпактных лоренцевых многообразий . Отметим, что в этом слу­

чае рассмотрение компактных лоренцевых многообразий вообще вряд 

ли является осмысленным (по крайней мере с точки зрения физических 

приложений), поскольку можно доказать, что любое ориентированное во 
времени компактное лоренцево многообразие содержит замкнутую вре­

мениподобную кривую (образно говоря, «существует петля времени») 

[3). 
Что касается групп голономии псевдоримановых многообразий, по 

отношению к классическому риманову случаю, то здесь ситуация ослож­

няется наличием неразложимых групп голономии, не являющихся непри­

водимыми. Более подробно, пусть (N, g) - псевдориманово многообра­

зие с группой голономии G = Holp(N), р Е N. Представление голономии 
называется разложимым, если существует G-инвариантное разложение 

такое что т ~ 2 и Wi =/:-О для всех i = 1, ... , т. В противном случае пред­
ставление называется неразл.ожuмъ~м. Представление голономии назы­

вается неnриводuм'Ы.М, если не существует нетривиального собственного 

С-инвариантного подпространства W С TpN. Теорема де Рама обобщен­
ная на псевдориманов случай утверждает следующее [36, 38): псевдори­
маново многообразие с разложимым представлением голономии локаль-
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но изометрично произведению (JRkt , 91) х ... х (JRkr, 9r), где ki = dim wi 
и Holp(N) = Н1 х . .. х Hr . Более того, если N односвязно и геодезически 
полно , то (N,g) изометрично (N1 ,g1 ) х ... х (Nr,9r), где Hi - группа 

голономии (Ni , gi), i = l, . .. ,r . 
В работах [7 , 13J был получен список кандидатов в неприводимые 

группы голономии псевдоримановых многообразий, и в [13) все эти груп­
пы были реализованы как группы голономии псевдоримановых про­

ст!)анств . При анализе списка из (7, 13) видно, что в лоренцевом слу­
чае не может быть неприводимых групп голономии, кроме SO(n + 1, 1) . 
Таким образом, задача классификации специальных групп голономии 

лоренцевых пространств сводится к исследованию неразложимых пред­

ставлений голономии, не являющихся неприводимыми . 

В [8) были изучены алгебры голономии неразложимых лоренцевых 
многообразий, не являющихся неприводимыми. С каждой такой алгеб­

рой g С so(n + 1, 1) была ассоциирована ее ортогональная -часть h С 
so(n), причем для данной ортогональной части существуют ровно четы­
ре типа алгебры g, которые потенциально могут быть алгебрами голо­
номии лоренцева многообразия: 

g'·" = {о 
х -Ат ) la Е 1< , Х Е к• , л Е h с so(n)}; А 

о 

•"" = { ( 

о х о 

) IX Е JR•,A Е h с so(n)}; о А -хт 
о о о 

g'·"·• = { ( 
ф(А) х -~т) IXEIR.,AEhCso(n)}, о А 

о о -ф(А) 

где центр Z(h) алгебры h нетривиален и ф: h -t IR - ненулевое линейное 

отображение, такое что Фlь· = О (через h' мы обозначаем коммутант 
алгебры Ли h); 

••••• т.ф = { ( ~ 
х 

А 

о 

о 

ф(А) 
о 

о 

о 

-хт о ) } -ф~А)т IX Е IRm, А Е h С so(m) , 

где О< т < п, dim Z(h) ~ n-m и ф: h -t !Rn-m - сюръективное линей­

ное отображение , такое что Фlь• = О . Этим алгебрам отвечают четыре 
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группы Ли G1 ·н, G2·н, аз .Н,ф и а4 .Н,т,ф, зависящие ОТ ортогональной 
части Н - группы Ли, отвечающей алгебре Ли h . 

В [34] было доказано, что если g С so( n+ 1, 1) является алгеброй голо­
номии неразложимого лоренцева многообразия, не являющегося непри­

водимым, то ее ортогональная часть h является алгеброй голономии ри­
манова многообразия. В работе [8] часть этих типов алгебр были, также 
локально, реализованы как алгебры голономии локально определенных 

лоренцевых метрик, в работе {22] были реализованы (локально) алгебры 
всех четырех типов. 

Однако вопрос о глобальном строении лоренцевых метрик со специ­

альными голономиями до сих пор до конца не ясен. Более того, даже по­

становка задачи осложнена неоднозначностью понимания «полноты» в 

лоренцевой геометрии. В работе [6] была предложена задача построения 
глобально гиперболических лоренцевых многообразий для каждого спе­

циального типа группы голономии. Кратко говоря, глобально гипербо­

лическое лоренцево пространство - это пространство обладающее про­

странственноподобной гиперповерхностью, с которой любая непродол­

жаемая непространственноподобная кривая пересекается ровно в одной 

точке [3] . Это одно из самых сильных условий причинности , наиболее 

полезное для математической физики. В [6] часть специальных групп 
голономии (а именно тип 2) был реализован глобально гиперболически­
ми лоренцевыми многообразиями. 

Основные результаты диссертации. 

1. Предложен метод, позволяющий строить метрики с группами го­

лономии Spin(7) и G2 по произвольному семимерному 3-сасакиеву 

многообразию. При помощи данного метода построены новые пол­

ные римановы метрики с группой голономии Spin(7) на некото­
рых некомпактных гладких многообразиях (в том числе однопа­

раметрические семейства таких метрик), и с группами голономии 

Spin(7) и G2 на некомпактных орбифолдах . 

2. В явном виде найдены Риччи-плоские римановы метрики с груп­
пой голономии SU(2) на кокасательных расслоениях к взвешенным 
комплексным проективным прямым, обобщающие метрику Эгу­

чи - Хансена. При помощи построенных метрик получено опи­

сание пространства модулей метрик с группой голономии SU(2) 
на КЗ-поверхности в окрестности предельной плоской метрики на 

Т4 /Zз. 
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3. Доказано, что на каждом односвязном компактном четырехмер­
ном Т2-многообра.зии существует риманова метрика положитель­
ной кривизны Риччи, инвариантная относительно данного действия 

тz . 

4. Для каждой группы голономии лоренцева пространства (за ис­
ключением тех, ортогональная часть которых содержит в качестве 

прямого слагаемого группу изотропии кэлерова симметрического 

пространства ранга большего один) доказано существование гло­

бально гиперболического лоренцева многообразия с данной груп­

пой голономии. 

Научная новизна, теоретическая и практическая ценность. 

Все основные результаты диссертации являются новыми, снабжены до­

казательствами и своевременно опубликованы. 

Диссертация имеет теоретический характер. Ее результаты могут 

быть использованы в Институте математики СО РАН, Математическом 

институте им. В. А. Стеклова РАН, Петербургском отделении Матема­

тического института РАН, Московском государственном университете 

им. М. В. Ломоносова, Санкт-Петербургском, Новосибирском, Омском, 

Алтайском и других государственных университетах. 

Методы исследования. В диссертации используются методы тео­

рии групп голономии (псевдо)римановых пространств. Задача постро­

ения метрик с группой голономии Spin(7) и G 2 сводится к исследова­

нию некорректно определенной краевой задачи для системы нелиней­

ных дифференциальных уравнений на функции, определяющие метри­

ку. При исследовании пространства модулей метрик с группой голоно­

мии SU(2) на КЗ-поверхности использованы методы, развитые Джойсом 
для построения римановых метрик с исключительными группами голо­

номии. Теория четырехмерных Т2-многообразий использовалась для ис­
следования метрик голономии SU (2) на взвешенных проективных ком­
плексных прямых и для построения метрик с положительной кривизной 

Риччи. Для построения глобально гиперболических лоренцевых много­

образий используется методы теории причинности в лоренцевой геомет­

рии. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на 

различных международных и всероссийских конференциях: на между­

народной конференции ~нелинейные методы в топологических зада­

чах~, проходившей в Бедлево в 2006, на Международном математиче­
ском конгрессе, проходившем в Мадриде в 2006, на международной кон-
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ференции, посвященной 95-летию со дня рождения А . Д. Александрова, 

проходившей в С.-Петербурге в 2007, на Всероссийской конференции, 
проходившей в Челябинске в 2006 и других; на семинарах • Геометрия , 

топология и их приложения» (рук . И . А . Тайманов) Института мате­

матики СО РАН и •Алгебраическая топология и ее приложения» (рук . 
В . М . Бухштабер и Т. Е. Панов) Механико-математического факультета 

МГУ и др. 

Публикации. Все результаты диссертации опубликованы в журна­

лах, рекомендованных ВАК [40, 41 , 42, 43, 44, 45, 46]. Две работы явля­
ются совместными : статья [43] выполнена совместно с Е. Г. Мальковичем 
и статья [46] - совместно с И. В. Матвиенко. Эти работы получены в 
процессе неразделимой творческой деятельности авторов. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе­

ния, пяти глав и списка литературы. Она изложена на 165 страницах 
текста, библиография содержит 91 наименование. 

Автор выражает признательность научному консультанту И . А . Тай­

манову за многочисленные полезные обсуждения на всем протяжении 

работы над темой диссертации. 

Содержание диссертации. 

Введение. Во введении дается обзор современного состояния теории 

групп голономии римановых и лоренцевых пространств, а также описы­

ваются результаты, составляющие основное содержание диссертации. 

Глава 1. Данная глава посвящена изложению используемых в дис­
сертации сведений о группах голономии и связанных вопросов, и состоит 

из трех параграфов . 

В параграфе 1.1 приводятся основные результаты о группах голоно­
мии римановых пространств, подробно описываются геометрии из спис­

ка Верже. 

Параграф 1.2 посвящен изложению теории 3-сасакиевых многообра­
зий, необходимых для конструкции метрик с исключительными группа­

ми голономии . 

В параграфе 1.3 приведены сведения о специальных группах голо­
номии лоренцевых пространств, указаны алгебры и группы из списка 

Бержери - Икемах:ена, являющегося аналогом списка Верже для ло­

ренцевой геометрии . 

Глава 2. В этой главе, состоящей из шести параграфов, описана кон­
струкция, позволяющая строить метрики с группами голономии Spin(7) 
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и G2 по произвольному семимерному 3-сасакиеву многообразию М . 
Параграф 2.1 начинается с обсуждения двух возможностей гладкого 

разрешения конусной особенности пространства М = (О, оо) х Мс мет­
рикой dt2 + t2g, где g - 3-сасакиева метрика на М. Пространство М1 
получается при затягивании на «уровне• t = О каждого трехмерного 

слоя 3-сасакиева слоения М в точку, при этом сечение { t} х М кол­

лапсирует при t = О в кватернионно-кэлерово пространство О = М / 5 3 . 

Показывается , что М 1 является пространством расслоения над О с об­

щим слоем IR.4 либо IR.4 /'ll2 (в зависимости от М), ассоциированным с 
главным расслоением М--+ О. 

Аналогично, если при t = О затянуть в точку каждую окружность , 

соответствующую одному характеристическому полю М, скажем 6 , то 
получается пространство М2 . При этом каждое сечение {t} х М коллап­
сирует при t = О в твисторное пространство Z = М / 5 1 , где действие 5 1 

порождается киллинговым полем 6 - Показывается, что М2 является 
пространством векторного расслоения над Z со слоем IR.2 , ассоцииро­
ванным с главным расслоением М --+ Z. Получающиеся таким образом 
пространства М 1 и М2 в общем случае являются орбифолдами, однако 
при М = IR.P7 , 57 , SU(3)/U(1)ц гладким восьмимерным многообразием 
является пространство M2 /'llт (при любом т), а при М = 5 7 - про­
странство М 1 . 

Далее рассматривается риманова метрика 

3 

[J = dt2 + L A;(t) 2 ТJl + B(t) 2 gl1i, (2.1) 
i=l 

на М =(О, оо) х М, зависящая от функций А1 (t) , A2(t), A 3 (t), B(t) , опре­
деляющих «размеры» Мв зависимости от переменной t (здесь формы 1/i 
двойственны к характеристическим сасакиевым полям ~i, а 1i - каса­
тельное распределение, ортогональное этим полям) . Задается 5рin(7)­
структура на М , согласованная с метрикой (2.1) при помощи струк­
турной 4-формы Ф . Метрика (2.1) является деформацией стандартной 
конусной метрики на М, получающейся при А; = В = t , i = 1, 2, 3 и 
имеющей группу голономии 5р(2) С 5pin(7) С 50(8). После деформа­
ции группа голономии вообще говоря увеличивается, и ставится задача 

найти условия, при которых группа голономии метрики (2.1) останет­
ся в 5pin(7) . Доказывается, что эти условия равносильны следующей 
системе нелинейных дифференциальных уравнений на функции А;, В 
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(лемма 2.1): 
А' _ ~ + (А2-Аз) 2 -А~ 

1 - В А2АЭ ' 
А' _ W + (Аз-А1) -А~ 

2 - В А1Аэ ' 
А' - ~ + (А1 -А2) -А~ 

3 - В А1А2 ' 
в' __ А1±А2±Аз - в . 

(2.3) 

Далее формулируются краевые условия для системы (2.3), при выполне­
нии которых метрика (2.1) является гладкой либо на пространстве М 1 , 
либо на пространстве M 2 /Zr (леммы 2.2 и 2.3): 

- гладкость на пространстве М1 равносильна условиям А1 (О) = А2 (О) = 
Аз(О) = O,IA~(O)I = IA~(O)I = IAЗ(O)I = l,B(O) f: О,В'(О) =О и функции 
А1 (t), A2(t), A3 (t), B(t) знакоопределены на промежутке (О, оо) ; 

- гладкость на пространстве M2/Zr равносильна условиям А1 (О) = 
О, IA~ (O)I = 4, А2(0) = -Аз(О) f: О, А~(О) = АЗ(О), В(О) f: О, В'(О) = О и 
функции А1 (t) , A2(t), A3 (t), B(t) знакоопределены на промежутке (О, оо), 
причем r = 2 или r = 4 в зависимости от того, равен общий слой 3-
сасакиева слоения либо IRP3 , либо S 3 . 

В заключение параграфа приводятся известные ранее частные реше­

ния системы (2.3). 
В параграфе 2.2 формулируется и доказывается один из основных 

результатов Главы 2 - Теорема 2.1, описывающая все решения систе­
мы уравнений (2.3) с краевыми условиями, определяющими метрику на 
пространстве M2/Zr: 

Теорема 2.1 [42J. Пусть М - 7-мерное компактное 3-сасакиево 
многообразие, и положим р = 2 'U.11.и р = 4 в зависимости от того, 

равен общий слой 3-сасакиева слоения М либо SО(З), либо Sp(l) . То­

гда на орбифолде M2/Zp существуют следующие полные регулярные 
римановы метрики [J вида (2.1) с группой голономии НС Spi,n(7): 

1) если Ai(O) =О, -А2(О) = Аз(О) = В(О) >О, то метрика g имеет 
группу голономии SU(4) С Spi,n(7) и совпадает с АК-метрикой (2. 7); 

2} для каждого набора на-чальных зна-чений А1 (0) =О, О< -А2 (0) = 
А3 (0) < В(О) существует регулярная АЛК-метрика g с группой голо­
номии Spi,n(7). На бесконе-чности эти метрики стремятся к произве­
дению конуса над твисторнЬl.М пространством z и окружности S1 . 

Более того, любая полная регулярная метрика на пространстве M 2 /Z, 
вида (2.1} с параллельной Sрi,п(7)-структурой, задаваемой формой Ф 
изометри-чна одной из указаннь~х вwше. 
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Чтобы исключить гомотетичные метрики можно ввести параметр 

µ = Аз(О)/ В(О), О<µ~ 1. Таким образом, теорема 2.1 доказывает суще­
ствование однопараметрического семейства (О < µ < 1) попарно него­
мотетичных полных римановых метрик с группой голономии Spin(7). 
Упоминаемая в теореме метрика (2.7) с группой голономии SU(4), по­
лучающаяся приµ= 1, изометрична метрике Калаби [15]. 

Для доказательства теоремы 2.1 производится редукция системы (2.3) 
к автономной системе дифференциальных уравнений на трехмерной сфе­

ре, находятся все стационарные (лемма 2.6) и условно стационарные 
(лемма 2.7) точки редуцированной системы. Доказывается, что стаци­
онарные и условно стационарные точки редуцированной системы отве­

чают асимптотически (локально)-коническим метрикам на М 1 и М2 
(лемма 2.8). Доказывается, что для каждой начальной точки, отвечаю­
щей краевым условиям леммы 2.3 редуцированной системы существует 
единственная траектория, выходящая из этой точки (лемма 2.9). В лем­
ме 2.11 выясняется, как асимптотически ведут себя траектории редуци­
рованной системы, и в лемме 2.12 завершается доказательство теоремы 
2.1 доказательством того, что полученные полные метрики имеют груп­
пу голономии Spin(7). 

В параграфе 2.3 формулируется и доказывается теорема 2.2, описы­
вающая все решения системы уравнений (2.3) с краевыми условиями, 
определяющими метрику на пространстве М 1 . Теорема 2.2 дополняет 
теорему 2.1 и вместе с ней полностью завершает исследование решений 
системы (2.3), удовлетворяющих условиям регулярности. 

Теорема 2.2 [44) . Пусть М - 7-мерное компактное 3-сасакиево 

многообразие . Тогда существует двупараметри"tеское семейство попар­

но негомотети'ЧНЬtХ римановых метрик на М 1 вида (2.1} с группой го­
лономии, содержащейся в Spin(7), удовлетворяющих на"tаЛЬНЬtМ усл.о-
вuям: 

А1 (О) = А2(О) = Аз(О) =О, 
А1(О) = Az(O) = Аз(О) = -1, 
В(О) >О, В'(О) =О. 

Семейство метрик параметризуется тройкой 'Чисел Лз ~ Л2 ~ Лз <О, 

таких что Лу + Ч + Л~ = е2 для достаточно мал.ого е >О: д.л..я. каждой 
такой тройки существует значение переменной t = t0 , при котором 

траектория (А 1 ,А2 ,А3 ) проходит через эту тройку, т.е. 
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При Л1 = >.2 = >.3 метрика (2.1} является полной римановой мет­
рикой с груnnой голономии Spin(7) и асuмnтоти-чески ведет себя как 
конус над М; nри >. 1 ::/:- >.2 = >.3 мъt также полу-чаем семейство полн.их 

метрик с группой голономии Spin(7), асимптотически ведущих себя 
как произведения конуса над твисторным пространством М и окруж­

ности постоянного радиуса. Наконец, в остальных слу·ч,а,ях метрики 

полными не являются. 

Любая другая полная регулярная метршса вида (2.1} с параллельной 
Sрin(7)-структурой, заданной формой Ф на М 1 совпадает с одной из 
метрик описанного семейства, с то-чностью до перестановок индексов 

перемен них. 

Отметим, что полные метрики, описанные в этой теореме были най­

дены в [23J для случая м = S 7
. 

Для доказательства теоремы 2.2 осуществляется раздутие трехмер­
ной сферы в точке, отвечающей начальному краевому значению в лем­

ме 2.3. Редуцированная автономная система поднимается на раздутую 
сферу и доказывается. что существует двупараметрическое семейство 

ее решений (лемма 2.14) . В лемме 2.16 выясняется, как асимптотически 
ведут себя траектории редуцированной сист~мы, что завершает доказа­

тельство теоремы 2.2. 
В параграфе 2.4 приводятся строгие доказательства лемм 2.2 и 2.3, 

формулирующих условия регулярности построенных метрик на простран­

ствах М1 и M2/Zr. 
В параграфе 2.5 описанная выше конструкция используется для по­

строения метрик с группой голономии G2 на семимерных пространствах 

N, связанных с М. Рассматривается гладкое разрешение N стандарт­
ного конуса (О, оо) х Z над твисторным пространством Z = М / S 1

. При 
этом z расслаивается над () со слоем S 3 / S 1 = S2 ' поэтому каждый слой 
S2 коллапсирует в точку, а сечение { t} х Z коллапсирует при t = О в О. 
Получающиеся пространство N является векторным расслоением над О 
со слоем JR2 . 

На (О, оо) х Z рассматривается риманова метрика 

(2.19) 

зависящая от трех функций А, В, С, задающих деформацию конусной 

метрики. При помощи структурной 3-формы Ф 1 задается G2-структура, 
согласованная с метрикой (2.19) (формы ry4 , ry5 , ry6 , ry7 порождают го­

ризонтальное распределение Н). При этом G2-структура для общего М 
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определена только при В = С, а при В /:. С нужно потребовать допол­
нительно, чтобы О было кэлеровым. 

Далее формулируется и доказывается основная теорема параграфа 

и оставшейся части главы: 

Теорема 2.3 [43]. Ес.л:и О обладает кэлеровой структурой, то мет­
рика {2.19) на N является гладкой метрикой с группой голономии G2 , 

заданной формой 111 1 тогда, и только тогда, когда функции А, В, С, 
определеннъ~е ~&а промежутке [to, оо) удовлетворяют следующей систе­
ме обыкновенных дифференциальных уравнений: 

А ' _ 2А2 -В2 -С2 

- вr. ' 
в'_ B 2 -CZ"-2A 2 

- СА , 

с' _ с2 -2.4 2 -в2 

- АВ 

(2.20) 

с на-чальными условиями 

(1) A(to) =О, IA~ (to)I = 2; 
(2) B(to), C(to) ::/;О, B'(to) = C'(to) =О; 
(3) функции А,В,С знакоопределены на промежутке (t0 ,oo). 
Система {2.20) имеет единственное решенv.е, удовлетворяющее вы-

шеприведенным условиям регулярности, и это решение отве-чает сле­
дующей метрике с группой голономиv. G2 : 

dr2 ( r4) 9 = --r-. + r2 1 - r~ (ТJ~ + ТJ~) + 2r2 (ТJ~ + ТJ~ + ТJ~ + ТJn. 
1- ~ 

(2.21) 

Метрика, описанная в теореме 2.3 была впервые найдена в (141 при 
М = 87 ,8U(3)/U(l)ц. Чтобы подробнее исследовать новые примеры, 
в параграфе 2.6 в качестве 3-сасакиева многообразия М берется про­
странство Эшенбурга, получающееся как фактор-пространство 8И(3) 

по следующему действию 8 1: 

z Е 8 1 : А....+ diag (zP 1 ,zP2 ,zP3 ) ·А ·diag (l,l,z-P 1 -P2 -Pз). 

Тогда на орбифолде N, отвечающем пространству Эшенбурга, по теоре­
ме 2.3 существует метрика с группой голономии G2 , и в конце параграфа 

2.6 выясняется топологическое строение этого орбифолда: 

Следствие. Орбифолд N дv.ффеоморфен самосопряженной -части 
внешней степени л~Т/ двумерного комплексного расслоения Т/ над 
CP2 (q1 , Q2, Qз) стабильно эквv.валентного ~ч1 Е1Э ~q2 Е1Э ~qз . 
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Здесь ~ - универсальное комплексное линейное расслоение над взве­

шенной комплексной проективной плоскостью CP(q1 ,q2 ,q3 ) = О (где 
q; = (Pi+i + Р;н)/2, если все р; нечетны, и q; = (Pi+i +Р;+2) в противном 
случае). 

Примеров семимерных 3-сасакиевых многообразий, определяющих 

описанные в главе 2 конструкции существует много [9, 10]. Таким спо­
собом можно получить много различных орбифолдов, однако многооб­

разия могут получаться (как уже отмечалось выше) только при М = 
51 , IRP7 , SU(3)/U(l)1 ,1 . Отметим также, что в рассмотренной конструк­
ции многообразие М может не быть однородным, в общем случае коод­

нородность М равна четырем . 

Глава 3. Данная глава, состоящая из четырех параграфов, посвяще­
на специальным кэлеровым метрикам на пространствах линейных ком­

плексных расслоений и их приложению к исследованию геометрии К3-

поверхности. 

В параграфе 3.1 описывается класс римановых метрик вида 

(3.3) 

где f, 9ij зависят от только от р, (), а переменные х 1 , х 2 определены на 
двумерном прямоугольном торе Т2 . Таким образом, метрика (3.3) ин­
вариантна относительно действия тора Т2 . Далее, вычисляется тензор 
кривизны Риччи метрики (3.3) . Находится явное решение уравнения 
Эйнштейна R;j = О искомого вида: 

ds2 = (chp - acosB) (dp2 + dB2
) + 

sh2 Р (d·'· + cos ()dф)2 + sin2 о (ad·'· + ch рdф)2 (3.б) 
chp-acos!J '1' chp-acos// '1' 

Метрика (3.6) зависит от вещественного параметра а, причем при а= О 
метрика (3.6) изометрична метрике Эгучи - Хансона. Далее, для пары 
взаимно-простых целых чисел k, l описывается некомпактное простран­
ство Mk,/, являющееся конусом естественной проекции линзового про­
странства L(-1, k + l) на сферу 5 2 (k, l) = L(-1, k + l)/51 (являющуюся 
двумерным орбифолдом с двумя особыми точками вида IR2 /Zk и IR2 /Z1) . 

Основным результатом параграфа является следующая теорема: 

Теорема 3.1 [40]. i) Метрика {3.б) .явл.яетс.я гладкой полной рима­
новой метрикой нулевой кривизны Ри'Ч'Ч'U кооднородности два на Ма = 
Mk,I при -1 <а= ~ < 1, а i О где р, q - пара взаимно простых целых 
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'Чисел, q > 0 и 

{ 
k = q - р, l = q + р, если q ± р не-ч,етно, 
k - '1::::.1!. l = .i±E. если q ± р -ч,етно - 2 , 2 , . 

ii} При а = О метрика (3.б} .являете.я пол.ной римановой метрикой 
нулевой кривизны Ри-ч,-ч,и кооднородности один на М1 ,1 и совпадает с 

метрикой Эгу-ч,и - Хансона. 

В параграфе 3.2 доказывается, что определенное выше пространство 
Mk,l можно отождествить с кокасательным расслоением Т*СР1 (k, l) к 
взвешенной комплексной проективной прямой СР1 (k, l). Устанавливает­
ся следующее свойство метрики (3.6). 

Теорема 3.2 [41]. Пространство Mk,l = Т* S 2 (k, l) с метрикой (3.б} 
.являете.я специальным кэл.еровым орбифол.дом. 

Таким образом, Т*СР1 (k, l) с метрикой (3.6) имеет группу голономии 
SU(2), и в параграфе 3.3 изучаются приложения построенной метрики 
к исследованию пространства модулей S римановых метрик с группой 
голономии SU(2) на К3-поверхности. Описываются конструкции Кум­
мера и Пэйджа, доказывается, что из всех групп 'llp с простым р, только 
'll2 и 'll3 могут действовать изометриями на Т4 с изолированными непо­
движными точками, окрестности которых моделируются орбифолдами 

c2 ;zp. 
Далее описывается конструкция, аналогичная конструкции Пэйджа. 

Рассматривается пространство S3 плоских метрик с группой голономии 

SU(2) на орбифолде Х = T 4 /'ll3 . Окрестность каждой из девяти особых 
точек вида C2 /'ll3 плоского орбифолда Х заменяется на экземпляр М1 , 2 
с метрикой (3.6), умноженной на достаточно малую константу. После 
этого возникают девять особых точек типа C2 /'ll2 , окрестность каждой 
из которой также разрешается при помощи М1 , 1 с метрикой (3.6). Вито­
ге мы получаем гладкое многообразие Х' с некоторой гладкой метрикой 

ds2 . Вся конструкция зависит от трех малых констант б, t, и -t О, задаю­
щих размер окрестностей особых точек, масштабную константу метри­

ки (3.6) при приклейке М1 , 2 и масштабную константу метрики (3.6) при 
последующей приклейке М1 , 1 . Далее формулируется один из основных 

результатов главы. 

Теорема 3.3 [41). Поверхность Х' .являете.я К3-поверхностью, и, 
следовательно, S3 .является предел.ьним дл..я S. Достато-ч,но мал.а.я окрест­
ность S3 в S состоит из 58-мерного семейства метрик, пол.у'Ч.ающих-
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с.я мал.ой деформацией семейства метрик ds2 , nостроенних оnисанн'Ьl.М 
выше способом при о, t, и -t О . 

Теорема 3.3 доказывается в параграфе 3.4. При этом используется 
конструкция мульти-инстантонов, связанная с метрикой (3.6) и доказа­
тельство проводится схожим с IЗО] образом . 

Глава 4. В данной главе, состоящей из двух параграфов, методы 
исследования кривизны Риччи четырехмерных многообразий, развитые 

в предыдущей главе применены для построения Т2-инвариантных ри­
мановых метрик положительной кривизны Риччи на односвязных Т2-
многообразиях. 

В параграфе 4.1 ПРИВОДИТСЯ КОНСТРУКЦИЯ универсального уm_~1НО­

ГООбразия Nm размерности т + 2. Для каждого односвязного четырех­
мерного Т2-многообразия М (у которого многогранник lvf /Т2 имеет т 
сторон) существует тор тт-2 С тт такой , что Nт/тт- 2 эквивариант­
но гомеоморфен Т2-многообразию М. Эта конструкция используется в 
параграфе 4.2 для построения метрики на М: сначала строится метрика 

т 

ds2 = ds5 + L {fd~; 
i=l 

на Nm с подходяще выбранными функциями fi (здесь dsб некоторая мет­
рика на М /Т2 , а ф; - координаты на торе тm). Эта метрика опускается 
на М /Т2 при помощи римановой субмерсии Nm -t М и исследуется ее 
тензор Риччи. Основным результатом главы является следующая тео­

рема, доказываемая в параграфе 4.2: 

Теорема 4.1 146]. На каЭ1Сдом односвязном -чет'Ьlрехмерном Т2 -мно­
гообразии существует риманова метрика nол.0Э1Сител.ьной кривизны 

Ри-ч-чи, относительно которой Т2 действует изометри.я..м.и. 

Глава 5. Глава 5, состоящая из трех параграфов, посвящена доказа­
тельству существования глобально гиперболических лоренцевых много­

образий со специальными группами голономии. 

В параграфе 5.1 рассматривается класс лоренцевых метрик на мно­
гообразии М х IR2 следующего вида 

g = 2dry(d{ + efdry + 2еА) + g, (5 .1) 

где (M,g) - риманово многообразие размерности п, {, 17 - координа­
ты на плоскости !R2 , f функция на N, А - 1-форма на М, е > О 
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- вещественный параметр. Основным результатом параграфа является 
доказательство следующей теоремы . 

Теорема 5.1 (45]. Пусть Н - группа голо-номии риманова простра-н­
ства, представле-ние голономии которой -не содержи в ка-ч.естве прямо­

го множителя группу изотропии кэлерова симметри-ч.еского простран­

ства ра-нга большего один. Тогда существует лоре-нцево м-ногообразие с 
метршсой вида (5.1}, группа голономии которого совпадает с любой из 
групп Gl ,н' а2.н' аз,Н,ф и G4,H,m,1/J. 

В параграфе 5.2 приводятся необходимые для дальнейшего сведения 
по теории причинности лоренцевых многообразий. В параграфе 5.3 фор­
мулируется и доказывается следующая теорема, вместе с теоремой 5.1 
составляющая основной результат главы . 

Теорема 5.9 (45). Лоренцеви многообразия с группами голономии 
G1·H' G2·H' аз.Н,ф и G 4·H,m ,1/J построенные в теореме 5.1 являются 
глобально гиперболи'Ч.ескими при подходящем вьtборе f, А и с:. 
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