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О- 776517 
Общая характеристика работы 

Актуальность темы. 

Проблема сходимости тригонометрических рядов Фурье стоит в мате

матике с середины 19-го века и, несмотря на уже полученные глубокие 

результаты, до сих пор не имеет окончательного решения . Поэтому ис

следования по этой проблеме, как видно из дальнейшего изложения, все 

еще остаются актуальными . 

Пусть ер : [О, +оо) --+ [О, +оо) - неубывающая функция. Обозначим 

через tp(L) = r.p(L)([0,27r)) множество всех измеримых по Лебегу 271"
периодических функций f таких, что 

21r ! r.p(lf(t)l)dt < 00. 

о 

Пусть 
00 

ао " . 
2 + L)akcoskx + Ьksшkx) 

k=l 

- тригонометрический ряд Фурье функции f Е L([O, 27r)), а Sn(f, х) 
его •1астис1ная сумма порядка п . Определим также 

00 

L(ak sin kx - bk cos f;.x) 
k=l 

(1) 

(2) 

- сопряженный ряд ряда (1) и Sn(f, х) - его п-ю частичную сумму. 
Во второй половине позапрошлого века П .Дюбуа Реймон [21] уста

новил, что даже из непрерывности периодической функции не следует, 

что тригонометрический ряд Фурье этой функции сходится в каждой 

точке. В связи с этим возник вопрос о том, какие условия на функцию 

f Е L([O, 27r)) являются достаточными для того, чтобы ряд (1) сходился 
почти всюду. 

Естественность использования при исследовании рядов Фурье клас

са L2([0, 27r)) сделала в 1900-х годах популярной следующую задачу об 
условиях сходимости рядов Фурье функций из L2 : найти как можно 
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более медленно растущую неубывающую последовательность положи

тельных чисел { wk}f:.1 такую, чтобы из сходимости ряда 
00 

L:wk(a~+ьO 
k=l 

следовала сходимость ряда (1). Числа Wk получили название множите

лей Вейля. Ре3ультаты в этой задаче последовательно получали П.Фату 
( [22], в качестве множителей Вейля можно взять wk. = k ), Г. Вейль 

( [45], Wk = kk ), Е.Гобсон ( [27J, wk = kE, е > О), М.Планшерель ( [38J, 
Wk = log3 k ), Г.Харди ( [26], Wk = log2 k ). 

Г.Харди также принадлежит следующий результат о поведении на 

множестве полной меры частичных сумм тригонометрических рядов Фу

рье (сумм Фурье) произвольных интегрируемых по Лебегу функций [26J: 

если f Е L([O, 2п)), то для почти всех х Е [О, 21Г) 

Sn(f,x) = o(lnn). (3) 

Заметим, что оценка (3), полученная в 1913 rоду, до сих пор не улучшена, 
и не доказана ее неулучшаемость (о современных результатах, связанных 

с (3) будет упомянуто ниже). 
В 1915 году И.Н.Лузин (см. [10]) выдвинул гипотезу о том, что ряд Фу

рье любой функции из 12([0, 2п)) сходится почти всюду. То есть, соглас
но этой гипо1•езе, в задаче о множителях Вейля . можно взять Wk = 1. 

В 1922 году А.И.Колмогоров [30], исследуя проблему Лузина, постро
ил пример суммируемой функции, ряд Фурье которой расходится почти 

всюду (о дальнейших результатах в этом направлении см. далее). Как от
мечено в [30], JЮстроенная функция не принадлежит классу 12([0, 2п)). 
Результатом положительного характера в этой тематике в 20-е годы 

прошлого столетия явилась оценка, полученная А.И.Колмогоровым и 

Г.А.Селиверстовым [33] и А.И.Плеснером [39J: если f Е 12((0, 2п)), то 

Sn(f,x)=o((lnn)!) п.в. (4) 

Дж.Литтлвуд и Р.Пэли /37] обобщили оценку (4) на функции из классов 
LP([O, 27Г)), 1 < р ~ 2: если f Е V([O, 21Г)), то 

(5) 



Оценка (5) вплоть до середины 60-х годов прошлого века оставалась наи
более сильным и общим результатом в "положительном" направлении в 

изучении проблемы Лузина; не было даже известно, у всякой ли непре

рывной функции ряд Фурье сходится почти всюду. 

Справедливость гипотезы Лузина была установлена Л.Карлесоном в 

1966 году. В работе 119] с помощью нового метода, были получены сле
дующие результаты: 

а) если f Е L(ln+ L) 1+0([0, 27r)), б >О, то 

Sn(f, х) = o(ln ln п) н . в. 

(здесь и далее для и;::: О будем полагать ln+ и= ln(u + е) ); 
Ь) если f Е V([O, 27r)) при р > 1, то 

Sn(f,x) = o(lnlnlnn) п . в.; 

с) если f Е L2([0, 211')) , то ряд Фурье функции f сходится почти 
всюду. 

Доказательство утверждения а) с подробным изложением первой части 
метода Карлесона имеется в работе И.И.Черных [16}. Ч.Феффермацом 
[24] было предложено другое доказательство утверждения с). Подробное 
изложение этого доказательства дано в [9] . Недавно М.Лэйси и К.Ти:Ле 
опубликовали [36] еще одно доказательство теоремы Карлесона (утвер
ждения с)). Тем не менее, имеющиеся доказательства все-таки достаточ

но сложны как в техиическом, так и в идейном плане, .поэтому задача 

поиска более простого доказательства теоремы Карлесона и ее обобще

ний (о которых речь ниже) остается , на наш взгляд, по-прежнему акту

альной. 

П . Биллард [18], используя идеи Карлесона, перенес его метод на ря
ды Фурье по системе Уолша и доказал сходимость почти всюду ряда 

Фурье-Уолша произвольной функции из L2([0, 1]). Доказательство тео
ремы Билларда, принадлежащее Р.Ханту \29], можно найти в книге [3, 
гл . 9, §9.2}. 

В 1968 году Р.Хант [28] , развивая метод Карлесона , распространил 
утверждение о сходимости почти всюду тригонометрических рядов Фу

рье на функции из классов V([O, 27r)), р > 1, и даже , более тоrо , на 
функции из класса L(ln+ L)2([0, 2п)), содержащего все эти классы V. 
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Пусть 

M(f, х) = sup /Sn(J, x)j, х Е (О, 21r), 
n~l 

- мажоранта частичных сумм тригонометрического ряда Фурье функ

ции f Е L([O, 21r)). Обозначим через XF характеристическую функ
цию произвольного измеримого 211' -периодического множества F , через 
mes F - лебегову меру множества F n (О, 27r). Основным результатом 
работы (28] является следующая оценка 

mes {х Е [О, 21r) : М(хр, х) >у}~ (Вр)Ру-Р · mes F, (6) 

где у > О , 1 < р < оо, Вр ~ coпst · р2 /(р - 1) . Используя (6), Хант 
доказал, что 

1) llM(f, ·)llP ~ Cpllfllp. .1 < р < оо, f Е V((O, 21r)); 

11' 

2) llM(f, ·)111 ~С J lf(x)l(ln+ IJ(x)l) 2dx+C, J Е L(ln+ L) 2([0, 21r)); 
-11' 

З) mes{x Е [0,21r): M(f,x) >у}::::; Сехр (- 11Jir""), у> о, 
f Е L 00 ((0, 27r)). 

Из утверждений 2) и 1) следует сходимость почти всюду Sn(f, х) к f(x) 
для функций из классов L(ln+ L)2((0, 27r)) и V([O, 21r)), р > 1, соот
ветственно . 

В 1969 году П.Шёлин [40] перенес оценку (6) на случай мажоранты 
мw (!, х) частичиых сумм ряда Фурье по системе Уолша. Далее в [40] 
Шёлин показал, что путем оптимального выбора числа р для каждого 

у в оценке (6) и аналогичной оценке для случая рядов Фурье-Уолша 

получается оценка 

mes {х Ед : М(хр,х) >у}~ ctin (t). mesF, о< у< 1/е, (7) 

где С - абсолютная константа, в качестве М могут быть взяты как 
М(!, х) - определенная выше мажоранта частичных сумм тригономет
рического ряда Фурье, так и мw f(x) - мажоранта частичных сумм 
ряда Уолш~. а д - период [О, 21r) либо отрезок [О, 1] соответственно . 

Приближая произвольные функции f линейными комбинациями харак
теристических функций и используя (7), Шёлин установил, что если f 
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принадлежит классу L(ln+ L)(In+ ln+ L) на периоде [О, 27Г) либо на от

резке [О, 1], то тригонометрический ряд Фурье либо соо~ветственно ряд 
Фурье-Уолша функции f сходится ПО'iТИ всюду. 

В 1996 году автором [17] с использованием оценки (7) для тригономет
рического случая было доказано , что более общее, чем в работе [40], усло
вие f Е L(ln+ L)(ln+ ln+ Jn+ L)([O, 211')) также является достаточным 
для сходимости почти всюду тригонометрического ряда Фурье функ

ции f. Отметим, что при доказательстве в [17] применена конструкция, 
позволяющая приближать, в частности, частичные суммы тригономет

рического ряда Фурье функции f частичными суммами ряда Фурье 

линейных комбинаций характеристических функций L akXFk, но при 
этом функция f, вообще говоря, функциями L akXFk не приближает
ся. Именно за счет достигнутой с помощью этого большей свободы и 

удалось получить усиление результата Шёлина [40]. 
В настоящей диссертации метод, использованный в [17], переносится 

с частичных сумм тригонометрических рядов Фурье Sn(f, х) на слу

чай последовательностей операторов более общего вида. Из полученной 

в главе 1 диссертации основной теоремы в качестве следствий вытека
ют утверждения о том, что если f Е L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L) на [О, 211') 
или на [О, 1], то тригонометрический ряд Фурье либо, соответственно, 

ряд Фурье - Уолша функции f сходятся почти всюду; как следствие ос

новной теоремы получена также оценка скорости роста частичных сумм 

тригонометрических рядов Фурье функций из классов, промежуточных 

между L([O, 27r)) и L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([O, 21Г)). 
Отметим, что опубликованный нами в работе [46] результат 

о сходимости почти всюду рядов Фурье - Уолша функций из 

L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([O, 1]) позднее был также получен П .Шелиным 
и Ф.Сориа [42]. 

Как уже отмечалось, А.Н.Колмогоровым [30] в 1922 году был постро
ен пример функции из класса L([O, 27r)), тригонометрический ряд Фу
рье которой неограниченно расходится почти всюду. Чуть позднее им 

же [32] была показана возможность построения суммируемой функции 
с рядом Фурье, расходящимся в каждой точке. Эти примеры Колмого

рова послужили идейной основой для получения в дальнейшем многими 

авторами различных примеров интегрируемых функций с наложенными 
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на них дополнительными условиями и "нехорошим" поведением после

довательностей чн.стисшых сумм их тригонометрических рядов Фурье, а 

также рядов Фурье по другим ортогональным системам . Полученные во 

второй половине 60-х годов прошлого столетия Карлесоном и его после

дователями результаты в задаче о нахождении как ,можно более широко

го класса ip(L) такого, что ряд Фурье каждой функции из этого класса 

сходится почти всюду, пробудили интерес исследователей к получению 

на основе колмогоровских примеров отрицательных результатов в этой 

задаче. В.И.Прохоренко [12} и, независимо, Й.Чень (20J построили функ
ции из классов L(ln+ ln+ LY([O, 27r)), О~ с< 1, с рядами Фурье, расхо
дящимися почти всюду. (Заметим, что в работе [12} сформулированный 
результат получен как следствие другого результата - о расходимости 

ряда Фурье функции с ограничением на интегральный модуль непре

рывности; этот результат будет сформулирован позднее.) К.Тандори [43] 
доказал, что для любого О ~ с < 1 и любой последовательности поло
жительных чисел Лn = o((ln ln n) 1-E) существует функция f из класса 
L(ln+ ln+ L)E([O, 27r)), такая что всюду на [Ь, 27r) 

ISn(f, х)\ 
sup , . = +оо, 

n Лn 

sup \Sn(f, x)I = +оо . 
n Лn 

Отсюда, в частности, следует, что результат Прохоренко-Ченя можно 

усилить, заменив расходимость почти всюду на расходимость всюду. 

Позднее В.Тотиком [44, теорема З] было доказано, что если в некотором 
классе ip(L)([O, 21Г)) существует функция с тригонометрическим рядом 
Фурье, расходящимся на множестве положительной меры, то в этом же 

классе найдется функция, ряд Фурье КО'l'Орой неограниченно расходится 

всюду. Кёрнер IЗ5j несколько усилил результат работы Тандори [43J в 
части расходимости : если функция ф : [О, +оо) -+ [О, +оо) удовлетво

ряет условию ф( и) = o(log log и) при и -1 оо , то существует функция 
из класса Lф(L)([O, 21Г)) с расходящимся всюду рядом Фурье . Другое 

доказательство этого результата Кёрнера имеется в [15]. 
Наилучший на сегодняшний день результат, касающийся расходи

мости на множестве положительной меры тригонометрических рядов 

Фурье функций из классов ip(L)([0, 27r)) принадлежит С.Б .Конягину 

[7]: если неубь1вающая функция ф : [О, +оо) -1 [О, +оо) и после-
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довательность {Лn}, Лn ~ 1, n = 1, 2, ... , удовлетворяют условию 

1/J(n)Лn = о ( .jln n/ ln ln n) при n -+ оо, то существует функция 
f Е Lф(L)([O, 27r)) такая, что 

1
. jS"(f, х )1 
imsup , = оо 
n--too Лn 

для всех х Е [О, 27Г). Отсюда, в частности, вытекает следующее утвер
ждение : для любой неубывающей функции ер : [О, +оо) -+ [О, +оо) , 

удовлетворяющей условию ср(и) = о ( u.jlnu/lnlnu) при и -+ оо, 
найдется функция из класса cp(L)([O, 21Г)) такая, что ее ряд Фу

рье неограниченно расходится всюду на [О, 27Г). Для любого класса 
cp(L)([O, 21Г)), "промежуточного" между L(ln+ L)i(Jn+ ln ~ L)-! ([О, 27Г)) 
и L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([O, 21Г)), ответ на вопрос, существует ли в таком 
классе функция с расходящимся на множестве положительной меры (а 

значит и всюду) рядом Фурье или для каждой функции из этого к,ласса 

ее ряд Фурье сходится почти всюду, к настоящему времени неизвестен. 

Наиболее сильный в настоящий момен·r результат, касающийся 

расходимости рядов Фурье-Уолша, принадлежит С.В.Бочкареву: ес

ли ф : [О, +оо) -+ [О, +оо) - неубывающая функция, удовлетворю<r 

щая условию ф( и) = о ( v1riU) при и -+ оо , то существует функция 
f Е Lф(L)([O, 1]), ряд Фурье-Уолша которой расходится почти всю
ду [1] (всюду [2J) на [О, 1). Таким образом, "зазор" между наилучшими 
положительным и отрицательным результатами в случае рядов Уолша 

несколько меньше, чем в тригонометрическом случае. 

Пусть f Е L([O, 21Г)). Обозначим через w(f, 8)1 модуль непрерывно
сти функции f в метрике L([O, 21Г)): 

27Г 

w(f, 0)1 = sup f !f(x + h) - f(x)\dx. 
lhl:S6 о 

Пусть w : [О, +оо) -+ [О, +оо) - произвольный модуль непрерывности, 
то есть непрерывная, неубывающая, полуаддитивная, равная в нуле ну

лю функция. Определим множество нr следующим образом: 

Н~ = {f Е L([O, 21Г)): w(f, о) 1 = О(w(б))}. 
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Заметим, что если w1 и w2 - два модуля непрерывности, и в некоторой 
окрестности нуля w1(o) = O(w2(0)), то нr1 с нr2 

• 

А .Зигмунд (5, т. 2, гл . ХШ, теорема (3.10)] доказал, что если модуль 
непрерывности w удовлетворяет условию 

1 f w~t) dt < оо 
о 

(это условие эквивалентно сходимости ряда z=:1 w(k- 1)/k ), то три
гонометрический ряд Фурье функции f Е нr сходится почти всюду. 

Несмотря на простоту доказательства, этот результат Зигмунда до сих 

пор не улучшен (в том смысле, что не распространен на более широкие 

классы нr ), и не доказана его неулучшаемость . 

Из результата Зигмунда, в частности, следует, что если модуль непре

рывности w удовлетворяет условию w(б) = O((ln(l/0))-1- 0
), е >О, то 

ряд Фурье любой функции f Е нr сходится почти всюду. В связи с 

последним утверждением в [5, т. 2, гл. ХШ, с . 258] была сформулирова

на проблема: останется ли утверждение верным при е = О ? Исследуя 
эту проблему Зигмунда, В.И.Прохоренко [12] построил пример функ
ции F Е L([O, 27r)) такой, что w(F, о) 1 = O((lnln(l/б))- 1 ), и ее ряд 
Фурье расходится почти всюду. Отсюда с помощью одной теоремы вло· 

жения ПЛ .Ульянова [14, теорема 2 (следствие 4)j Прохоренко получил 
уже упоминавшийся выше результат о существовании функции из клас

са L(ln+ ln+ L)°([O, 211')), О~ е < 1, с расходящимся почти всюду рядом 
Фурье. 

В настояще·й диссертации в главе 2 получено усиление первого из 
только что сформулированных результатов Прохоренко . [12]. А именно, 
построен пример функции F с расходящимся почти всюду рядом Фу

рье и интегральным модулем непрерывности, удовлетворяющим условию 

w(F,o) 1 =О ( Jlnln(l/б)/ln(l/o)). При этом наше доказательство су
щественно опиµастся на основную лемму работы [7J. 

Пусть А= {Лn}~=l - последовательность положительных чисел. f Е 
L([O, 27!')) . Положим 

M(f л ) = ISп(J, x)I [О 2 ) , , х sup , , х Е , 1Г . 
nEN Лn 
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В случае >-п = 1 , если ряд Фурье функции f сходится почти 

всюду, в частности, если f Е Н1 , rде w удовлетворяет условию. 2::1 w(k- 1)/k < оо , то мажоранта M(f, {1}, х) почти всюду конечна . 
Для произвольной функции f Е L([O, 27r)) конечные значения почти 

во всех точках принимает мажоранта M(f, {lnn},x). Это следует из 
оценки Г.Харди (3). Однако, функция M(f, {lnn},x) при этом может 

быть не интеrрируемой: в [5, т. 2 , rл.XIII, п.2] построен пример функции 

F Е L([O, 27r)), у которой M(F, {lнп}, ·) ~ L. 
В настоящей диссертации (в rлаве 2) рассматривается задача о наи

более общих условиях на модуль непрерывности w , достаточных для 

тоrо , чтобы для всех f Е H'f мажоранта M(f, Л, ·) была интеrрируе
мой . Установлено (теорема 2.2), что при некоторых разумных условиях 
на последовательность Л = {>.n}~=l условие 

~ w(l/k) 
L.J k>.. < +оо 
k=l k 

(8) 

является достаточным для того , чтобы для каждой функции f Е Н1 

мажоранта M(f, Л, ·) была интегрируема . Показано, что условие (8) при 
соответствующих условиях на Л является неулучшаемым (теорема 2.3): 
если ряд в левой части (8) расходится , то существует функция F Е Hf 
такая, что мажоранта M(F, Л, ·) не интеrрируема . 

Хорошо известно [31], что для произвольной функции f Е L([O, 27r)) 
и для о< с;< 1 

27Т 

/ ISn(f, х) - f(x)J 0 dx--+ О,. 
о 

27Т 

/ JSп(f, х) - ](x)l 0 dx--+ О при п--+ оо. 

о 

Отсюда следует, что тригонометрический ряд Фурье произвольной функ

ции f Е L([O, 2r.)) сходится по мере. Значит, последовательность частич

ных сумм ряда Фурье любой интеrрируемой функции имеет сходящуюся 

почти всюду подпоследовательность. 

Однако, не существует такой возрастающей последовательности нату

ральных чисел {nk}f:1, чтобы для любой f Е L([O, 27r)) подпоследова

тельность Sп"U, х) сходилась бы почти всюду: для любой возрастающей 
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последовательности {nk}k=l С N найдется функция f Е L((O, 21Г)) та
кая, что Snk(f, х) расходится почти всюду [25] (всюду [44]) . Недавно 
С .В . Конягин [8J усилил результат В.Тотика [44], показав, что для лю
бой возрастающей последовательности { nk}k=l С N и любой неубы
вающей функции ер : [О , оо) --+ [О, оо), удовлетворяющей условию 
ср(и) = o(ulnlnu), и--+ оо, най;~ется функция F Е cp(L) такая, что 

1юд110слсдова· 1 ·сJ1ыюсть Sщ. (F, х) неограниченно расходится всюду. 

Поведение 1юд110сJ1сдuвателыю<:тей сумм Фурье , в частности, усло

вия сходимости почти всюду подпоследовательностей сумм Фурье инте

грируемых функций в терминах величин наилучших приближений этих 

функций тригонометрическими полиномами в пространстве L([O, 21Г)), 
изучались К . И.Осколковым [11]. Пусть En(f) - величина наилучшего 

приближения функции f тригонометрическими полиномами порядка не 
выше n в пространстве L([O, 21Г)), {щ}k0= 1 - возрастающая последова

тельность натуральных чисел, ф(и) - положительная невозрастающая 

на (О, 1] функция такая, что 

1 

! и:~и) < оо. (9) 
о 

Тогда [11 , теорема 2J для JJюбой f Е L([O, 27r)) при почти всех х Е 
[О, 27Т) 

В частности , если 

~ Enk(f) < 
~ k оо, 
k=l 

то подпоследо13ательность Snk (!, х) сходится почти всюду, а если f -
произвольная функция из L([O, 27r)), то 

(10) 

Из сформулированных результатов работы [11] с помощью неравен

ства Джексона Еп(f) ::; Cw(f, 1/п) 1 непосредственно вытекают следу
ющие утверждения. 
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А) Пусть { nk}f:1 - возрастающая последовательность натуральных чи

сел, 'lf;(u) - положительная функция, невозрастающая на [О, 1] и удо

влетворяющая услоuию (9), w(б) - некоторый модуль непрерывности . 

Тогда для любой функции f Е Н! 

IЗ) Пуст~, во:зраст<1ющ;н1 1юсJюдовн.телыюст1, { nkH0= 1 с N и модуль 

непрерывности w .У/(Оtтетворяют условию 

< 00. 

Тогда ДЛЯ любой функции f Е н1 подпоследовательность sllk(f, х) 
сходится почти всюду. 

Отметим, что утверждение В) и оценка (10) в частном случае nk = k 
превращаются соответственно в приводившийся выше результат Зигмун

да [5, гл. XIII, теор<~ма (3.10)] и классическую оценку Харди (3). 
I3 настоящей дисссрта1.1,ии (во второй I'Jtaвe) рассматривается задача 

о границах возможного усиления утверждений А) и В) в случае , когда 

последовательность { nk}f:1 растет достаточно быстро, в частности, ко
гда она лакунарная: существует р > 1 такое, что nk+1/nk ~ р, k Е N . 
В этой же главе нри некоторых условиях на функцию r.p : [О, +оо) --+ 
[О, +оо) и модуль непрерывности w построен пример функции с расхо
дящимся почти всюду тригонометрическим рядом Фурье и принадлежа

щей классам r.p(L) и Н! одновременно (теорема 2.6). Это утверждение 
является усилением упоминавшегося выше результата С . В . Конягина [8]. 

Перейдем теперь к рассмотрению многомерного случая , точнее, к об

зору результатов, касающихся поведения на множестве полной меры 

кратных тригонометрических рядов Фурье . Будем в основном придер

живаться обозначений , принятых н [4]. 

Пусть d -- натуµсu-1ьное число , Z(1 целочисленная решетка в JRd , 
k = (k1 , ... , k,1) Е Z'1, х = (х1, . .. , х,1) Е !R'1 , kx = k1x1 + .. , + kdxd , 
f ·-· опредеж~111ш>1 на !Rd , 27Г -периодическая по каждой переменной и 
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интс1'рирусмая по ЛetJ<·)ry на [О, 27r)'1 функция, 

(11) 

- кратный тригонометрический ряд Фурье функции f . 
Для целочисленного вектора n = (n1, n2, ... , nd) с неотрицательными 

координатами nj , 1 :::; j :::; d, сумму 

Sn(f, х) = 

будем назыш1·1ъ n-ой нрямоуголыюй чщ:тичной суммой ряда (11) или 
n -ой прямоугольной суммой Фурье. 

Пусть В -- некоторое непустое подмножество множества первых d 
на.1'ура.тrыrых •rисе;1: В= {r1, ... ,r1} С {l, ... ,d}. Ряд 

l 

L П (-i sign kr;)akeikx 
kEZdj=l 

(12) 

называется сопряженным к ряду (11) по переменным, номера которых 
входят во множество В, и;rи В -сопряженным, а n-я прямоугольная 

частич11<1}1 сумма S11,в(f, х) ряда (12) опре)\еляется аналогично n -ой 
прямоугольной частичной сумме ряда (11). При d = 1 ряды (11) и (12) 
совпадают соответственно с обычным одномерным тригонометрическим 

рядом Фурье (1) 271' -периодической функции и его сопряженным рядом 
(2) . В слу•~ас, кш·да множество В пустое, будем считать, что ряд (12) 
совпадает с рядом (11). 

Пусть d ~ 2. Ряд (11) (ряд (12)) называется сходящимся по кубам 
(в случае d = 2 - по квадратам) в точке х Е [О, 27r)d, если после
довательность кубических частичных сумм (то есть последовательность 

Sт,(f, х) = Sn(f, х) ( Sn,в(f, х) = Sn,в(f, х) ), где n = (п, п, ... , п)) име
ет предел при п -t оо . 

Пусть ip: [О, +оо) -t [О, +оо) - неубывающая функция. Обозначим, 
как и в одномерном случае, через ip(L)([O, 27r)d) множество всех опре
деленных на множестве [О, 27r)d и измеримых по Лебегу функций f, 
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YДOBJIC'!'llO\>HIOЩHX y<:JIOllИIO 

! <p( \f(t)j)dt < 00. 

[0,2ir)d 

Сходимос1ъ почти осюду по квадратам рядов Фурье функций f Е 

L2([0, 27r)2) была установлена Н . Р.Тевзадзе [13J. Ч.Фефферман [23] рас
нространил этот результат на функции f Е .V([O, 27r)d), р > 1, d ~ 2, 
а затем П.Шёлин [41] доказал, что если функция f принадлежит классу 
L(ln-1- L)d(ln+ ln+ L)([O, 2n)d), то ее ряд Фурье сходится по кубам почти 
всюду. 

Наш1учший на сегод11н реэуль·1·ат, касающийся расходимости по кубам 

на множестве tюJюжип~льной мер1.1 кратных рядов Фурье функций из 

<p(L)([O, 27r)d), d ~ 2, также, как и в одномерном случае, принадлежит 
С . В.Конягину [34J: для любой функции cp(u) = o(u(lnu)d-llnlnu) при 
и ---t оо существует функция f Е cp(L)([O, 27r)d) с расходящимся всюду 
110 кубам рядом Фурье. 

I3 настоящей диссf)ртации (в главе 3) рассматриваются последователь
ности частичных сумм кратных тригонометрических рядов Фурье (крат

ных прямоугольных сумм Фурье) несколько более общего вида, чем ку

бические, а именно, последовательности Snk (!, х) такие, что векторы 

nk = (nl, п%, .. . , ni) удовлетворнют условию 

k Е N, 1 ~ j ~ d, (13) 

где а = (а1 , . .. , аа) -·· вектор с положительными координа'rами, а 

{mk}k:,1 - бесконечно большая 1юследовательность натуральных чи

сеJ1. Доказанеt теор< ~ мн., по:шолнющан перl~носить результаты о схо

димости почти н~.;юду одномерных рядов Фурье функций из клас

соu cp(L)([O, 2п)) на случай сходимости rюследовательностей крат
ных прямоугольных сумм Фурье вида (13) для функций из классов 
cp(L)(In+ L)d-1([0, 2n)d). Отсюда и из нашего результата [17] о сходи
мости почти всюду тригонометрического ряда Фурье любой функции 

из ·класса L(ln+ L)(In+ ln+ ln+ L)([O, 2п)) вытекает сходимость почти 

всюду последовательностей Snk (!, х) с nk вида (13) для функций из 
L(l11+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([O, 2n)d). В частном случае кубических частич
ных сумы это является усилением результа1'а Шёлина [41J. 
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В третьей главе диссертации также рассматривается задача о ско

рости роста на м ножсстве полной меры последовательностей кратных 

прнмоу1'ОJ1ы1ых сумм Фуµы~. Г.А . Каµаr ·улян /6, следствие 4J получил 
следующий aнaJIOt' оцеики ОскоJ1кова (10) д;1я дву~ерного случая : для 

mofioй 11о<:J1с~; (о1ш· 1 ·1~;11.11ости nk = ( nl,, п~. ) и дJ1н кюк';\ой функции f Е 
L ln+ L ([О, 2тт) 2 ) 

(14) 

Нами показано , что в случае , когда отношения координат векторов nk 

близки к постоянным по k , точнее, когда последовательность nk удо

влетворяет (13), оценка (14) может быть улучшена: для любой функции 

f Е L(ln+ L)d- 1([0, 2тт)d), d Е N, 

Sn1 (! , х) = 0(111 k) n . в . 

Цель работы. Получение новых доста1·очных условий сходимости 

почти всюду тµи1·онометрис1еских µядон Фурье и рядон Фурье-Уолша в 

терминах принадлежности порождающих эти ряды функций к классам 

<p(L) . Изучение поведения последовательностей частичных сумм триго
номстри с1еских рядов Фурье и подпоследовательностей этих nоследова

тел ьностей ДЛЯ функций из классов нr . Получение новых результатов 
о сходимости почти всюду и оценок скорости роста на множестве пол

ной меры последовательностей прямоугольных частичных сумм кратных 

тригонометрических µядов Фурье . 

Методы исследования . В работе используются методы математи

чес · ко1'0 n11aли : Jct и теории функций, в чн.стности , теоµии ·1·риrонометри

'lеских рядоu Фуры·~ и теории 11µиближе1шй . 

Научная новизна. Результаты диссерт<:щии являются новыми . Ос-

1юuные ре:Jультаты состоят в следующем . 

1. Доказано, что если f Е L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L) на [О, 2тт) или на 

[О , 1], то тригонометрический ряд Фурье либо, соответственно , ряд Фу
рье - Уолша функции f сходится почти всюду. 

2. Найдено неулучшаемое условие интегрируемости мажорант частич
ных сумм триrо1юме1·рических рядов Фурье в терминах принадлежности 

порождающих их функций к классам нr . 
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3. При некоторых условиях на функцию <р · : [О, +оо) ~ [О, +оо) , 
модуль непрерывности w и последовательность { nk} построен пример 
функции F Е <p(L) n H'j' с расходящейся пос1ти всюду подпоследова

тельностью Sn, ( F, х) . 
4. Дока:·н1. 11а. теор(~мн., 1юзвоJ1нюща51 переносить результаты о схо

димости 1юс1•1· и в<.;юду одномерных рядов Фурье функций из классов 

<p(L)([O, 2п)) на случай сходимос1·и последонательностей кратных пря

моугольных сумм Фурье с почти постоянным отношением сторон прямо

угольников для функций из <p(L)(ln+ L)d-1([0, 2?r)d). 
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит тео

рети чески й характер . Полученные в диссертации результаты и предло

женные идеи докаэа.тельств могут быть использованы для дальнейшего 

изучения поведения частичных сумм тригонометрических рядов Фурье, 

а также рядов Фурье по другим ортогональным системам . 

Публикации. Р(~:~ут,таты диссертаr\ии 011убликованы автором в ра

ботах [46] · · [52j . 

Апробация. Результаты диссертации докладывались на совместном 

семинаре отдела теории приближения функций и отдела аппроксима

ции и приложений Института математики и механики УрО РАН под 

рук . чл.-корр. РАН Ю .Н . Субботина и проф. Н . И.Черных (многократно), 

на семинаре под. рук . проф . В . В.Арестова в УрГУ (неоднократно), на 
Научно-исследовательском семинаре по теории функций в МГУ под рук . 

чл . -корр. РАН В.С.Кашина, проф . В.И . Голубова, проф. М .И .Дьяченко и 

проф. С.В . КонЯгина, на семинаре "Ортогональные ряды" в МГУ (рук. 

- чл .-корр . РАН В . С . Кашин и 11роф . С . В . Кош1гин), на семинаре под 

рук . проф . Ван Ку111,нна и 11роф . Лю Йонпина в Пекинском нормаль
ном университете, на Международной конференции "Теория приближе

ния функций и операторов" , посвященной 80-летию со дня рождения 

С . В . Стечкина (Екатсринбур1·, 2000) , на Международной конференции 
11 Гармонический анализ и приближения, I1 11 (Ереван, 2001), на Между
народной конференции 11 Функциональные пространства, теория прибли

жений , нелинейный анализ", посвященной столетию со дня рождения 

С.М . Никольского (Москва, 2005), на традиционной Международной на
учной конференции 11 Современные проблемы математики, механики, ин-

17 



форматики" (Тула, 2005, 2006), на IV Международном симпозиуме "Ря
ды Фурье и их приложения 11 (Новороссийск, 2006), на Шестой и Восьмой 
международных Казанских летних научных школах-конференциях (Ка

зань , 2003, 2007) , на 11-ой , 13-ой и 14-ой Саратовских зимних школах 
11 Совремснные проблемы теории функций и их приложенин 11 (Саратов, 

2002 , 2006, 2008) , на 31-ой , 11а 32-ой, на 34-ой , на 36-ой , на 38-ой Реги

ональных молQдсжных конференциях "Проблемы теоретической и при

кладной матсматики 1 ' (Екатеринбург, 2000 , 2001, 2003, 2005, 2007), на 
традиционной ~жегодной Мсждунароююй лет1юй Школе С . Б.Стечкина 

по теории функций (Миасс, 1999-2006, 2008; Алексин, 2007) . 

· Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, 

трех глав и списка литературы. Главы разбиты на параграфы. Общий 

объем работы - · 162 страницы . Список литературы содержит 62 наиме
нования. 

Основное содержание работы 

Глава 1 посвя11 .\ш1а И3УЧ (~нию условий ко11еч1юсти мажоран'r после

,цовате;11>1юст<~й оr1ераторов. Первый 11араграф является вводным. Здесь 

кратко повторяется история вопроса, а также формулируются использу

емые в главе не принадлежащие автору результаты . 

В §1.2 доказана нижеследующая основная теорема этой главы . Пусть 

д = [а, ,В] -- произвольный отрезок на !R , { Иn(f, х) : n Е N} - после

довательность операторов такого вида: 

Иn(f, х) = / Qп(х, t)f(t)dt, f Е L(д), 
д 

где ядра Qн(х, t) : д2 --+ !R "_ инте1'рируемые по Лебегу на д2 функции. 
Обозна1 1им 

И*(!, х) = sup !Ин(! , x)I . 
11~1 

Теорема 1.1. Пустъ nепрер·ывная, пеубывающая. и пеогра'Н'U'Чеюtая 

фун'К'Ц 'UJ/. 'Ф : [О, +оо) --+ (О, +оо) уdовлетворя.ет усмв'U'lо 

'lf;(u2
) ~ K'lf;(u) 

18 



для некоторой постоянной К > 1 . Предположим, "Что найдутся. кон
стант-ы Со, Уо > О , такие "Что для характеристической функции XF 
произволъного измеримого множества F С д въtnолняетс.я неравен

ство 

шеs {х Ед: V*(xp,x) >у}~ С0~ф (t) шesF, О< у< Уо· 

Тои)а. для любой f Е Lф(L) ln+ ln+ ф(L) no'Чrrt 'u всюду вътолнено нера
вr1и:тво 

и·u, х) < +оо. 
Более ШОi!О, для функч·и-и распределе'Н:их ма:JtСорант·ы и·и, х) справед

лива следующая о-u,енка: 

mes{x Ед : U*(f,x) > z} ~ 

~ _;. (С [ l/(x)I Ф(l/(x)I) ln+ ln+ Ф(lf (x)l)dx +С) , 
z>zo>O. 

fi ~3 l 'Ш\ВЫ 1 С llOMOll\ЫO ОЦ<~ llКИ (7) И Т<Юремы 1.1 получены СЛедуЮЩИ€ 
.УТВеj)Ж) \<~НИЯ. 

Теорема 1.2. Если фун·к-u,и.н. f nр'U1tадлеж ·ит классу 

то тригопометрн'Ч.еский ряд Фуръе этой функц·ии сход·ится по-чти 

всюду. 

Теорема 1.3. Если функция f принадлежит классу 

L(ln+ L){ln+ ln+ ln+ L){[O, 1]), 

то р.нд Фуры: Уолш.11 . . тип'Z !/i·.11п·кч·1ш c:1:od·11:1nr:я no•irn·u всюду. 

Отметим , что теорема. 1. 2 ранее была опубл и кована в l l 7J как само

стоятельный результат и была включена в нащу кандидатскую диссер

тацию . 

ДоказатеЛ1,ство теорем 1. 2 и 1. 3 проводится одновременно . 

19 



В §4 ~·лавы 1 мы , используя (3), (7) и теорему 1.1, получаем оцен
ки скорости роста частичных сумм тригонометрических рядов Фурье 

функций из классов , промежуточных между классами L([O , 27r)) и 

L(ln+ L)(ln+ ln+ ln+ L)([O, 27r)) . 

Теорема 1.4. Пустъ А~ 4 , пепреръ~вна.я функv,и.я 1f; : [А, +оо) -+ 
[О, +оо) тшкая, •~то 

1) 1/;(и) не убывает на [А, +оо) ; 

2} функчи.я (ln и)/(1/;(и)) не убъ~ваетп на [А, +оо); 

3} 1/;(и) = o(ln и) np·u и-+ +оо. 
То~ди д.л.я. i;;a:ж:dm't фун:t.:·11,и·и f Е Li/;(L) lп+ lп+ 1/J(L) по-ч.т ·и. всюду спра
иеdл·и.ва 0·11,en'h:a " 

( 
lnn) 

511 (!, х) =о 1/J(п) . 

Вторая глава диссертации посвящена поведению последовательностей 

частичных сумм тригонометрических рядов Фурье и подпоследователь

ностей этих последовательностей для функций, принадлежащих классам 

нr . 
В первом параграфе второй главы приведены используемые в этой 

главе обо:шачс11и51. n. также формуJ1ируются применяемые здесь в дока

: щтс~.тtьстна.х и : ·1вс~ст11ы(~ утверж,1.].е1111я. 

I3 §2.2 1юлу•1е110 СJ!Щi,УЮЩР.е утнсрждение. 
Теорема 2.1. Существует фупк-ци.я F Е L([O, 27r)) с расходящимся 

по-ч.ти всюду тр·игонометри-ч.еским рядом Фуръе и ·интегралънъt.м .мо

ду.л.е.м непреръ~вности, удовлетворяющv.м условию 

w(F,0)1 ~О ( lnln(l/б)) 
ln(l/б) · 

Доказательство теоремы 2.1 основано на следующих двух леммах 
(С . В . Ко1iя1· и1-~а и нашей) . 

Лемма 2.А. (С . IЗ . Ко11ю·и11 , 17, Jl(~мма (З.5)j). Пуст·ь п ·· достато-ч.но 
бол·ьшое натури.л·ьное ·•шсло, N = 2п , М = 2Nn21' . Тогда су·щесrпвует 
такой неотри-и,ат.ел·ыt·ы·1/. тр ·и.гоном.етри-ч.ес-к:·иu полииом Т" степени не 
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вЪtше М2 , 't.mo 
1 1211' 

- Тп(х)dх = 1, 
27Т о 

·и для любого х Е [О, 27r) nайдеrпся такое т ~ Nn, -что 

Sт(Tn, х) ~ О.ООО2у'Тi . 

Лемма 2.1. Предполо:жим, -что существуют nоследовател·ьnости 

и) фу·н:х:и;ий Uп};;о=нп С L , 
б) 21Т -пер'UОдu,~еских ммжеств {E"}~=no , 
в) 'Н.О.м.еров { q"} ::°=nu С N , 
1.) по.11.о :ж: ·и.rnr'.11:ы1.ы.:1: "t'uceл {>."}·;;"=но 

1/L(l.'h:'Ш:., 'lТltO 

1) llf11 i:1 = 1 ' 
2) mes En ~ 'У > О , 
3) последовател ·ьности { Лn} , { qn}, { q~/ Лп} 'Н.е убЪLвают, 
4) Лп = О(>.11-1), {>.n} 'Н.е. ограnи-чеnа, 
5) для любого х Е En 

rnax ISk(fn, x)I ~ сЛn. 
1$k$qn 

Пустъ моду.л:п ur:преры.вnосrтш w удовлетворяет услови.ю 

_!_=О (w (2-)) . 
>." q?i 

Тогда существует фун.кv,·ия F ·из r.;лacGa Н']' с расходящимся по-чти 

всюду рядом Фуръе . 

В §2 .3 расr.матривается задача о наиболее общих условиях на модуль 
непрерывности w , достаточных для того, чтобы для всех f Е Н! ма
жоранта M(f, Л, ·) была интегрируемой . Получены следующие утвер~ 
ждения . 

Теорема 2.2. Пустъ для модуля nепреръtвnости w ·и nос.ледователъ

'НОсти положшпел·№·ых -чисел Л = { >."}~=l в·ыnолnеn·ы условия 
1) последоrшrпел·ыtос11~и {>.11 } ·и {п/>. 11 } ·не уб·ывают; 

·?О " 

2.) .,,aJ ""' :и (l/k) - "~· ~ k>. 1: : 1 :ouu1ncя . k=l . • 
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Тогдr~ д.л..я. любой J Е Н\ .м.a:J1COJm11ma A1(J, Л , ·) ·и. н. rпР.гр ируе.м.а , ·и 

l!M(J, Л, ·)\!1 ~ 4 f: w(J~:~k)i + ;
1

1!Jl\1. 
11=! 

Теорема 2.3. Пустъ .м.одул:ь непрер'Ь/,вности w и кеубъ~вающая nо

с.л.едовател·иностъ положителы~ъ~х "Чисел Л = { Лn}~=l удовлетворяют 
условию 

~ w(l/k) _ 
~ k.A - 00 . 
k=l k 

Тогда r:уществует фукк'Ц ·ия F 
M(F, Л, ·) ке икrпегр·ируема. 

Е такая , •~то мажоранта· 

В §2.4 дока.эаны л еммы , неоGхо; \ИМЫР ).\ШI получения в последующих 

;~вух паратрнфах р<~:1ут,татов о расхо;\11мос:·1 ·и подпоследовательностей 

последовн.телыюсти сумм Фурье . Ключевое место здесь за.нимает 

Лемма 2.6. Пуст·ь последовател·ыюст·ь {nk}r,.1 С N удовлетво

рJ~еm условию nk+1/nk :2: 18, k Е N . Тогда для любого н.атуралъного 
'tисла m > е800 существует функч·и.я. fm Е L([O, 27r)) такая, -ч.то 

1) fm непрер·ывна, имеет огран·u"Ченную вариа-цию на периоде 
[О, 27r) , 

U llJmll1 = 1; 
2) для всез.: х Е [О, 27r) О~ fm(x) ~ 182m ; 

3) для. люби го о > О 

4) для мно:нсества 

{ ~m} G111 = xE[0, 27r) : max \Sщ(f111 ,x)\>-00 \suppfm, 
m+l:5kS3m 1 

где supp fт = {х Е [О, 27r) : fт(х) f. О} - носителъ функ'Ции fт, 

mes G111 :2: 7r /36. 
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В §2.5 рассматриваются 1юдnоследовательности сумм 

Sщ(f, х) , у котор1,1х 1юслсдовн.·1 ·с;1ыюс·1·и натура.11ы1ых· чисел 

возрастают и существуют числа р > 1 и 'У Е N такие, что 

n(k+I)' 
-- ~р, kEN. 
nk~ 

(15) 

Для последовательностей вида (15) рассматривается задача о границах 
возможного усиления сформулированных выше утверждений А) и В). 

Получены следующие утверждения. 

Теорема 2.4. Пустъ nоследователъностъ { nk}k=I удовлетворяет 

условию (15), w - некоторъ~u модулъ неnреръ~вности, и последова

телыt.0r:т:ь w(l/n,,) ln k не убыва.f.m п ·н.еогра·н:U'ч.епа. Тогда. существует 

фуn'!i:'Ц'UЯ F Е Hf rтш.л:а . .н., "l.mo дл.н. no"tm:u. щ:с:х х Е [О, 2тт) 

Теорема 2.5. Пуст·ь для удовлетворяющей условию (15) последова

тел·ьност:и { nk}k=I и модуля nепрер·ывnости w последователъnостъ 
(w(l/nk) ln k)-1 ограnи"l.ена. Тогда существует фун:кv,ия F Е Н! та
кая, "l.mo подп·оследователъност·ь Snk(F, х) расходится nо"l.ти всюду. 

Обозначим через [х] целую часть числа х. Следующие утверждения 

как частные случаи непосредственно вытекают из теорем 2.4 и 2.5, а 
также и:з утвсµжi~ений А) и В) (см. с.20). 

Следствие 2.1. Пустъ о. ~ 1, (3 > О, nk = [exp(exp((lnk)°'))], 
k Е N, w(b) = (lnln(l/b))-.8, О < Ь :::=; е-е. Тогда, есл·и (3 > 1/о., то 
для любой f Е Н! подпоследовател:ьпост·ь Sщ (!, х) сходится по-чти 

всюду, о. ес.л:и. (3 :::; 1 /о. , то naйдmicR F Е Н} таки.я, -ч,то Snk ( F, х) 
расходшпс.х 11oчum всюду. Далее, если О < {3 < 1/ о., с: > О, то для всех 
f Е Н! 

Snk (!, х) = о ( (ln ln nk) ~-.В+е) п . в . ; 
в то же времR, существует функv,иR F Е н1 ma'КaJI., "1.ffiO 
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Пусть / Е N. Оnрслелим функции ехр"(х) и ln"(x) следующим об
разом : ехр 1 (х) = ех, ехр"(х) = еех1·»- 1 ( х), r 2: 2 ; ln1(x) = lnx, In"(x) = 
ln(ln"1-1(x)), r 2: 2 . 

Следствие 2.2. Пусrп·ь 'У Е N, (3 > О. nk = [exp"(k)], k Е N, 
w(c5) = (1n"1+ 1 (1/с5))-н. О < с5 ~ 1/ ехр"+ 1 (1). Тогда, есл·и (3 > 1, то 
дм любой f Е нr подпоследоваrпелыJ,Остъ Snk (!, х) сходите.я. no'Ч.mU 

всюду, а если (3 =:; 1, то найдете.я F Е Н1 такая, 'tmo Snk(F, х) 
расход·итс.я no'tтu всюду . Далее, есл·и О < (3 < 1 , с: > О , то дл.я всех 
f Е Н! 

Sщ(f, х) =о ((ln,,+1(nk)) 1 -.В+0 ) п.в . ; 

в то же врем.я, существует фун.кv,и.я F Е Н} такая, 'Ч.mо 

В 110с1ю,цнем 11ара1 ·р<tфе второй 1-шшы (§2 .6) доказана следующая тео
рема, объединяющая теорему 2.5 и результат работы С.В.Конягина [8]. 

Теорема 2.6. Пустъ для последовательности {nk}~=l С N вътол~ 
няетс.я услов ·ие (15), <р : (О, оо) --+ [О, оо) - 'Н.еуб-ывающа.я функv,и.я 

такая, 'Ч.mо <р( и) = о( и ln ln и) пр·и и --t оо , w - .модулъ н.епреръ~вно

сти, св.язанн·ый с последователъност·ью { nk} соотношением 

Тогда. сущест.вует фу·11:кч ·и.я F Е <р( L) n Н'{ , у r.;оторой подпоследова
тс;лыt0с111:u 8 111• ( F, х) расход·и.тс.я noч:m'lL м:10dу. 

Отметим , <1то в работе [8] дока:зн.тельство основано на методе Ш.В .Хе

ладзе [15] , пре;\j'сматривающем построение примера с помощью триго
нометрических нолиномов. В докюательстве теоремы 2.6 конструкция 
примера базируется на использовании кусочно-линейных функций. 

Третья глава посвящена получению утверждений о сходимости и 

оценках скорости роста последовательностей кратных тригонометриче

ских сумм Фурье. 

В §3.1 мы напоминаем определения и обозначения в нужной для дан
ной rлавы интерпретации . Отметим, что в этой главе мы, в соответствии 
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с нашей схемой докнэатсльства, рассматриваем 13 том числе и функции, 

определенные на JRd и принадлсжt\.щис разJ1ичным классам ip(L)(JRd) . 
Второй параграф третьей главы содержит вспомогательные утвер

ждения. Основные леммы сосредоточены 13 §3.3. В §3.4 и §3.5 получены 
следующие ут1юржд<~11ия. 

Теорема 3.1. Пуст·ь иепр1;рытш.я фуик:и;и.я. t.p: [О,+оо)-+ [0,+оо) 

npeдcrruum.м.a в виде <,о( и) = и-ф('и), гдr; фуn·11:ч·и11. 'Ф( и) д·иффереnцируе

ма при и 2:: А 2:: О, 'Ф(и) и и-ф'(и) ne уб·ываюrп на [А, +оо), а ф(и)и-! 
и ф'(и) ne возрастают на [А, +оо). Предположим, "Что тригономет

ри"Ческий ряд Фуръе любой функv,·ии g Е <,o(L)([O, 27r)) сходится по-чти 
всюду. Тогда для любого d Е N, для всех f Е 'P(L)(ln+ L)d-1([0, 27r)d), 
каждого В С {1, 2, ... , d} и последователъности nk, удовлетворя

ющей условшv (13), последовательностn·ь Sn~,в(f, х) сходится nо'Ч.ти 
всюду. 

Из теоремы 3.1 и теоремы 1.2 о сходимости почти всю

ду триго1юмt~трическоrо ряда Фур1,е ;1юбой функции из класса 

L(ln+ L)(lн+ 111 ... lн+ L)([O, 27r)) 1штскает 

Теорема 3.2 Пустn·ь d Е N , В С {1, 2, ... , d}, последова

тельностъ nk = (nl, n~,.", п%) удоQлетворлет условию (13). То
гда, если f Е L(ln+ L)d(ln+ ln+ ln+ L)([O, 27r)d), то nоследовател·ьностъ 
Sn~ ,в(f, х) сходшпся nо'Чт'и всюду на [О, 27r)d. 

Теорема 3.3. Пустъ d Е N, В С {1, 2, ... , d}, nоследователъностъ 
nk = (nl, п~, . . . , п~) удовлетворяет условию (13) . Тогда для любой 
функции f Е L(ln+ L)d- 1([0, 27Г)d) при по-чти всех х Е [О, 27Г)d сnравед-
лива оценка 

В 'Ч.астпости, 

Snk(f,x) = o(lnk) п.в. 

Автор выражает 1'лубокую бла1·одарность с~оему научному консуль
танту профессору Николаю Иванови•1у Черных за ценные замечания, 

полезные обсуждения и внимание к работе. 
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