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Аннотация

В работе рассмотрен модифицированный метод точечных потенциалов и его применение к задаче
Хеле-Шоу. Введена расширенная система точечных потенциалов, доказана её полнота и сходимость
модифицированного метода точечных потенциалов. Полученные результаты использованы для решения
задачи Хеле-Шоу.
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Summary

Modified method of Point Potential and its application to Hele Shaw problem is being observed.
Extended system of point potential has been introduced. Completeness of system and convergence of
Modified method of Point Potential have been proved. The achieved results have been used for solving Hele
Shaw problem.
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В последнее время проявляется большой интерес к несеточным методам решения краевых задач. Ме-
тод, который следуя [1] будем называть методом точечных потенциалов (МТП), был предложен в работах
В.Д.Купрадзе и М.А.Алексидзе [2, 3]. В [1, 4] метод точечных потенциалов распространен на широкий
класс краевых задач.

Удобство метода для решения задач математической физики в областях сложной формы обеспечи-
ло его широкое распространение [5, 6]. В настоящей работе предложена модификация МТП, обеспечи-
вающая сходимость приближенного решения в более сильной норме, что позволяет применять его для
решения таких задач, как, например, задача Хеле-Шоу [7].

1. Расширенная система точечных потенциалов и её полнота

Пусть Q ⊂ R
2

– ограниченная область с ляпуновской границей или открытый ограниченный много-
угольник, Q+ = R

2 \ Q̄ .

1)Работ выполнена при поддержке РФФИ (РФФИ-Юг 13/96)
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Определение 1. Расширенной системой точечных потенциалов будем называть следующее

множество функций:

α0(x) = 1, αi(x) = E(x− zi), i = 1, 2, . . . ,

где {zi}
∞

i=1 ⊂ Q+ , E(x) =
1

2π
ln |x| – фундаментальное решение уравнения Лапласа. Точки мно-

жества {zi}
∞

i=1 назовем базисными точками расширенной системы точечных потенциалов.

Определим необходимые в дальнейшем понятия регулярной области и множества единственности по-
тенциала простого слоя.

Определение 2. Пусть потенциал простого слоя (ППС)

Vρ(x) =

∫

∂Q

ρ(y)E(x− y)dy

с плотностью ρ ∈ W−1
2 (∂Q) обращается в тождественный нуль на множестве Q+ тогда и

только тогда, когда его плотность ρ ≡ 0 , тогда область Q будем называть регулярной.

Определение 3. Множество A ⊂ Q+ будем называть множеством единственности ППС,

если из равенства Vρ(x) = 0 для всех x ∈ A следует равенство Vρ(x) = 0 для всех x ∈ Q+ .

Cледующая теорема устанавливает необходимые и достаточные условия полноты расширенной си-
стемы точечных потенциалов.

Теорема 1. Расширенная система точечных потенциалов {αi}
∞

i=0 замкнута и полна в

W 1
2 (∂Q) тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия:

1. область Q регулярна,

2. множество базисных точек системы является множеством единственности ППС.

Следующие леммы показывают, что классы регулярных областей и множеств единственности ППС
достаточно широки.

Лемма 1. Если существует точка x ∈ Q , относительно которой область Q является

звездной, то область Q регулярна.

Лемма 2. Любой отрезок (и даже любое его счетное подмножество), расположенный на

прямой, не пересекающейся с Q̄ , является множеством единственности ППС.

2. Модифицированный МТП и его свойства.

Изложим модификацию МТП на примере задачи Дирихле для уравнения Лапласа.
Рассмотрим следующую задачу Дирихле для уравнения Лапласа:







∆u = 0 в Q,

u = ϕ на ∂Q, ϕ ∈ W 1
2 (∂Q).

(1)

Определение 4. Пусть {αi}
∞

i=0 – pасширенная система точечных потенциалов. Прибли-

женным решением задачи (1) будем называть функцию вида

uN = c0 +
N
∑

i=1

ciαi,

где коэффициенты ci, i = 1, 2, . . . , N доставляют минимум функции

F (c1, . . . , cN ) =
∥

∥ϕ− uN
∥

∥

2

W 1

2
(∂Q)

.
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От обычного МТП модифицированный метод точечных потенциалов отличается видом функции F .
Из теоремы 1 следует, что если область Q регулярна и множество базисных точек системы {αi}

∞

i=0

является множеством единственности ППС, то
∥

∥ϕ− uN
∥

∥

W 1

2
(∂Q)

→ 0 при N → ∞ .

Сходимость приближенного решения задачи (1) устанавливается следующей теоремой.

Теорема 2. Пусть область Q регулярна и множество базисных точек системы {αi}
∞

i=0 яв-

ляется множеством единственности ППС, u ∈ W 1
2 (Q) – решение задачи (1), uN

– приближен-

ное решение задачи (1); тогда ‖u− uN‖W 1

2
(Q) → 0 при N → ∞ .

Опираясь на теорему 1 можно доказать аналогичную теорему о сходимости модифицированного МТП
для уравнения Лапласа со смешанными краевыми условиями.

Рис. 1:

Рис. 2:
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3. Применение модифицированного МТП к задаче Хеле-Шоу.

Рассмотрим следующую задачу: найти такие функцию p и область Ω(t) ⊂ R
2 , что























































∆p = 0 в Ω(t),

∂p

∂n
= 0 на Γ1(t),

p = 0 на Γ2(t), p = 1 на Γ3(t),

vn = λ
∂p

∂n
на Γ2(t) ∪ Γ3(t).

(2)

Здесь Ω(0) – заданная область, Γ1(t),Γ2(t),Γ3(t) – непересекающиеся части границы ∂Ω(t) , Γ1(t)∪

Γ2(t) ∪ Γ3(t) = ∂Ω(t) , Γ1(t) – неподвижная часть границы, Γ2(t),Γ3(t) – подвижные части, vn – нор-
мальная составляющая скорости движения подвижной части границы.

Проведем полудискретизацию задачи (2) по t . Для отыскания скорости движения подвижной части
границы на каждом временном слое необходимо решать смешанную краевую задачу для уравнения Ла-
пласа. Для этого удобен МТП, поскольку он практически не требует затрат, связанных с изменением

формы границы. Обычный МТП не гарантирует необходимой точности при вычислении значений
∂p

∂n
на

подвижной части границы, поэтому задача решалась с помощью модифицированного МТП. На рис. 1,2
приведены решения двух задач, причем, при x 6 0.5 эти решения совпадают, что свидетельствует об
устойчивости предложенного метода. Решение этих же задач с помощью обычного метода приводило к
сильной численной неустойчивости уже при малых значениях t .
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