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Общая характеристика работы 

Актуальность mv-мы. Одной из важнейших частей теории операторных 
алгебр является, гак называемая, теория некоммутативного интегрирова-
Iтя Фундамент общей теории HHTCI рироьания в алгебрах операторов БЫЛ 

заложен в работах Дж. Неймана и Ф. Мюррея, а также Ж. Диксмье. В 
работе И. Сигала была ностроенна теория интегрирования относительно 
унитарно-инвариантной меры на проекторах на полу конечной алгебре фон 
Неймана, то есть, фактически, относительно точного нормального пол^тсо-
иечного следа на алгебре фон Неимлна. 

Продолжая исследования по теории некоммутативного интегрирования 
многие авторы, например В. Ф. Стаинспринг, Ф. Ивдон и др., изучали 
аналоги некоторых частей классической теории инта рирования. Введе-
ние Сигал ом понятий измеримого оператора и сходимости почти всюду на 
пространстве измеримых операторов стимул иргшало изучение н о ш п р о -
странств неограниченных операторов и топологий, свя ганньтх со слепом на 
алгебре фон Неймана. В частности, этими вопросами занижались С. Санка^ 
ран, Ф. Исдон„ А. П. Падманабхан, В. Ф. Стаинспринг, Т. Фак и X. Косаки, 
О. Е. Тихонов, JI. Циах, М.А. Муратов. 

В результате синтеза сигаливской некоммутативной теории интегри-
рование и теории несамосопряженнъгх операторных алгебр (или субдиаго-
нальных алгеор) возникла теория некоммутативных пространств Харди. 
Субдиагонапьные алгебры изучались в работах В. Арвесона, С. Каеамура 
и Я. Томияма, Р. И. Лоебл и П. С. Мюли, К.-С. Саито, Н. Камеи. 

Заметим, что качестве специального случат, когда алгебра коммута-
тивна,, построенная Сигалом теория включает в себя классическую теорию 
интегрирования на абстрактном пространства с мерой. Теория некомму-
тативных пространств Харди также является обобщением классических 
пространств Харди. В связи с этим представляет интерес перенесение и 
обобщение результатов связанных с классическом теорией интегрирования 
па некоммутативный случай 

Данная диссертация посвящена некоммутативному обобщению изложен -
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ных ниже результантов Ьухвалова Лоза невского и их приложений связан-
ных с теорией прогтргшотв Харди. 

А. В. Ьухтишов и Г. Я Лозановский показали,1 что изучение ограни-
ченных но норме выпуклых множеств, замкнутых R ТОПОЛОГИИ локальной 
сходимости по мере в некоторых банаховых решетках измеримых функ-
ций, может быть в определенном смысле сведено к изучению выпуклых 
КОМПАКТНЫХ множеств в подходящих топологических векторных простран-
ствах измеримых функций. Отметим что результаты БухвалОьа - Лоза-
новсхого применимы и в L1 — классическом пространстве интегрируемых 
функций на пространстве с копечпой мерой. В качестве одного из нетри-
виальных и неожиданных приложений этих результатов А. В. Ьухвллов 
отмечает исследования Г. Годефруа2 слабой секвенциальной полноты фак-
торпростралств L1 и, в частности, его доказательство известной теоремы 
Муни-Хавина о том, что L1 /Н^ слабо секвенциально полно (где Щ — 
пространство Харди аналитических функции на круге). 

Цель работы. Основными целями данной работы являются: доказатель-
ство некоммутативного аналога теоремы Бухвнлова Лозаяовского о вы-
пуклых ограниченных по норме, замкнутых в типологии локальной схТ >ди-
мости по мере подмножествах банахова пространства Li(r); доказательст-
во некоммутативного «.налога теоремы Годфруа о слабой секвенциальной 
полноге факторпространств пространства Li(r); изучение структуры не-
коммутативного пространства Харди Щ, построенного по условному ожи-
данию в полуконечной алгебре фон Неймана и связанной с ним группе 
внутренних *-автоморфизмов, а также исследование слабой секвенциаль-
ной полноты факторпространсгва L\{R) / Н\\ доказательство слабой сек-
венциальной полноты факторпространотпа Li(r)/Lifrjv), где N — такая 
подалгебра фон Неймана атсГдоы Af, что ограничение TN следа т на N 
является по л у конечным следом. 

3Вухвалов А. В., Лозншчитсий Г Я О замкнутых по мере множествах в простран-
ствах измеримых функций f j ДАН ССОР - 1973. Т. 212. - N. С. - С. 1273-127Б. 

2God«;froy G. Sous-espacts Ыеп Ш$роя§я de L1 -applications / / 'IVBIIH. Аш«г. Mut.L.. Soc. 
1984. V. N. 1- - R 227- 249. 
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Методъi исследования. Основные результаты диггераации получены с 
применением методов функционального анализа, теории некоммутативною 
интегрирования, теории локально-ьыпуклых векторных пространств. В ра-
бот^ использовалась техника, связанная со св<)йствами топологии локаль-
ной «-ходимости по мере в пространстве вполпе измеримых операторов, тех 
ника разложения, непрерывного функционала па аллсбре фок Неймана на 
нормальную и сингулярную части, а также, техника, связанная с понятием 
условного ожидания на алгебре фон Неймана. 

Научная нооиэни и практическая значимость. В данной диссертации 
проводится "некоммутативное" обобщение результатов Л. В. Бухвалова и 
Г. Я. Лозановского, а также результатов Г. Годефруа. 

Основные результаты диссертации являются новыми» Все они опубли-
кованы в открытой печати. Работа носит теоретический характер. Досто-
верность результатов обосновывается полными математическими доказа-
тельствами. 

Апробация работы Результаты диссертации докладывались и обсуж-
дались на научном семинаре "Алгебры операторов и их приложения при 
кафедре математическою анализа Казанского государственного унииерси-
тета, на итоговых научных конференциях К ГУ (1996, 2001 гг.), на XVTTI 
Московской конфереттии молодых ученых мехмата Ml У (1996 г.), на П 
Республиканской научной конференции молодых ученых и специалистов 
(Казань, 1996 г.), на школе конференции, посвященной 130-летию со дня 
рождения Д. Ф. Егорова. (Казань, 1999 г.), на V Казанской международной 
школе -конференции (2001 г.). 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в рабо-
тах, список которых приводится в конце автореферата 

Структура работы. Лисертация состоит из введения, трех глав, разби-
тых на одинадцать параграфов и списка литературы. Объем диссертации 
— 81 страница машинописною текста, список литературы содержит lib 
паимен «Р-Шии. 
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Содержание работы 

Во введении приводятся краткие исторические с щ ц я и обзор со-
временного состояния по вопросам, связанным с тематикой диссертации — 
теории некоммутативного интегрирования, теории некомму тативных про-
странств Харди и, частично, теории банаховых решегок. Также кратко 
изложены основные резу.льтаты работы. 

В первой главе (§§ 1-3) вводится топология локальной сходимости по 
мере в прос гранстве вполне измеримых операторов и изучаются свойства 
чтой топологии. Также приводятся необходимые определ "ния и фактхЛ 

В § 1 приводятся основные определения и некоторые результаты те-
ории топологически*- векторных: пространств и локально-выпуклых про-
странств, общей теории алгебр фон Неймана, теории некоммутативного 
интегрирования (в частности теории измеримых операторов). Приведем 
некоторые из них. 

Пусть М — алгебра фон Неймана, на которой выдеаек Точный нормаль-
ный полуконечный г лед т. Замкнутый шЮ'хно определенный, присоединен-
ный к М оператор х назовем вполне ухмгримым, если т(1 — е'^') < +оо для 
некоторою Л > 0, где е^' — ешкгральпый проектор модуля операторч 
соответствующий отрезку [О, Л]. Через К обозначим множество вполне из-
мери лых. операторов. Символом || - ||оо обозначаете* норма огрглшч-шного 
оператора. 

С помощью метрики dr (х, у) = inf\>o тпах{А, т(1 — е̂ 7 у 1)} (re, у € /С) 
на множестве /С вводится топология сходимости по мгре.3 Через I/i(r) 
обозначим нр< »странст во интегрируемых относительно следа г операторов. 
Как извссгнп, отображение х И- т(аг-) осуществляет изометрический изо-
морфилд между Li(r) и М+, Также существует1 анало- ичный изометричес-
кий изоморфизм между М и Li(r)*. Будем отиж дегтвлятъ соответствую-
щие изометрически изомофные пространства. 

;,Стайнепринг Б. Ф. Теоремы об интегрировании относительно м'рм на npoefcttto-
par ti doot*cmeeNHi>cm»i для уцимодулхрных v,j>ynn,{/ Математика (сб- переводов) - 1974. 
- Т. 6:2. - С. 107-140. 
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В § 2 с помишью базиса окрестностей нуля 

К"М,Р) = € К | € MVr(q < р, ||wr|U < б и т(р-д)<$)} 

где €, Л > 0, р € М, г(р) < +оо, вводится топология локальной сходимости 
no /tepft, относительно которий прбстранетво вполне измеримых операто-
ров становится топологическим векторным пространством. Доказано, что 
данная топология совпадает с топологией, рассматриваемой JI. Циахом4, а 
именно сеть ха—¥х тогда и толi ко тогда, когда ртгхр —> рхр по мере в К 
для всех р € М, 7 (jp) < 4-оо. 

В § 3 исслежу ются свойства топологии локальной сходимости по мере. 
Доказывается нещ>ерывяость операции умножения на вполне измеримый 
оператор и араДог теоремы Фату, связанный с дашюй топологией. 

Предложение З.б. Пусть ха — сеть в L\(г), х G /С, ха —* я и 
sup ll̂ alh < + O Q . Тогда XQLI(T) и |H|i < Kminf ||tf0lli-
Q fl 

Показывая гея также, что пространство вполне *имсримых оператора 
отделювп относительно топологии локальной сходимости по мере. Также 
доказано, что если негодная алгебра фон Пегмача совпадает с алгеброй 
всех ограниченных операторов на которой рассмаз рипаегеи кьн< шическим 
след, то топология локальной сходимости по мере совпадает с топологией 
слабой операторной сходимости. Коли исходная алгебра фон Непмана сов-
падает с коммутативной алгеброй операторов умножения на измеримую 
функцию с интегралом Лебега в качестве следа, то топология локальной 
сходимости по мере есть классическая топология сходимости по мере на 
всех множествах конечной меры в пространстве вполне измеримых функ 
ций. 

Во второй главе дисертапии после исследования свойств вспомога-
тельных топологии доказывается некоммутативный аналог теоремы Бух-
валива-Лозановского о выпуклых, ограниченных подмножествах простран-
ства X/i(r), замкнутых в топологии локальной сходимости по мере. 

4Ciach Li J. Some remark* on convergence in measure and on dominated sequence of 
operators measurable witу rf!,pect to a eemifmite von Neumann algebra / / Col. Malh. -
1988. - V- LV. - f. 1. - P. 109-121. 
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В § 4 и § J, вводится и изучается вспомогательна* |<T|(L1(T),'K)) тополо-
гия, nopi »ждаемая семейством полунорм Сначала в произвольном уш >рядо-
ченном вещественном линеином пространстве К, порождающимся конусом 
своих положительных элементов, зададим семейство полунорм по формуле: 

rf(x) = ini{f(xi) + f{x2) | xlyx2 € X+>x = - x2} (x <E X)y 

где / пробегает множесаво положительных функционалов на X. 
Если в качестве X рассматривать вещественное линейное простран-

ство М ) эрмитовых улырасл;*бо непрерывных функционалов нн алгебре 
фон Неймана М, а в качестве положительных функшоналов на X по-
ложительные операторы из алгебры М, то для <р G и а € А/+ имеем: 

. Продолжение полунормы га(-) с пространства М* 
на пространство Мф всех ультрашЛШо непрерывных функционалов на М, 
полученное с использованием указаного равенства, является полунормой 
на М#. 

Для непустою подмн<>жсстваУ С М через |<т|(Мц.ТУ) (или, учитывал из 
изометрический изоморфизм вдкду Li{ i ) и М*, через |tr|(Li(r), У)) обозна-
чается топология на порожденная семейством полунорм {ra | а € У + } -

§ 5 посвящен изучению с.пойств \а\(М+% У)-точологии при некоторых 
условиях на множество У. Введем необходимые определения. 

Нал» >мним. что подмножество L С называется наследственным ко-
нусом в если а) услоъия а 6 М4*, Ь G L и а < Ь влекут a G L\ б) для 
а, b G L сумма а + 6 € L. 

будем нвлывать подпространство У в М , натянутое на 
наследственный конус свои к положительных элементов и такое, что для 
всех h G М + \{0 } найдется а € У1 такой, что О ф а < Ь. Заметим что. по-
следнее условие кмеег другие эквивалентные формулировки. Фундамент 
всегда ультраслабо плотен в М и поэтому тотален на Мш. Поэтому следу-
ющее утверждение верно и для фундаментов. 

Предложение 5.2. Пусть У * — такой наследственный конус в М+, 
что соответствующее подпростраистоп У тотально на М+. Тор.да 
]<т\{М9л У)-топология согласуется с двойственностью (МЩ,У). 
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И § 6 параграфе доказывается ряд вспомогательных лемм, небоходи-
мых для доказательства основной теоремы данной диссертации. Эти лем-
мы устанавливают связь между сходимостью N |<7|(LI(T), Y) cr{L\ (Г) , Y)-
топологиях и сходимостью локально по мере, при условии, что множество 
Y — фундамент в М. 

Лемма 6.1. Пусть Y — фундамент « М. Если { х а } такал сеть о 
LI(T), что 0 в \O\(L\{T) yY)-топологии, то ха 0. 

Лемма 6.2. Пусть Y — фунс/амент в М и { я а } — сеть в Дк(т) такая, 
что xw —> 0 в cr(Li(г),У")-топологии, тогда существует сеть ур 0, 

каждый элемент ур есть выпуклая комбинация элементов 

Лемма в.З, Пусть след г конечен, Y — фундамент е М, { х и } — 
сеть в L±(r) и € Li(r). Если существует у € К такой, что вер-
но —]{г(у) < Re(xa) < Re(y) и -Im(y) < 1т(ха) < 1т{у) при любом 

Т / 

а, ха — ) х и -ыг,о е V(Li(T), ¥)-топологии, то X=XQ. 

Лемма 6.5. Вели сеть {х^} в L\(г) такова, чти /с(хй) —^ ц> € Ы* 
в а(М*,M)-morvAowu и P R ( V } ) = для некоторого х € L[(T), то су-
ществует фундамент Y вМ такой, что ха х в a(Li(r), У)-топ<>логии, 

JB § 7 параг рафе доказывается основная теорема данной диссертации. 
Доказательство теоремы проводится по тому же плану, что и доказатель-
ство теоремы 1.1 из работы Ьухвалова-Лозаповского. Для случая конечного 
следа данная теорема доказана О» Б. Тихоновым.6 При доказательстве те 
оремы существенно используются леммы 5 6. 

Далее через к будем обозначать каноническое вложение пространства 
Li(r) в пространство М* непрерывных ни норме функционалов на М. Как 
известно, М* = М тфМд, где М* — такое подпространство что любой 
функционал ф € М* единственным образом представляется в виде 

Ф = 02, ф1 е Ф2 е м;, 
5Тихоыо» О. Е. Замкнутые по мере выпуклые множества в некомму mm, шоных L1-

пространствах / / XXVI Воронежская зимняя мйтныат ®ця тптсола: Сб науч тр. -
Воронеж: Иэд-во ВГУ. - 19&4, - С. 00. 
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причем Ĥ ll = H îll + Функи^оналы из М* называются сингулярны-
ми. Через Рг будем обозначать про^кгор Такпсаки, фигурирующий в его 
теореме о разложении непрерывного по норме функционала на алтаре фон 
Неймана в виде суммы нормального и сингулярного функционалов 

Теорема 7.1. Пусть V — непустое выпуклое подмножество Ьг(т), 
W — и(М* ,М)-замыкание множества к(^). Тоъда 

а) если V замкнуто в пмпологии локмьной сходимости по мере в 
Li(r), то 

I W = d#(V); (*) 

б) если V ограничено и удовлетворяет (*), то V зликпуто в тополо-
гии локальной сходимости по мере в L\{r). 

Третья глава диссертации поовян сена приложениям основной теоре-
мы, связанным со слабой секвенциальной полно той факторпространг-тв про-
странства L\(T). 

В § 8 доказывае тся некоммутативный аналог теоремы Гоцфруа. 
Теорема 8.L Пусть X — некотпуое банахово подпространство про-

странства L\(T). Если единичный шар X замкнут е топологии локальной 
схид^шости по мере, то факторпространство L\(T)/X слабо секвенци-
ально полно. 

Доказательство этой теоремы разбивается на три утверждения, одно из 
которых доказывается с использованием основной теоремы данной днссер 
тации, а остальные аналогичны соответствующим, утверждениям из рабо-
ты Гсдфруа. 

В 5 9 рассматривается класс подпространств пространства Ь\(т), удов-
летворяющих тгюреме, приведенной выше. Это пространства вида Г(Р) = 
{ж € L\(г) | р^хр = 0 для всех р е ? } , построенные по некоторому под-
множеству Р С Заметим, что для любого црэекгорс р € Р подпро-
странство, на которое он действует, инвариантно относительно действия 
произвольного оператора из Г(Р). На основе теоремы 81 доказывал гея: 

Следствие 9.1. Факторпрострпнстео 1^1(т)/Г(,Р) слабо секвенци-
ально полно. 
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§ L0 посвящен изучению некоторых свойств некоммутативного простран-
ства Харди Н1. Основым результатом § 10 является описание структуры 
некоммутативных пространств Харди, ассоциированных с группой внут-
ренних "-автоморфизмов. А именно, доказывается, что в случая сущест-
вования точного нормального условного ожидания, действующего из ис-
ходной алгебры в алгебру неподвижных (относительно заданной группы 
внутренних ^-автоморфизмов) операторов, некоммутативное пространство 
Харди есть пространство, построенное по некоторому семейству проекто-
ров. 

Пусть {a«}f(ER ультраслабо непрерывна? группа *-автоморфизмов М, 
причем след т является о^-илвариангным. Для / € Lj_(R) определено ото-
бражение'' из М в М по формуле 

af[x) = J ftya+ftdt, s € М, 

где интеграл поЕлшается в *-слабом смысле, то есть 

ф{а;(х)) = J /(g0M*))A,V# € М.. 

Отображение af можно распространить на пространство L\ (т). Опре 
делим слабо непрерывную группу автоморфизмов пространства 
М* по формуле 

а[(ф)=фоа и{ф е М*). 

Также как и вьтше, для / е Li(R) определено отображение из М* в М, по 
формуле 

= / та'ЛФ)<н, Ф е м., 

где HHTCJ рал понимается в слабом смысле, то есть 

= f f(i)at(4>){x)dt = f тф(а-,Х*))ШУх е м 

Отождествляя оператор х £ М nLi (r ) с функционалом из М», доказыва-
ется, что а[(х) = CTT(Z) и a'f (я:) = af(x) для всех х Е М C\LI(t). 

eLoobl R. I., Muhli F. S. Ajwl'/ticity and Jlows »n von Neumann qfpebms / / J. Func. Anal. 
- 1978. - V. 29. N. 2. - P. 214-252. 
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Для х € М U L\(t) определяаетоя спектр Apascona cr(x) = Dkcrf (где 
/ — преобразование Фурье функции / ) , пересечение берется по тем функ-
циям / . что а / (ж) = 0. Рассмотрим следующие пространства 

Яво = {х Е Af I <T(S) С [0,ОО)}, 

< = |<г(х)с(0,оо)}, 
^ = {а: € L^t) | <х(х) С (0,оо)}. 

Если М ~ /^oofR) и (cxt (x))(s) = x(t + в) — группа сдвигов (не яв-
ляющаяся группой внутренних автоморфизмов), то данные пространства 
совпадают с соответствующими пространствами Харду на прямой. 

Алгебра М называется К-финитной (относительно at), если существу-
ет точное нормальное at-ичвариадгное (f 6 R) условное ожидание Ф из М 
в 11со П где множество Я ^ — {а:* | х G Нао}. Заметим, что множест-
во Нос П Н^ является алгеброй фон Неймана неподвижных при действии 
uWfeR операторов. 

Пусть сильнс непрерывная унитарная группа в Я, с генерато-
ром А, присоединенным к М и а<(аг) = UtxUто есть — группа 
внутренних автоморфизмов М. С группой будем связывать мно-
жество Р — {P[A,eo)}tcR — линейно упорядоченное множество спектраль-
ных проекторов оператора А. Согласно работ*4 Р. И. Лоебла и П. С. Мюли 
можно утверждать, что 
i) = {хе Li (т) | фу) = 0 для всех у € 
ii) Если, алгебра М является R-финитной, то Я£> = {х G Ноо I = 0}, 
iii) Пусть {c*t} (€R ультраслабо непрерывна группа внутренних *-авто-
морфизмов М и Р — соответствующее линейно упорядоченное множество 
спектральных проекторов. Тогда Я » = {я 6 М | р^хр = 0 для всех р из Р} . 

Используя указанные факты и следствие 9.1 просто доказывается 
Следствие 10.4. Пусть М = В(Н), tr — канонический след и {a<}teR 

произвольная ультраслабо непрерывная группа * -автоморфизмов В(Н). 
Тогда L\(tr)/Hi слабо секвенциально полно. 

Следующая лемма показывает, что для произвольной R-фшштиой ал 
i-еСры М с полу конечным следом пространство построенное по группе 
внутренних автоморфизмов, является пространством вида Г'(Р). 

h 
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Лемма 10.5. Пусть — ультра слаб о непрерывная группа внут-
ренних *-автоморфизмов Л-финитной алгебры М и Р — соответствую 
щее линейно упорядоченное множество спектральных проекторов. Тогда 
т = г (р). 

С помощью этой леммы и следствия 9.1 получаются следующие утверж-
дение. 

Следствие 10.6. Факторпрогтпранстьо L\(T)/HI слабо секвенциаль-
но полно. 

Следствие 10.7. Пусть {at}*eR — улътраслибо непрерывная группа 
внутренних *-автоморфизмов М и след т — конечен. Тогда фактор про-
странство Ь\(Т)/Н\ слабо секвенциально полно, 

В § 11 показывается слабая секвенциальная пошил а факторпростран-
ства L\ (Г)/LI (тдг), где пространство L\ (тдг) ассоциирована с подалгеброй 
фон Неймана N исходной алгебры фон Неймана и следом тдг, являющимся 
лолуконочным ограничением следа г на алгебру N. 

Пусть Л — подалгебра фон Неймана алгебры М и — ограничение 
следа т на N. Пусть rjy также полуконечен. Обозначим fC(N) — множест-
во вполне измерим]ах операторов относительно т^. Очевидно, что LI(t&) 
является замкнутым подпространством пространства LI(T). Кроме тополо-
гии локальной сходимости по мере огносительно т/v, В пространстве L\ (гдг) 
определена топология, индуцирование из пространства К с топологией ло-
кальной сходимости по мере относительно следа т. 

Теорема 11.2- Единичный шар пространства Li(r^) замкнут в К в 
топологии локальной сходимости по мере относительно т. 

Эта теореме доказывается с использованием свойств условного ожида-
ния из Ха(т) в Li(r^). 

Как следствие теоремы 8.1 и теоремы 11.2 получается следующее утверж-
дение. 

Следствие 11.3. Факторпросгпранство L)(T)/LI(TN) слабо секвенци-
ально полно. 
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Основные результаты работы. 

1. Доказано, что изучение выпуклых ограничешгых по норме подмно-
жеств пространства Li(r), замкнутых в топологии локальной сходимости 
во мере, может быть сведено к изучению выпуклых компактных множеств 
в сопряженном к алгебре фон Неймана пространстве. 

2. Доказано, что если X — некоторое банахово подпространство про-
странства L\ (г) и единичный шар X замкнут в топологии локальной схо-
димости но море, то факторпроетранство L\(r)/X слабо секвенциально 
полно. 

3. Изучепа структура некоммутативного пространства Харди Hit по-
строенного по условному ожиданию в полуконечной алгебре фон Неймана 
и связанной с ним группе внутренних "^автоморфизмов. 

4. Доказано, что факторпроетранство L\(T)/L\(TN) силво секвенциаль-
но полно, где N — такая подалгебра фон Неймана алгебры М, что огра-
ничение глг следа т на N является полуконечным следом. 

Автор благодарна своему научному руков< »дителю Анатолию Николае-
вичу Шерстневу за постоя.нн< ю внимание и помощь в работе над диссерта-
цией. Автор также выражает глубокую признательность своему наушому 
консультанту Олегу Евгеньевичу Тихонову за всестороннюю поддержку. 
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