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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Âûðîæäàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-

íèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç âàæíûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îíè
âñòðå÷àþòñÿ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ âàæíûõ âîïðîñîâ ïðèêëàäíîãî
õàðàêòåðà (òåîðèè ìàëûõ èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ, áåç-
ìîìåíòíîé òåîðèè îáîëî÷åê, òåîðèè óïðóãîñòè, ìåõàíèêå ñïëîøíîé
ñðåäû è ò.ä.) Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü òàêèå óðàâíåíèÿ èãðàþò â ãàçîâîé
äèíàìèêå.

Êðîìå òîãî, âûðîæäàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âñòðå÷à-
þòñÿ â òåîðèè ôèëüòðàöèè ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà
ìàññû ÷åðåç íåîäíîðîäíûå ïîðèñòûå ïëàñòû, à òàêæå â ñîâðåìåí-
íîé êîñìîëîãèè ïðè ðàññìîòðåíèè ýêçîòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèè.

×èñëî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî âûðîæäàþùèìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì âåñüìà çíà÷èòåëüíî. Â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ðàññìàòðèâà-
ëèñü âûðîæäàþùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà (ñì.,
íàïðèìåð, Ì. Ì. Ñìèðíîâ, À. Â. Áèöàäçå, È. Í. Âåêóà, Ë. Ñ. Ïà-
ðàñþê è ò.ä.). ×òî êàñàåòñÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ðîäà, òî ê ÷èñëó ïåðâûõ â ýòîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòñÿ
ðàáîòà Ì. Â. Êåëäûøà (1951), ãäå âïåðâûå óêàçàíû ñëó÷àè, êîãäà
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ÷àñòü ãðàíèöû îáëàñòè ìîæåò îñâîáîæäàòüñÿ
îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è çàìåíÿòüñÿ óñëîâèåì îãðàíè÷åííîñòè ðåøå-
íèÿ. Ïîçæå À. Â. Áèöàäçå óêàçàë, ÷òî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ìîæåò
áûòü çàìåíåíî ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ñ íåêîòîðîé âåñîâîé ôóíêöèåé.

Ïåðâûå ðàáîòû ïî âûðîæäàþùèìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì
îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèþ âèäà

ym ∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= 0 (m > 0), (1)

ðàçëè÷íûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êîòîðîãî èññëåäîâàíû Ô. Òðèêîìè,
Å. Õîëüìãðåíîì, Ñ. Ãåëëåðñòåäòîì, Ô. È. Ôðàíêëåì, Ï. Æåðìåíîì,
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Ð. Áàäåðîì è äð.
Ô. Òðèêîìè ðàññìîòðåë çàäà÷ó Äèðèõëå. Ñ. Ãåëëåðñòåäò ïîêàçàë,

÷òî çàäà÷à Äèðèõëå è çàäà÷à N ìîãóò áûòü ðåøåíû ïðè ïîìîùè
ôóíêöèè Ãðèíà, ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü êîòîðîé â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè D èùåòñÿ â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ
µ(t). Äëÿ ïëîòíîñòè µ(t) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà, ïðè÷åì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíöû êðèâîé Γ ñîâïàäàþò ñ äóãàìè íîðìàëüíîé
êðèâîé (x− x0)2 + 4

(m+2)2 ym+2 = k2 (y > 0). Ô. È. Ôðàíêëþ óäàëîñü
èçáàâèòüñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ. Îí ñâîäèò îáå ðàññìàòðèâàåìûå
êðàåâûå çàäà÷è ê óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî êðèâàÿ Γ ïîäõîäèò ê îñè àáñöèññ â òî÷êàõ A è B ïîä ïðÿìûì
óãëîì.

À. Â. Áèöàäçå äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

ym ∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
+ a(x, y)

∂U

∂x
+ b(x, y)

∂U

∂y
+ c(x, y)U = 0 (m > 0).

Ê. Å. Áàáåíêî èññëåäîâàë çàäà÷ó N êàê äëÿ óðàâíåíèÿ (1), òàê è
äëÿ áîëåå îáùåãî óðàâíåíèÿ

ym ∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
+ c(x, y)U = 0 (2)

ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷åê A è B íà êðèâîé Γ

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∣∣∣∣
dx

dy

∣∣∣∣ ≤ Cy2(s),

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, à x = x(s), y = y(s) � ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ êðèâîé Γ.

Ì. Â. Êåëäûø èññëåäîâàë ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

ym ∂2U

∂y2
+

∂2U

∂x2
+a(x, y)

∂U

∂x
+b(x, y)

∂U

∂y
+c(x, y)U = 0 (m > 0) (3)
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â îáëàñòè D. Îí ïîêàçàë, ÷òî ïîñòàíîâêà ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ m è ïîâåäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òà b(x, y) ïðè y → 0. Ì. Â. Êåëäûø äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ
óðàâíåíèÿ (3) â îáëàñòè D çàäà÷à Äèðèõëå íå âñåãäà ðàçðåøèìà,
åñòåñòâåííî çàìåíèòü óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè lim

y→0
U(x, y) óñëîâèåì

lim
y→0

ψ(x, y)U(x, y) = ϕ(x),

ãäå ψ(x, y) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì lim
y→0

ψ(x, y) = 0, à ϕ(x) �
çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Â òàêîé ïîñòàíîâêå êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ óðàâíåíèÿ (3) áûëà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà À. Â. Áèöàäçå. Ýòà
êðàåâàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Ñ. À. Òåðñåíåâà (ïðè
m = 1), Õîó ×óíü-è, ßí Ãóàí-öçèíü, ×åíü Ëÿí-öçèíü (ïðè m > 1) è
äð.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3) Î. À. Îëåéíèê ðàññìîòðåëà çàäà÷ó ñ êîñîé
ïðîèçâîäíîé

∂U

∂γ
+ AU = ϕ íà Γ (A ≤ 0) (4)

â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÷àñòü ãðàíèöû, ñîâïàäàþùåé ñ ëèíèåé âûðîæ-
äåíèÿ, îñâîáîæäàåòñÿ îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Í. Ä. Ââåäåíñêàÿ äëÿ
óðàâíåíèÿ (3) ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âñåãäà ðàçðåøè-
ìà çàäà÷à Äèðèõëå, è äëÿ óðàâíåíèÿ (2) äîêàçàëà ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, â êîòîðîé íà Γ ïîñòàâëåíî
óñëîâèå (4), à íà AB çàäàíû çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè.

Ñ. Ã. Ìèõëèí ïðèìåíèë âàðèàöèîííûå ìåòîäû äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ ýë-
ëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

LU = −
n∑

i,k=1

∂

∂xi

(
ai,k(x)

∂U

∂xk

)
= f(x)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ (xn > 0).

5



Ì. È. Âèøèê ðàññìîòðåë îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
n∑

i,k=1

∂

∂xi

(
ai,k(x)

∂U

∂xk

)
+

n∑

i=1

bi(x)
∂U

∂xi
+ c(x)U = f(x),

ýëëèïòè÷åñêîãî â òî÷êàõ x ñ xn > 0. Ýòî óðàâíåíèå èçó÷àåòñÿ â îá-
ëàñòè D, ðàñïîëîæåííîé â xn > 0 è èìåþùåé ÷àñòü ãðàíèöû Γ0 â
ïëîñêîñòè xn = 0. Ì. È. Âèøèê ïîêàçàë, ÷òî íà ïîñòàíîâêó ïåð-
âîé è âòîðîé êðàåâîé çàäà÷è â îñíîâíîì âëèÿåò òîëüêî ïîêàçàòåëü,
àíàëîãè÷íûé m (â óðàâíåíèè (3)). Èì äîêàçàíû òåîðåìû î ðàçðåøè-
ìîñòè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ýòèõ êðàåâûõ çàäà÷. Ì. È. Âèøèê
ïðèìåíÿë ìåòîäû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ã. Ôèêåðà èññëåäîâàë óðàâíåíèå
n∑

i,k=1

ai,k(x)
∂2U

∂xi∂xk
+

n∑

i=1

bi(x)
∂U

∂xi
+ c(x)U = f(x). (5)

Ïîêàçàë, ÷òî ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (5) çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ê ãðàíèöå îáëàñòè. Ã. Ôèêåðà äîêàçàë åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ òà-
êîé çàäà÷è â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé è ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî
ðåøåíèÿ.

È. Í. Âåêóà ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðè-
õëå â ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0 äëÿ óðàâíåíèÿ

y2k ∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= 0 (k > −1).

Ë. Ñ. Ïàðàñþê ïîëó÷èë ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Äè-
ðèõëå è Íåéìàíà â ïîëóïðîñòðàíñòâå xn > 0 (n ≥ 3) äëÿ óðàâíåíèÿ

xα
n

∂2U

∂x2
n

+
n−1∑

i=1

∂2U

∂x2
i

= 0 (0 < α < 2).
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Îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

∂2U

∂x2
+ y

∂2U

∂y2
+ α

∂U

∂y
= 0 (α < 1),

êîòîðîå âïåðâûå áûëî ðàññìîòðåíî È. Ë. Êàðîëåì. Èì áûëè ïî-
ñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîçæå, Ð. Ñ.
Õàéðóëëèí ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé èññëåäîâàë
îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ýòîãî æå óðàâíåíèÿ.

Äàëåå, Ð. Ì. Àñõàòîâ èññëåäîâàë ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ îñíîâíûå
êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

∂2U

∂x2
+ y2 ∂2U

∂y2
+ ky

∂U

∂y
= 0 (0 < k < 1).

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ìíîãîìåðíûõ âû-
ðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì
ïîòåíöèàëîâ äî ñèõ ïîð åùå èññëåäîâàíû íå áûëè.

Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îñíîâ-
íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Tα[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+ xα
p

∂

∂xp

(
xα

p

∂U

∂xp

)
= 0,

ãäå α > 1, p ≥ 3,

L[U(x)] = xm
p

p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+
∂2U

∂x2
p

= 0,

ãäå m > 0, p ≥ 3,

E[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+
∂

∂xp

(
xα

p

∂U

∂xp

)
= 0,

ãäå 0 < α < 1, p ≥ 3,

Em[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+ xm
p

∂2U

∂x2
p

= 0,
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ãäå m > 4, p ≥ 3, ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûøå-
óêàçàííûõ âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè ïîòåíöèàëà, òåîðèè ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, óêàçàííûõ âûøå, ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ïîëîæåíèÿ:
1. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âûøåóêàçàííûõ

âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
2. Èçó÷åíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óêàçàííûõ âûðîæäàþ-

ùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè, äî-
êàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îñíîâíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ óêàçàííûõ âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

4. Ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëîâ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
ìíîãîìåðíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà è èññëåäîâàíèå èõ îñíîâ-
íûõ ñâîéñòâ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì î ïðåäåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå îáëàñòè.

5. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óêà-
çàííûõ âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äàííàÿ ðàáîòà
ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
íåêîòîðûõ âûðîæäàþùèõñÿ ìíîãîìåðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
è íàéòè ïðèëîæåíèå â òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ âàæ-
íûõ âîïðîñîâ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Äàííûå ðåçóëüòàòû îáñóæäàëèñü íà ñåìè-
íàðàõ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òàòàðñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî ãóìàíèòàðíî-ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü � ïðî-
ôåññîð Ìóõëèñîâ Ô.Ã.). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü íà äâåíàäöàòîé íàó÷íîé ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà, 2002); Ìåæ-
äóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
è èõ ïðèëîæåíèÿ" (Ñàìàðà: àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíàÿ àêàäåìèÿ,
2002); òðèíàäöàòîé íàó÷íîé ìåæâóçîâñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà, 2003); øåñòîé
Êàçàíñêîé ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé íàó÷íîé øêîëå-êîíôåðåíöèè (Êà-
çàíü: "ÓÍÈÏÐÅÑÑ", 2003); òðåòüåé âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé øêîëå-
êîíôåðåíöèè "Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2003" (Êàçàíü:"ÓÍÈÏÐÅÑÑ",
2003); Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäå-
ëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è"(Ñàìàðà, 2004); Ìåæäóíàðîäíîé ìîëî-
äåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (Êàçàíü: "ÓÍÈÏÐÅÑÑ", 2004); âòî-
ðîé Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
è êðàåâûå çàäà÷è" (Ñàìàðà, 2005); ÷åòâåðòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ( Êàçàíü: "ÓÍÈÏÐÅÑÑ", 2005); òðåòüåé Âñåðîññèé-
ñêîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà-
÷è"(Ñàìàðà, 2006); âòîðîì Ìåæäóíàðîäíîì ôîðóìå ìîëîäûõ ó÷å-
íûõ "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé íàóêè" (Ñàìàðà, 2006);
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ïÿòîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè (Êàçàíü: "ÓÍÈÏÐÅÑÑ",
2006); íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèõ èòîãîâûõ êîíôåðåíöèÿõ ïðè êàôåäðå
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà Òàòàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíî-
ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà è ïðè êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû
â ðàáîòàõ [1 � 19].

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîäåðæèò 152 ñòðà-
íèöû è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 28 ïàðàãðà-
ôîâ, è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 84 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáçîð ëèòåðàòóðû ïî âîïðîñàì, ñâÿçàííûì

ñ òåìîé äèññåðòàöèè, à òàêæå êðàòêî îõàðàêòåðèçîâàíû ðåçóëüòàòû
àâòîðà, èçëîæåííûå â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ ýëëèïòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

Tα[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+ xα
p

∂

∂xp

(
xα

p

∂U

∂xp

)
= 0, (6)

ãäå α > 1, p ≥ 3. Ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,
êîòîðîå èìååò òàêèå æå îñîáåííîñòè, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-
ñà. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ô.ð. ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî
ñëîåâ. Âû÷èñëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ. Èçó÷à-
þòñÿ êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (6). Äîêà-
çûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ïîòåí-
öèàëîâ âíóòðåííèå è âíåøíèå êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà
ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äî-
êàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Â �1 âûâîäÿòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà
Tα. Â �2 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6).Â �3 äà-
åòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â �4
èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6), â ÷àñòíîñòè,
äîêàçûâàåòñÿ î÷åíü âàæíàÿ äëÿ ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé òåîðåìà
î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Â �5 äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(6) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå
êðàåâûå çàäà÷è:

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C(D̄),

Tα[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = O
(
x(α−1)(p−2)

p

)
ïðè xp → 0,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ Cα(Γ),

ãäå Cα(Γ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x), çàäàííûõ íà Γ è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì f(x) ∈ C(Γ) è f(x) = O

(
x

(α−1)(p−2)
p

)
ïðè xp → 0.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C(D̄e),

Tα[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = O
(
x(α−1)(p−2)

p

)
ïðè xp → 0,

U = O
(
ρ
−(p−2)
x0

)
ïðè r →∞,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ Cα(Γ).
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Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C1(D̄),

Tα[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = O
(
x(α−1)(p−2)

p

)
ïðè xp → 0,

Aα[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), f(x) ∈ Cα(Γ).

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C1(D̄e),

Tα[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = O
(
x(α−1)(p−2)

p

)
ïðè xp → 0,

U = O
(
ρ
−(p−2)
x0

)
ïðè r →∞,

Aα[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), ϕ(x) ∈ Cα(Γ).

Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ Di, De, Ni è Ne.
Â �6 c ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ E(ξ, x) óðàâíåíèÿ (6)

ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

V (x) =
∫

Γ

µ(ξ)E(ξ, x)dΓ, W (x) =
∫

Γ

ν(ξ)Aα [E(ξ, x)] dΓ,

ãäå Aα[ ] = ξ−α
p

p−1∑
j=1

cos(n, ξj) ∂
∂ξj

+ξα
p cos(n, ξp) ∂

∂ξp
, à µ(ξ), ν(ξ) ∈ Cα(Γ).

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâà-
þòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè èõ íà ãðàíèöå îáëàñòè.
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Òåîðåìà 1.6. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè ν ∈ Cα(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Wi(x0) = −ν0

2
+ W̃ (x0), We(x0) =

ν0

2
+ W̃ (x0),

ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èç-
âíå ãðàíèöû Γ, ν0 = ν(x0), à W̃ (x0) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.

Òåîðåìà 1.8. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè µ ∈ Cα(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Aαx0 [V
+(x0)] =

µ0

2
+ ˜Aαx0 [V (x0)], Aαx0 [V

−(x0)] = −µ0

2
+ ˜Aαx0 [V (x0)],

ãäå Aαx0 [V
+(x0)] è Aαx0 [V

−(x0)] � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîò-
âåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à ˜Aαx0 [V (x0)]

� ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ.

Â �7 çàäà÷è Di, De, Ni è Ne ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü. Åñëè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ çàäà÷ Di, De, Ni è Ne ðàçðå-
øèìû, òî ðàçðåøèìû è ñàìè çàäà÷è. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
òåîðåìàì:

Òåîðåìà 1.9. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Di äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç
Cα(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ.
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Òåîðåìà 1.10. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Ne äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç
Cα(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ.

Òåîðåìà 1.11. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫

Γ

ϕ(ξ)dξ = 0,

òî çàäà÷à Ni äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðå-
ðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç Cα(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 1.12. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à De îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç Cα(Γ) è ðå-
øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(x) =
Γ

(
p
2

)

2π
p
2 (p− 2)

∫

Γ

ν(ξ)Aα

[
1

ρp−2
xξ

]
dΓ +

Γ
(

p
2

)

2π
p
2 (p− 2) ρp−2

x0

∫

Γ

ν(ξ) dΓ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà

L[U(x)] = xm
p

p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+
∂2U

∂x2
p

= 0, (7)

ãäå m > 0, p ≥ 3.
Ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò

òàêóþ æå îñîáåííîñòü, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñ ïîìîùüþ
ô.ð. ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ. Âû÷èñëÿþòñÿ
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ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ. Èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà-
÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (7). Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåí-
íîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ïîòåíöèàëîâ âíóòðåííèå è
âíåøíèå êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â �1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7).Â �2 âû-
âîäÿòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà L. Â �3 äà-
åòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â �4
èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7), â ÷àñòíîñòè,
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Â �5 äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(7) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå
êðàåâûå çàäà÷è:

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C(D̄),

L[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ C(Γ).

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C(D̄e),

L[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U(x) = O
(
(ρ2

0)
−( p−2

2 + m+4
2(m+2) )

)
ïðè r →∞,
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U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ C(Γ).

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C1(D̄),

L[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

A[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), f(x) ∈ C(Γ).

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C1(D̄e),

L[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U(x) = O
(
(ρ2

0)
−( p−2

2 + m+4
2(m+2) )

)
ïðè r →∞,

A[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), ϕ(x) ∈ C(Γ).

Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ Di, De, Ni è Ne.
Â �6 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ E(ξ, x) óðàâíåíèÿ (7)

ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

V (x) =
∫

Γ

µ(ξ)E(ξ, x)dΓ, W (x) =
∫

Γ

ν(ξ)A [E(ξ, x)] dΓ,

ãäå A[ ] = ξm
p

p−1∑
j=1

cos(n, ξj) ∂
∂ξj

+ cos(n, ξp) ∂
∂ξp

, à µ(ξ), ν(ξ) ∈ C(Γ).

Äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ýòèõ
ïîòåíöèàëîâ íà ãðàíèöå îáëàñòè:
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Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè ν ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Wi(x0) = −ν0

2
+ W̃ (x0), We(x0) =

ν0

2
+ W̃ (x0),

ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èç-
âíå ãðàíèöû Γ, ν0 = ν(x0), à W̃ (x0) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè µ ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Ax0 [V (x0)]i =
µ0

2
+ ˜Ax0 [V (x0)], Ax0 [V (x0)]e = −µ0

2
+ ˜Ax0 [V (x0)],

ãäå Ax0 [V (x0)]i è Ax0 [V (x0)]e � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåò-
ñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à ˜Ax0 [V (x0)] �
ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ.

Â �7 çàäà÷è Di, De, Ni è Ne ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì:

Òåîðåìà 2.9. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Di äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 2.10. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Ne äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.
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Òåîðåìà 2.11. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à De äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 2.12. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Ni äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîå âûðîæäàþ-
ùååñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå

E[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+
∂

∂xp

(
xα

p

∂U

∂xp

)
= 0, (8)

ãäå 0 < α < 1, p ≥ 3.
Ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò

òàêóþ æå îñîáåííîñòü, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ô.ð. ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ. Âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ. Èçó÷àþòñÿ êðàåâûå
çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (8). Äîêàçûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ïîòåíöèàëîâ âíóò-
ðåííèå è âíåøíèå êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà ñâîäÿòñÿ ê
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äîêàçûâàåòñÿ
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â �1 âûâîäÿòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà
E. Â �2 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8). Â �3 äà-
åòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â �4
èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8), â ÷àñòíîñòè,
äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Â �5 äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
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(8) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå
êðàåâûå çàäà÷è:

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C(D̄),

E[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ C(Γ).

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C(D̄e),

E[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U(x) = O
(
(ρ2

0)
−( p−2

2 + 4−3α
2(2−α) )

)
ïðè r →∞,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ C(Γ).

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C1(D̄),

E[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

A[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), f(x) ∈ C(Γ).
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Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C1(D̄e),

E[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = o(1) ïðè xp → 0,

U(x) = O
(
(ρ2

0)
−( p−2

2 + 4−3α
2(2−α) )

)
ïðè r →∞,

A[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), ϕ(x) ∈ C(Γ).

Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ Di, De, Ni è Ne.
Â �6 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ E(ξ, x) óðàâíåíèÿ (8)

ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

V (x) =
∫

Γ

µ(ξ)E(ξ, x)dΓ, W (x) =
∫

Γ

ν(ξ)A [E(ξ, x)] dΓ,

ãäå A[ ] =
p−1∑
j=1

cos(n, ξj) ∂
∂ξj

+ ξα
p cos(n, ξp) ∂

∂ξp
, à µ(ξ), ν(ξ) ∈ C(Γ).

Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ýòèõ ïîòåíöèàëîâ è, â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâà-
þòñÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè èõ íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè ν ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Wi(x0) = −ν0

2
+ W̃ (x0), We(x0) =

ν0

2
+ W̃ (x0),

ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èç-
âíå ãðàíèöû Γ, ν0 = ν(x0), à W̃ (x0) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.
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Òåîðåìà 3.8. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè µ ∈ C(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Ax0 [V (x0)]i =
µ0

2
+ ˜Ax0 [V (x0)], Ax0 [V (x0)]e = −µ0

2
+ ˜Ax0 [V (x0)],

ãäå Ax0 [V (x0)]i è Ax0 [V (x0)]e � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåò-
ñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à ˜Ax0 [V (x0)] �
ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ.

Â �7 çàäà÷è Di, De, Ni è Ne ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåòñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåîðåìàì:

Òåîðåìà 3.9. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Di äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 3.10. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Ne äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è
ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Òåîðåìà 3.11. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫

Γ

ϕ(ξ)dξ = 0,

òî çàäà÷à Ni äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðå-
ðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.
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Òåîðåìà 3.12. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à De îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ è ðåøåíèå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(x) =
∫

Γ

ν(ξ)A [E(ξ, x)] dΓ +
1

ρ
p−2+ α

2−α

0

∫

Γ

ν(ξ) dΓ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäàþùååñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà

Em[U(x)] =
p−1∑

j=1

∂2U

∂x2
j

+ xm
p

∂2U

∂x2
p

= 0, (9)

ãäå m > 4, p ≥ 3 .
Ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå èìååò

òàêóþ æå îñîáåííîñòü, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñ ïîìîùüþ
ô.ð. ñòðîÿòñÿ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ. Âû÷èñëÿþòñÿ
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ. Èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà-
÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (9). Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåí-
íîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ïîòåíöèàëîâ âíóòðåííèå è
âíåøíèå êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â �1 ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9). Â �2 âû-
âîäÿòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ îïåðàòîðà Em. Â �3
äàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Â
�4 èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9), â ÷àñòíîñ-
òè, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ïðèíöèïå ìàêñèìóìà.

Â �5 äàþòñÿ ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ
(9) è äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ. Ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèå
êðàåâûå çàäà÷è:
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Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à Di). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C(D̄),

Em[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = O
(
x

(m−2) p−2
2 + m

2
p

)
ïðè xp → 0,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ Cm(Γ),

ãäå Cm(Γ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x) êëàññà C(Γ) óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ f(x) = O

(
x

(m−2) p−2
2 + m

2
p

)
ïðè xp → 0.

Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå (Çàäà÷à De). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C(D̄e),

Em[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = O
(
x

(m−2) p−2
2 + m

2
p

)
ïðè xp → 0,

U(x) = O

((
ρ2
0

)−( p−2
2 + m

2(m−2) )
)

ïðè r →∞,

U
∣∣∣
Γ

= f(x), f(x) ∈ Cm(Γ).

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ni). Òðåáóåòñÿ íàéòè
ôóíêöèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(D) ∩ C1(D̄),

Em[U(x)] = 0, x ∈ D,

U(x) = O
(
x

(m−2) p−2
2 + m

2
p

)
ïðè xp → 0,

Am[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), f(x) ∈ Cm(Γ).
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Âíåøíÿÿ çàäà÷à Íåéìàíà (Çàäà÷à Ne). Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíê-
öèþ U(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U(x) ∈ C2(De) ∩ C1(D̄e),

Em[U(x)] = 0, x ∈ De,

U(x) = O
(
x

(m−2) p−2
2 + m

2
p

)
ïðè xp → 0,

U(x) = O

((
ρ2
0

)−( p−2
2 + m

2(m−2) )
)

ïðè r →∞,

Am[U(x)]
∣∣∣
Γ

= ϕ(x), ϕ(x) ∈ Cm(Γ).

Äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ Di, De, Ni è Ne.
Â �6 ñ ïîìîùüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ E(ξ, x) óðàâíåíèÿ (9)

ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîåâ:

V (x) =
∫

Γ

µ(ξ)E(ξ, x)dΓ, W (x) =
∫

Γ

ν(ξ)Am [E(ξ, x)] dΓ,

ãäå Am[ ] = ξ−m
p

p−1∑
j=1

cos(n, ξj) ∂
∂ξj

+ cos(n, ξp) ∂
∂ξp

, à µ(ξ), ν(ξ) ∈ Cα(Γ).

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïîòåíöèàëîâ.
Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ

ãèïåðïîâåðõíîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè ν ∈ Cm(Γ) èìå-
þò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Wi(x0) = −ν0

2
+ W̃ (x0), We(x0) =

ν0

2
+ W̃ (x0),

ãäå Wi(x0) è We(x0) îçíà÷àþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîòâåòñòâåííî èçíóòðè è èç-
âíå ãðàíèöû Γ, ν0 = ν(x0), à W̃ (x0) � ïðÿìîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ W (x) â òî÷êå x0 ∈ Γ.
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Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë. Òîãäà ïðè µ ∈ Cm(Γ) èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

Amx0
[V (x0)]i =

µ0

2
+ ˜Amx0

[V (x0)], Amx0
[V (x0)]e = −µ0

2
+ ˜Amx0

[V (x0)],

ãäå Amx0
[V (x0)]i è Amx0

[V (x0)]e � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ êîíîðìàëü-
íîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ ñîîò-
âåòñòâåííî èçíóòðè è èçâíå ãðàíèöû Γ, µ0 = µ(x0), à ˜Amx0

[V (x0)]

� ïðÿìîå çíà÷åíèå êîíîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòî-
ãî ñëîÿ â òî÷êå x0 ∈ Γ .

Â �7 çàäà÷è Äèðèõëå è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (9) ñâîäÿòñÿ ê
èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è äîêàçûâàåò-
ñÿ èõ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì òåî-
ðåìàì:

Òåîðåìà 4.9. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Di äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç
Cm(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ.

Òåîðåìà 4.10. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à Ne äëÿ ýòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç
Cm(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî
ñëîÿ.

Òåîðåìà 4.11. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ
ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∫

Γ

ϕ(ξ)dξ = 0,

òî çàäà÷à Ni äëÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðå-
ðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç Cm(Γ) è ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
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â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.
Òåîðåìà 4.12. Åñëè Γ � ïîâåðõíîñòü Ëÿïóíîâà è îáðàçóåò ñ

ãèïåðïëîñêîñòüþ xp = 0 ïðÿìîé óãîë, òî çàäà÷à De îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìà ïðè ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ãðàíè÷íûõ äàííûõ èç Cm(Γ) è ðå-
øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(x) =
∫

Γ

ν(ξ)Am [E(ξ, x)] dΓ +
1

ρ
p−2− m

2−m

0

∫

Γ

ν(ξ) dΓ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ìîåìó íàó÷íî-
ìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Ô. Ã. Ìóõëèñîâó çà ïîìîùü è ñîâåòû,
êîòîðûå îí îêàçûâàë ìíå â ïåðèîä íàïèñàíèÿ ýòîé ðàáîòû.
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