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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Настоящая диссертационная работа посвящена но-
вым корректно поставленным задачам для уравнения влагопереноса 

02 =+− xyyxx auuuy , уравнения 0=β+α++ yxyyxx uuyuxu , параболо-ги-
перболического уравнения, в верхней полуплоскости представленного урав-
нением теплопроводности, в нижней – влагопереноса. 

Уравнение влагопереноса играет заметную роль во многих областях 
науки.  

В физике оно было впервые получено А.В.Лыковым в 1965г. для плотно-
сти потока влаги в коллоидном каппилярно-пористом теле поликапиллярной 
структуры методами термодинамики необратимых процессов. Позднее оказа-
лось, что в биологии оно характеризует поток биомассы микробной популя-
ции в биологическом реакторе. Но первыми, кто заинтересовался этим урав-
нением, были математики. Так в 1959г. А.В.Бицадзе рассматривает уравнение 

02 =+− xyyxx auuuy  как пример уравнения +
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. Поэтому урав-

нение влагопереноса также называют уравнением Бицадзе-Лыкова. Ещё ранее 
К.И.Карапетян  установил корректность задачи Коши для уравнения влагопе-
реноса в случае  11/1|| ≤a , 2/1=a ; Чи Минь-ю исследовал эту задачу при 
более повышенном требовании на гладкость начальных данных. Уравнение 
влагопереноса с точки зрения математики интересно ещё и тем, что в случае 

1=a  вторая задача Дарбу, заданная на одной из характеристик, оказывается  
некорректно поставленной. 

На необходимость рассмотрения задач сопряжения, когда в одной части 
области задано параболическое уравнение, в другой – гиперболическое, было 
указано в 1959г. И.М.Гельфандом. Он приводит пример, связанный с движе-
нием газа в канале, окружённом пористой средой: в канале движение газа 
описывается волновым уравнением, вне его – уравнением диффузии. 
Я.С.Уфлянд в статье, опубликованной в 1964г., описывает задачу о распро-
странении электрических колебаний в составных линиях, когда на участке 

lx <<0  полубесконечной линии потерями пренебрегается, а остальная часть 
линии рассматривается как кабель без утечки. В результате он приходит к 
системе, состоящей из волнового уравнения и уравнения диффузии.  

На сегодняшний день известно много работ, посвящённых как локальным 
(для уравнения влагопереноса или уравнений, частным случаем которых оно 
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является, здесь можно привести статьи А.М.Нахушева, Т.Ш.Кальменова, 
В.Н.Врагова, С.К.Кумыковой, Р.Н.Хубиева, для уравнения ++ yyxx yuxu  

 0=β+α+ yx uu  – труды Хе Кан Чера, М.М.Смирнова, для параболо- гипер-
болических уравнений – статьи Г.М.Стручиной, С.И.Гайдука, А.В.Иванова, 
Л.А.Золиной, Х.Г.Бжихатлова, А.М.Нахушева, В.Н.Абрашина, В.А.Елеева, 
Н.Ю.Капустина, К.Б.Сабитова, А.Сопуева, Т.Д.Джураева, Б.Исломова, 
М.Е.Лернера), так и нелокальным (см. для уравнения влагопереноса или 
уравнений, частным случаем которых оно является, статьи С.К.Кумыковой, 
А.А.Килбаса, О.А.Репина, М.Сайго, для уравнения +α++ xyyxx uyuxu  

0=β+ yu  – статьи С.С.Исамухамедова, Ж.Орамова, для параболо-
гиперболических уравнений – статьи Х.Г.Бжихатлова, В.А.Елеева, 
А.А.Килбаса, О.А.Репина, А.А.Керефова, А.О.Желдашевой) задачам для вы-
шеописанных уравнений.  

Отличительной особенностью задач, рассмотренных в диссертации, явля-
ется наличие в краевых условиях операторов дробного интегродифференци-
рования с гипергеометрической функцией Гаусса, введённых М.Сайго. Эти 
операторы представляют собой обобщение широко известных дробных инте-
гралов и производных Римана-Лиувиля, которые имеют многочисленные 
практические приложения. Заметим, что на сегодняшний день нелокальным 
краевым задачам, содержащим операторы  в смысле Сайго, посвящено  до-
статочно мало исследований. 

Таким образом, уравнение влагопереноса, уравнение +α++ xyyxx uyuxu  

0=β+ yu  и уравнения параболо-гиперболического типа, а также краевые 
задачи для них, вызывают большой практический и теоретический интерес.  

Основной целью работы является постановка и исследование новых не-
локальных краевых задач для уравнения влагопереноса, уравнения 

0=β+α++ yxyyxx uuyuxu , параболо-гиперболического уравнения, в верх-
ней полуплоскости представленного уравнением теплопроводности, в нижней 
– влагопереноса. 

Методы исследования. В работе широко используется аппарат специаль-
ных функций, методы теории операторов обобщённого дробного интегро-
дифференцирования, теории интегральных уравнений, теории дифференци-
альных уравнений с частными производными. В частности, метод доказа-
тельства единственности решения задач для уравнения влагопереноса с по-
мощью принципа экстремума для гиперболических уравнений и принципа 
экстремума для оператора дробного дифференцирования порядка 1<α , для 
параболо-гиперболических уравнений на основании специальных неравенств, 
связывающих произведения следов искомого решения и нормальной произ-
водной; метод доказательства существования решения с помощью сведения 
поставленных задач к вопросу разрешимости сингулярных интегральных 
уравнений; метод доказательства существования и  единственности решения 
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с помощью сведения поставленных задач к вопросу однозначной разрешимо-
сти характеристического сингулярного уравнения на конечном отрезке, инте-
грального уравнения Вольтерра. Отметим также использование преобразова-
ния Меллина в вопросе разрешимости задачи для уравнения 

0=β+α++ yxyyxx uuyuxu .   
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теоретиче-

ский характер. Она является продолжением развития теории нелокальных 
краевых задач, которая, как известно, используется при решении многих важ-
ных вопросов прикладного характера. Автор надеется, что в будущем резуль-
таты работы получат хорошую физическую интерпретацию. 

Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались на 
Международной научной конференции «Дифференциальные уравнения и их 
приложения» (Самара, май 2002г.); 3-й Международной конференции моло-
дых учёных и студентов «Актуальные проблемы современной науки»  (Сама-
ра, сентябрь-октябрь 2002г.); общевузовских конференциях профессорско-
преподавательского состава Самарской государственной экономической ака-
демии по итогам научно-исследовательской работы (Самара, апрель 2003г., 
апрель 2004г., апрель 2005г.); Международной научной конференции «Со-
временные проблемы математической физики и информационной техноло-
гии» (Ташкент, ноябрь 2003г.); семинарах кафедры прикладной математики и 
информатики Самарского государственного технического университета (ру-
ководитель – д.ф.-м.н., профессор В.П.Радченко, март, май 2005г.); Шестом 
всероссийском симпозиуме по прикладной и промышленной математике (ве-
сенняя сессия) (Санкт-Петербург, май 2005г.); III-й школе молодых учёных 
«Нелокальные краевые задачи и проблемы современного анализа и информа-
тики» (Нальчик-Эльбрус, май 2005г.); Всероссийской конференции «Диффе-
ренциальные уравнения и их приложения» (Самара, июнь-июль 2005г.); се-
минаре кафедры «Дифференциальные уравнения»  КГУ  (руководитель – 
д.ф.-м.н., профессор В.И.Жегалов, сентябрь 2005г). 

Публикации. Тринадцать работ [1]-[13](список приведен в конце авторе-
ферата), опубликованных автором по теме диссертации, отражают её основ-
ные результаты. Результаты, полученные вместе с научным руководителем в 
работах [4], [7], принадлежат авторам в равной мере.  

Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из введе-
ния, трёх глав, из которых две последние разбиты на одиннадцать парагра-
фов, списка использованной литературы. Объём диссертации составляет 119 
страниц. Список литературы содержит 105 наименований.  

 
Краткое содержание работы. 

Во введении обоснованы актуальность темы, цели, задачи, новизна дис-
сертационной работы, приведён обзор результатов исследований по её тема-
тике, даны общая методика исследования, структура и объём диссертацион-
ной работы, отражены публикации и апробация её результатов.  
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Первая глава диссертации посвящена операторам обобщённого дробного 
интегродифференцирования в смысле М.Сайго ( ) ( )xfI ηβα

+
,,

0 , ( ) ( )xfI ηβα
−

,,
1 . 

Даны определения этих операторов. Показано, что дробные интегралы и про-
изводные Римана-Лиувилля ( ) )(0 xfI α+ , ( ) )(1 xfIα− , ( ) )(0 xfDα

+ , ( ) )(1 xfDα
−  

являются их частным случаем. Из многочисленных свойств операторов 
обобщённого дробного интегродифференцирования в смысле М.Сайго и 
дробных интегралов и производных Римана-Лиувилля выписаны необходи-
мые в дальнейшем, причём следующие из них с доказательством:  
( ) ( ) ),(')( 1

00 xfIxfI α−
+

α−
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 Отметим, что полные доказательства для двух частных случаев компози-
ции ( )( ) 10),()(,,

1
,,

0 <<−
−
+ pxvfII tsprqp , а именно при 1+= pq , pt −=  и 0=r , 

0=s , данных выше, приведены впервые.  
Кроме этого, с помощью соответствующих лемм продемонстрированы 

действия рассматриваемых операторов в обычных и весовых пространствах 
Гёльдера: ]1,0[λH ; ]1,0[0

λH = :]1,0[)({ λ∈Hxf )0(f }0)1( == f ; 

])1,0[;(ρλH = ]}1,0[)()(:)({ λ∈ρ Hxfxxf ; ])1,0[;(0 ρλH = ∈ρ )()(:)({ xfxxf

]}1,0[0
λ∈H , где 0)(,10 ≥ρ≤λ< x . 

Вторая глава диссертации посвящена нелокальным краевым задачам для 
уравнения влагопереноса в случае 1|| <a , 1=a , 1−=a  и уравнения +xxxu  

0=β+α++ yxyy uuyu  с параметрами 2/1>α , 12/1 <β< .    
В §2.1 рассматривается уравнение влагопереноса   
        ,1||,02 <=+−= aauuuyLu xyyxx                                                         (4)  

в области 21 DDID ∪∪= , где I  - интервал )1,0( оси OX , 1D  – область, 
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где srBBAA ,,,,, 2121  – такие заданные константы, что ,2,1,0,0 =>> iBA ii  

,1,1 ≥≥ sr )(),( 21 xgxg  – такие заданные функции, что )()()( 31 ICICxgi ∩∈ , 
2,1=i . 

Новизна постановки заключается в том, что в краевом условии 4) операто-
ры дробного интегродифференцирования берутся не от значений искомой 

функции на аффиксах, а от произведения этих значений на множители  2
1

−
t  и 

2
1

)1(
−

− t  в первом и втором слагаемых соответственно. 
Доказательство единственности решения задачи 2.1 проводится на основа-

нии принципа экстремума для гиперболических уравнений  и принципа экс-
тремума для оператора дробного дифференцирования порядка 1<α , полу-
ченного А.М.Нахушевым в 1973г. Вопрос о существовании решения этой 
задачи сводится к вопросу разрешимости сингулярного интегрального урав-
нения относительно )0,()0,()( +=−=τ xuxux  и получает положительный 
ответ. В этом же параграфе приводится замечание о том, что аналогично до-
казывается существование и единственность решения задачи, если 0<iA ,  

0<iB , 2,1=i .                                                                                             

Обратим внимание, что обозначения I , 1D , )()1(
0 xθ , )()1(

1 xθ , )()2(
0 xθ , 

)()2(
1 xθ , данные выше, будут использоваться на протяжении всей диссерта-

ции.    
В §2.2 для уравнения (4) в той же области D  ставится следующая задача. 
Задача 2.2. Найти функцию ),( yxu со свойствами:  

1) 0≡Lu  в области ;21 DD ∪  

2) ( ) ( );\),( 2 IDCDCyxu ∩∈  

3) )0,()0,( +=− xuxu  )( Ix∈ , ),(lim),(lim
00

yxuyxu yyyy +→−→
=  )( Ix∈ ; 

4) ),()(]0,[)()]([ 1
4

1

02
)1(

0
4

3,
4

1,

01 xgxtuIAxtuIA
aaa

=












−+













θ

−
+a

+

a−
−

a−
−

a

+  ,Ix∈∀  

),()(]0,[)()]([ 2
4

1

12
)2(

1
4

3,
4

1,

11 xgxtuIBxtuIB
aaa

=












++














θ

+
+a

−







 +

+a−





 +

+a−a

−  ,Ix∈∀  

где α,,,, 2121 BBAA  – заданные константы, причём  

,0

4
1 1

2 >+






 +

Γ

π
A
A

a
   ,0

4
1 1

2 >+






 −

Γ

π
B
B

a
 ,

4
||1

4
1|| aa −

<a<
−                                                                                             

)(),( 21 xgxg  – заданные функции, причём 
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( ) ,2,1,12/1)()()( 2),1( =≤λ<∩∈ λ iICICxg ii
i  .0)1()0( 21 == gg                   

Решение этой задачи ищется в классе функций ),( yxu  таких, что 

( )]1,0[;),(lim 2/1

0
xHyxu yy

l

−→
∈ , 10 ≤λ< .                                                              

Исследование проводится теми же методами, что и в случае задачи 2.1. 
Вопрос о существовании решения задачи 2.2 сводится к вопросу разрешимо-
сти характеристического сингулярного уравнения на конечном отрезке отно-
сительно функции )()( 2/1 xxx ν=µ , где ),(lim),(lim)(

00
yxuyxux yyyy +→−→

==ν , и 

получает положительный ответ. Отметим, что при доказательстве принад-
лежности правой части этого уравнения классу Гёльдера используются свой-
ства (1), (2). Решение задачи 2.2 даётся в явном виде. Полученный результат 
формулируется в виде двух теорем.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

В §2.3 для уравнения влагопереноса в случае 1=a , т.е. для уравнения 
                                   02 =+−= xyyxx uuuyLu ,                                           (5)        

в той же области D  рассматривается задача 2.3. 
Задача 2.3. Найти функцию ),( yxu со свойствами: 

1) 0≡Lu  в области ;21 DD ∪  

2) ( ) ( ) ( );\\),( 21 IDCIDCDCyxu ∩∩∈  

3) )0,()0,( +=− xuxu  )( Ix∈ , ),(lim),(lim
00

yxuyxu yyyy +→−→
=  )( Ix∈ ; 

4) ( ) ( ) =





+−+θ

−→

+α
+

α
+

α
+ )(],[lim)(]0,[)()]([

0

2/1
0101

)1(
001

111 xytuICxtuIBxtuIA yy

),(1 xg= ,Ix∈∀  

( ) ( ) =





+++θ

+→

+α
+

α
+

α
+ )(],[lim)(]0,[)()]([

0

2/1
0202

)2(
002

222 xytuICxtuIBxtuIA yy
 

),(2 xg= ,Ix∈∀  
где )(),( 21 xgxg  – заданные функции такие, что 

,2,1],1,0[)( 0 =∈ λ iHxg i
i                                                                                        (6) 

2121212121 ,,,,,,,,, λλααCCBBAA  – заданные константы такие, что 
( )( )

( )( ) ,0
22 2211

2211 <
π+π−

++

ACAC
BABA                                                                            (7) 

( ) ( ) ( ) ,0222 122121112221 ≠++π−+−+ BAAABABACBAC                             (8) 
,2,1,0 =>α ii                                                                                                         (9) 

.2,1,12/1 =<λ<+α iii                                                                                       (10) 
 Новизна постановки заключается в том, что в левых частях краевых усло-

вий 4) содержатся вторые слагаемые, представляющие собой дробные инте-
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гралы от пределов искомой функции при 0−→y , 0+→y  соответственно, 
умноженные на константы, и третьи слагаемые, представляющие собой дроб-
ные интегралы от пределов частной производной по y  от искомой функции 
при 0−→y , 0+→y  соответственно, умноженные на константы, а также в 
более общем характере параметров этих условий. 

Исследование проводится теми же методами, что и в случае задачи 2.1. 
Вопрос о существовании решения задачи 2.3 сводится к вопросу разрешимо-
сти интегрального уравнения относительно функции )(xν , где 

),(lim)(
0

yxux yy −→
=ν = ),(lim

0
yxu yy +→

, и получает положительный ответ. Реше-

ние задачи 2.3 даётся в явном виде. Полученный результат формулируется в 
виде теоремы 2.3.  

Теорема 2.3. Пусть функции )(),( 21 xgxg  удовлетворяют условиям (6), 
действительные константы 2121212121 ,,,,,,,,, λλααCCBBAA  – условиям 
(7)-(10). Тогда задача 1) - 4) для уравнения (5) имеет единственное решение с 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ).(1)(1)( 2
2/1

0
22

1
2/1

0
11

21 xgD
BA

xgD
BA

x +α
+

+α
+ +g

−
+g

=ν  

 §2.4 посвящён задаче 2.4 для уравнения влагопереноса в случае 1−=a , 
т.е. для уравнения 

                        ,02 =−−= xyyxx uuuyLu                                                       (11) 
в прежней области D . 

Задача 2.4. Найти функцию ),( yxu со свойствами:  
1) 0≡Lu  в области 21 DD ∪ ; 

2) ( ) ( ) ( )IDCIDCDCyxu \\),( 21 ∩∩∈ ; 

3) )0,()0,( +=− xuxu  )( Ix∈ , ),(lim),(lim
00

yxuyxu yyyy +→−→
=  )( Ix∈ ; 

4) 0)0,0()0,0( =+=− uu ; 

5) ( ) ( ) +−+θ γ
+

−α−−α−α
+ )(]0,[)()]([ 1111

01
)1(

0
1,2/1,

01 xtuIBxtuIA             

)()(],[lim 10

1
01

1 xgxytuIC yy
=






+

−→

+α
+ , Ix∈∀ ,                                                       

( ) ( ) +++θ γ+α−α
+

−α−−α−α
+ )(]0,[)()]([ 112222

02
)2(

0
1,2/1,

02 xtuIBxtuIA             

)()(],[lim 20

1
02

2 xgxytuIC yy
=






+

+→

+α
+ , Ix∈∀ ,                                          

где )(),( 21 xgxg  – заданные функции, причём 

,2,1],1,0[)(' 0 =∈ λ iHxg i
i                                                                                     (12) 

0)0()0( 21 == gg ,                                                                                                (13)                                                                     

21121212121 ,,,,,,,,,, λλγααCCBBAA  – заданные константы, причём 
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( )( ) ,022 221121 <+− ACACBB                                                                            (14) 
,022 12212112 ≠−−− BACBBACB                                                                      (15) 

10 111 <γ<λ<α< ,                                                                                             (16) 
10 11222 <γ+α−α<λ<α< .                                                                            (17) 

   Постановка и решение задачи 2.4 аналогично постановке и решению за-
дачи 2.3. Технической особенностью является применение свойства (1) для 
доказательства непрерывности )(xν . Решение рассматриваемой задачи даёт-
ся в явном виде. Полученный результат формулируется в виде теоремы 2.4. 

Теорема 2.4. Пусть функции )(),( 21 xgxg  удовлетворяют условиям (12), 
(13), действительные константы 21121212121 ,,,,,,,,,, λλγααCCBBAA  – 
условиям (14)-(17). Тогда задача 1) - 5) для уравнения (11) имеет единствен-
ное решение с  

( )( ) ( )( ) ).()(1)()(1)( 2
1
0

1
0

2
1

1
0

1
0

1

11211111 xtgID
B

xtgID
B

x ′
g

−′
g

=ν g−α+α−
+

g−+α
+

g−
+

g−+α
+  

     §2.5 является началом нового класса задач для уравнения влагоперено-
са, которому помимо него посвящены §2.6, §2.7. Главное отличие этого клас-
са в том, что уравнение влагопереноса рассматривается в области 1D .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     

      Итак, в §2.5 для уравнения (4) в области 1D  ставится и исследуется за-
дача такого содержания. 

Задача 2.5. Найти решение   ),( yxu  уравнения (4) из класса 

( ) ( )1
2

1 DCDC ∩ , удовлетворяющее краевым условиям: 

1) )()0,( 1 xxu τ=  )( Ix∈ ;  

2) [ ] [ ] +












θ+













θ

α−
−

−α

−

α−
−

βα

+ )()()()( )1(
1

4
3,

2
1,

2
1

)1(
0

4
3,,

0 xtuIBxtuIA
ααα

 

+












+













+

α−
−−

+α

−

α−
−

β
−

+α

+ )(]0,[)(]0,[ 4
3,

2
1,

4
1

1
4

3,,
4

1

0 xtuIDxtuIC
αααα

 

,),()(]0,[)(]0,[ 4
3,0,

4
3

1
4

3,
2
1,

4
3

0 IxxgxtuIFxtuIE y

aa

y

aa

∈=












+













+

a−
−−

+a

−

a−
−

−β
−

+a

+

где βα,,,,,,, FEDCBA  – такие заданные константы, что  

,

4
1







 −

Γ

π
−=

a
BD ,0

4
32 ≠






 −

Γ−π FaB ,0
4

1
>

−
+α

α
α−

−
<β<−

4
1

2
1 α ,                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

)(),(1 xgxτ  – такие заданные функции, что  
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1
2
1],1,0[)( 101

1 <λ<∈τ λHx , 1
4

3],1,0[)( 2
2 ≤λ<

−
+α∈ λ αHxg .                                                                        

Будем искать решение этой задачи в классе функций ),( yxu  таких, что 














∈

−
+α

λ

−→
]1,0[;),(λim 4

3

0

α

xHyxu yy
, 10 ≤λ< .                                                            

Новизна постановки заключается в том, что в левой части краевого усло-
вия 2) содержатся слагаемые, представляющие собой операторы обобщённого 
дробного интегродифференцирования от значений искомой функции при 

0=y  и от значений частной производной по y  от искомой функции при 
0=y , умноженные на константы, а также в принципиально других парамет-

рах этих условий. 
Доказывается, что разрешимость задачи 2.5 сводится к вопросу однознач-

ной разрешимости характеристического сингулярного уравнения на конечном 
отрезке. Главной технической особенностью при этом является использова-
ние свойства композиции операторов обобщённого дробного интегродиффе-
ренцирования в смысле М.Сайго с различными началами (3). Решение задачи 
даётся в явном виде. Полученный результат формулируется с помощью двух 
теорем. 

В §2.6, §2.7 исследуются задачи 2.6, 2.7, аналогичные по постановке и ре-
шению задаче 2.5. Главное отличие заключается в том, что задача 2.6 посвя-
щена уравнению влагопереноса в случае 1=a , а задача 2.7 - уравнению вла-
гопереноса в случае 1−=a . Обратим внимание также на то, что в конце каж-
дого из этих параграфов сделаны замечания, значительно расширяющих круг 
подобных задач для этих уравнений. 

В §2.8 рассматривается уравнение 
                    ,0=β+α++ yxyyxx uuyuxu  2/1>α , 12/1 <β< ,                        (18)  
в области D , ограниченной интервалом  :AB  )0,0(A , )0,1(B  и характери-

стиками :AC  0=−− yx , :BC  1=−+ yx  этого уравнения. За )(0 xθ  
принимается аффикс точки пересечения характеристики уравнения (18), вы-
ходящей из точки ABIx ≡∈)0,( , с характеристикой AC . Формулируется 
задача 2.8. 

Задача 2.8. Найти решение ),( yxu  уравнения (18) из класса  

( ) ( )DCDCyxu 2),( ∩∈ , удовлетворяющее условиям  
Ixxxu ∈τ= ),()0,( ;                                                                                             (19)                                                                 

IxxCyxuyxBxtuIxA yy

aba
∈+−=













θ b

−→

−
−b+a

+ ),(),()(lim)()()]([)(
00

2
2,,

0 ,          (20)                       

 12 



где )(xτ , )(xA , )(xB , )(xC  – такие заданные функции, что )(xτ , )(xA , 

)(xB , ( ) ( )ICICxC 2)( ∩∈ , причём 0)0( =A , 0)( ≠xB , Ix∈∀ ;                                                                               

a , b  – такие действительные числа, что ba −<<−b 2/12/1 .                                                                          

Проблема однозначной разрешимости исследуемой задачи сводится к во-
просу разрешимости эквивалентного интегрального уравнения Вольтерра  
второго рода. В итоге получается следующий результат. 

Теорема 2.11. Пусть 2/1>α , 12/1 <β< ; a  и b  – такие действительные 

числа, что ba −<<−b 2/12/1 ; )(xτ , )(xA , )(xB , ( ) ( )ICICxC 2)( ∩∈  – такие 
заданные функции, что 0)0( =A , 0)( ≠xB , Ix∈∀ . Тогда существует един-
ственное решение задачи (19), (20) для уравнения (18).   

Третья глава диссертации посвящена нелокальным краевым задачам для 
уравнения параболо-гиперболического типа, в верхней полуплоскости пред-
ставленного уравнением теплопроводности, в нижней – влагопереноса. 

В §3.1 рассматривается уравнение 







<<+−

>−
=

,1,0,

,0,
0 2 ayauuuy

yuu

xyyxx

yxx
                                                              (21) 

в области  21 DIDD ∪∪= , где роль 2D  играет  квадрат ABMN  c вершина-

ми в точках )0,0(A , )0,1(B , )1,1(M , )1,0(N . Ставится следующая задача. 

Задача 3.1. Найти функцию ( ) ( )DCDCyxu 2),( ∩∈ , удовлетворяющую                                                                                                                                                                                              
уравнению (21) в 21 DD ∪  и краевым условиям 

,10),(),1(),(),0( 21 ≤≤ϕ=ϕ= yyyuyyu                                                            (22) 

[ ] [ ]
,10),(

)()()1()()()()( )1(
1

2
10,

2
1,

4
1

1
)1(

0
2
10,

2
1,

4
1

0

<<=

=












θ−+













θ

−−
+

−

−

−−
−

+

xxg

xtutIxbxtutIxa
aa

        (23)           

( ) ,)0,()0,( +α=− xuxxu                                                                                      (24) 
( ) ,),(lim),(lim

00
yxuxyxu yyyy +→−→

β=                                                                       (25) 

где ( ) ( )ICICxxxgxbxaCCyy 312
21 )(),(),(),(),(),1,0(]1,0[)(),( ∩∈ba∩∈ϕϕ  – 

заданные функции, причём 
,0)( ≠xa                                                                                                                (26) 

,0)()()()( ≤′−′ xbxaxbxa                                                                                    (27) 

,0
4

1)(
4

1)( ≠





 +

Γ+





 −

Γ
axbaxa                                                                        (28) 
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,0
4

1)0(
4

1)0()0(

,0
4

1)1(
4

1)1()1(

≥













 +

Γ+





 −

Γ

>













 +

Γ+





 −

Γ

abaab

abaaa
                                                             (29) 

[ ] .,0)()(,0)()( 2

2
Ixxx

dx
dxx ∈≤βα>βα                                                                (30) 

Новизна постановки заключается в том, что в краевом условии (23) опера-
торы дробного интегродифференцирования берутся не от значений искомой 

функции на аффиксах, а от произведения этих значений на множители  2
1

−
t  и 

2
1

)1(
−

− t  в первом и втором слагаемых соответственно, и умножаются не на 
константы, а на заданные функции.  

Доказательство единственности решения задачи 3.1 проводится на осно-
вании специальных неравенств, связывающих произведения следов искомого 
решения и нормальной производной. Вопрос о существовании этого решения 
эквивалентным образом сводится к вопросу разрешимости полного особого 
интегрального уравнения с ядром Коши в исключительном случае. Получен-
ный результат даётся в виде следующей теоремы. 

Теорема 3.1. Пусть )(1 xϕ  и )(2 xϕ  – заданные функции такие, что   

)1,0(]1,0[)( 2
2,1 CCy ∩∈ϕ , )(),(),(),(),( xxxgxbxa ba  – заданные функции из 

класса ( ) ( )ICIC 31 ∩ ,  для которых выполняются условия   (26)-(30) и условия 
π<−≤ ))0()0(arg(0 ihba , π<−≤π 2))1()1(arg( ihba , 

где 





 −

Γ÷





 +

Γ=
4

3
4

3 aah . Тогда решение задачи (22)-(25) для уравне-

ния (21) существует и единственно. 
В §3.2 для уравнения (21) в той же области D  рассматривается задача 3.2 

с краевым условием  (22), краевым условием 

 

[ ]

,10,10),()(],[lim)(

)(]0,[)()()(

0
2
1,

2
1,

2
1

0

2
1,,

0
)1(

0
2
1,,

4
1

0

<<<<=












+

+












−+













θ

−→

−γ−β−γ−

+

−γβ−γ−

+

−γβ−γ−
−

+

xxxγxytutβIC

xtutaIBxtuIA

yy

a

                (31)  

и краевыми условиями (24), (25) с ( ) ( ) 1≡β≡α xx . На функции )(1 yϕ , 

)(2 yϕ ,)1,0(]1,0[ 2CC ∩∈  )(xa , )(xb , ( ) ( )ICICxg 2)( ∩∈  и действительные 
константы A , B , C , γ , β  накладываются определённые условия. 

 14 



 Новизна постановки заключается в том, что в левой части краевого усло-
вия (31) второе слагаемое содержит оператор обобщённого дробного инте-
гродифференцирования от предела искомой функции при 0−→y , умножен-
ного на заданную функцию, третье слагаемое – от предела частной производ-
ной по y  от искомой функции при 0−→y , умноженного на другую задан-
ную функцию. 

Решение проводится аналогично решению задачи 3.1. Существование ре-
шения задачи 3.1 сводится к вопросу разрешимости интегрального уравнения 
Фредгольма второго рода. Полученный результат даётся в виде теоремы. 

§3.3 посвящён задаче 3.3 для уравнения  







<<+−

>−
=

,1,0,

,0,
0 2 ayuauuy

yuu

xyyxx

yyx
                                                                   (32) 

 в той же области D , где рассматривалось уравнение (21). 
Отметим, что линия изменения типа 0=y  не является характеристикой 

уравнения теплопроводности для уравнения (32), в отличие от уравнения (21).  

Формулировка задачи 3.3 выглядит так. 

Задача 3.3. Найти функцию ( ) ( )21
2),( DDCDCyxu ∪∩∈ , которая удо-

влетворяет уравнению (32) в области D  и краевым условиям    
]);1,0[(),(),0( 1 ∈ϕ= yyyu     );(),()1,( 2 Ixxxu ∈ϕ=                                   

[ ] ),()(],[lim)()(
0

4
3,

2
1,

4
3

02
)1(

0
4

3,,

01 xxytuIAxtuIА yy

aaa

γ=












+













θ

−→

a−
−

−β
−

+a

+

a−
−

βa

+    (33) 

а также условиям сопряжения 

 )(),0,()0,( Ixxuxu ∈−=+ , )(),,(lim),(lim
00

Ixyxuyxu yyyy
∈=

−→+→
.                                          

Здесь  )(),( 21 xy ϕϕ  и )(хγ  - заданные функции такие, что 

);0()1(,0)0()0(
),()()(

),()()(),1,0(]1,0[)(

211

2

2
2

2
1

ϕ=ϕ=ϕ=γ
∩∈γ

∩∈ϕ∩∈ϕ
λ ICIHx

ICICxCCy

                   

λβα ,,  – действительные постоянные такие, что 

;1
4

1,0,
4

3
4

1
≤λ<

−
+α>β

+
<α<

− ααα                                             

1А , 2А  – ненулевые действительные константы такие, что 
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























 +

Γ
+







 +

Γ
π≠

4
32

1

4
1

1
12 aa

АА .                                                                   

Новизна постановки данной задачи заключается в краевом условии (33), а 

именно в его слагаемом, представляющем собой оператор обобщённого 

дробного интегродифференцирования от предела частной производной по y  

от искомой функции при 0−→y , умноженного на константу. 

Доказательство существования и единственности решения рассматривае-
мой задачи вытекает из однозначной разрешимости интегрального уравнения 
Вольтера второго рода. 

В заключение сформулируем основные результаты, выносимые на защи-
ту. 
1. Постановка новых нелокальных задач для уравнения влагопереноса, урав-
нения 0=β+α++ yxyyxx uuyuxu  и уравнения параболо-гиперболического 
типа, в верхней полуплоскости представленного уравнением теплопроводно-
сти, в нижней – влагопереноса; доказательство теорем существования  и 
единственности решения этих задач. 
2. Выявление класса задач, допускающих возможность получения явных ре-
шений. 
3. Определение влияния коэффициента при младшей производной на кор-
ректную постановку нелокальных краевых задач для уравнения влагопере-
носа. 
4. Нахождение условий, обеспечивающих выполнение принципа экстремума 
для гиперболических уравнений и принципа экстремума для оператора дроб-
ного дифференцирования порядка 1<α . 
5. Выяснение влияния на корректность постановки задач степеней t  и )1( t−  
в качестве множителей к значениям искомой функции на аффиксах, от кото-
рых берутся операторы дробного интегродифференцирования в нелокальных 
условиях этих задач. 
6. Определение влияния на корректность постановки задач слагаемых, содер-
жащих либо дробные интегралы от пределов искомой функции при 0−→y , 

0+→y  или от пределов частной производной по y  от искомой функции при 
0−→y , 0+→y , либо операторы обобщённого дробного интегродифферен-

цирования от значений искомой функции или от значений частной производ-
ной по y  от искомой функции при 0=y , либо операторы обобщённого 
дробного интегродифференцирования от пределов искомой функции при 
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0−→y , 0+→y  или от пределов частной производной по y  от искомой 
функции при 0−→y , 0+→y , умноженных на заданные функции. 

7. Установление влияния параметров композиции ( )( ) )()(,,
1

,,
0 xvfII tsprqp

−
−
+  в 

случае 10 << p  на параметры нелокального условия корректно постановлен-
ной задачи для уравнения влагопереноса. 

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руководите-
лю, доктору физико-математических наук, профессору Репину Олегу Алек-
сандровичу за поддержку и постоянное внимание к работе. 
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