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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуа..1ьность темы. Диссертация посвJ1Пiена исследованию линей

ных краевых задач с сопряжением и со сдвигом (типа Газемана и типа 

Карлемана) в классах метааналитических функций, т .е . регулярных 

решений дифференциального уравнения вида 

82F(z) 8F(z) 
дz2 + a18i°" + aoF(z) =О, (1) 

где а0 , а 1 -некоторые комплексные постоянные, а :z = ~ (lx + i :у)
дифференциальный оператор Коши-Римана. 

для аналитических функций (т.е . для решений уравнения вида 
8F(z) 
--ВТ- = О) краевые задачи со сдвигом впервые были исследованы 

К.Газеманом1 • 
Большой вклад в развитие теории краевых задач со сдвигом для 

аналитических функций внесли В.В.Боярский, И.Н.Векуа, Н.П.ВР.куа, 

Э .И . Зверович, Р.С.Исаханов, д.А.Квеселава, Г.С.Литвинч;ъ: , 

И .В.Симоненко и др . 

В последние три десятилетия как в странах СНГ, так и в других 

странах (Китае, КНдР, Югославии), наблюдается устойчивый ин

терес к краевым задачам со сдвигом для аналитических функuий 11 

различных их обобщений (полианалитических, метааналитических, 
F-моногенных функций}, что объясняется связями этих задач с та

кими математическими теориями, как, например, теория дифферен

циальных уравнений, теория приближения функций, а также мно

гочисленными приложениями в теории бесконечно малых изгибаний 

поверхностей положительной кривизны, в теории плоских кавитаци

онных течений идеальной жидкости и в плоской теории упругости. 

Как справедливо указывал И.Н.Векуа2 , "дальнейшие поиски в на
правлении изучения такого рода задач имеют значительный инте

рес". 

Одним из естественных обобщений краевых задач со сдвигом д:rя 

аналитических функций являются задачи со схожей структурой д:rя 

более широких классов функций (полианалитических, метааналити

ческих, F-моногенных и др.). Исследованию таких задач для по-

1 Haseman С. Anwendung der Theorie der lntegralgleichungen auf einige Randwerta.ufgaben.
Gottingen, 1907. - 192 р. 

1 Векуа И . Н . Обобщенные аналитические функuии. - М. : Наука, 1988, с . 368. 
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лианалитических и мета.аналитических функций посвя~цены рабо

ты В.А.Габриновича, С.В.Левинского, В.В.Показеева, И.А.Соколова . 

M.Canak, B.Damjanovic, C.R.Shoe и др. Однако в этих работах рас
сматривались пишь задачи так называемого "треугольного вида" 3 , 

которые, по сути, сводятся к поспедовательному решению несколь

ких хорошо изученных краевых задач со сдвигом в класса."< аналити

ческих функций. 

В то же время, наиболее важные краевые задачи с сопряжением и 

со сдвигом общего (не "треугольного") вида для метааналитических 

функций до настоящего времени оставались не исследованными. К 

таким задачам, в первую очередь, относятся следушие две задачи. 

обычно называемые основными краевыми задачами типа Газемана 

и типа К ар.Аемана для мета.аналитических функций4 • 

Пусть т+ - конечная односвязная область на плоскости комплексно
го переменного z = x+iy, ограниченная простым гладким замкнутым 
контуром L, уравнение которого имеет вид : t = x(s) +iy(s), О::; s::; l, 
где s - натуральный параметр, причем x(s) и y(s) удовлетворяют 
условию Гельдера вместе со своими производными до 2-го порядка 

включительно (т.е. L Е с;). Через т- обозначим дополнение т+ U L 
до полной комплексной плоскости. 

Задача Н2.м (типа Газемана). 

Требуется найти есе ~сочно-метааналитические функции F(.;;) = 
= { р+ ( z), р- ( z)} с Аинией скачков L, исчезающие на бесконечности 
и удо1метворяющие на L с.Аедующим краевым ус.11.овшrм: 

p+[a(t)] = Go(t) · p-(t) + go(t), 

oF+[a(t)J _ G ( )aF-(t) ( ) 
а - 1 t 8 + 91 t, 
п+ п_ 

(2) 

(3) 

где 8/8п+ (8/8n_) - производна.я по внутренней (внешней) норма.11.и 

к L, а Gk(t),g.(t) (k =О, 1) - заданнь1е на L функции, причем Gc(t) 
удов.11.етворяют условию Ге.11.ьдера вместе с производными до поряд

ка 3-k {т.е. Gk(t) Е н<3-">(L)), 9i:(t) удометворяют ус.11.овию Ге.ttь
дера вместе с производными до порядка 2-k {т.е . gk(t) Е H(2-l:)(L)), 
G.1:(t) =F О на L; o(t) - функция сдвига, сохраняющая ориентацию кон
тура L, причем o'(t) =/:О, o(t) Е H(2)(L). 

3Расуnов К .М . Краевые эала.чи длw полиана.литических функuий и некоторые их прил<>
жениw. - Смоленск, 1998, с. 19. 

4Cw . с. 286 из книги, uитирова.нной в предыдущей сноске. 

l
'l•YЧ'I'~ ,... ,." · ·· ~ . . , • ·~· .... _"~.~ .:. 1.~-Т а.;.~(.\\ 
. tr.1. 11, 1 .• Г; _С.:::::::..:;~ ,г с ::гзз~:с1сд r::. у;; . -.-~ .. " ' Та / 
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Задача К-..м (типа Карлемана). 

Требуете.я найти все метааналиmи'Ческие вт+ фующии, удовле

творяющие на L следующим услови.ям: 

p+[a(t)] = Go(t) · F+Щ + go(t), (4) 

дF+[a(t)J G ( ) дF+(t) ( ) 
дn = 1 t · -а;;- + 91 t , (5) 

где L Е с;, д/дn - nроизво~а.я no внутренней нормал11 к L, GJ:(t). 
9J:(t) - заданные на L функции, nри'Чем GJ:(t) Е н<з-J:)(L), g1;(t) Е 
н<2-">(L) и G1:(t) =f О на L; a(t) - Фuнкци.я сдвига, сохраняющая ори
ентацию контура и удовлетворяющая условию Карлемана 

a[a(t)] = t, 
nри'Чем a(t) Е н<2>(L), cr'(t) :/:О. 

(5а) 

Важно отметить, что поскольку действительные (мнимые) части 

бuана.литu'Ческих функций (т.е. решений уравнения (1) при а0 = 
= а1 = О) являются бuгармОНU'ЧеСКU.МU функциями, то задача к"м 
является естественным обобщением так называемой основной бигар

монической задачи5 , имеющей многочисленные приложения в меха
нике сплошной среды и математической физике. 

в случае a(t) = t сформулированные выmе задачи н".м и к".м 
в классах бианалитических функций были исследованы в работа.х 

М.П.Ганина, В.С.Рогожина, К.М.Расулова и др. Однако в случае 

a(t) ~ t задачи Н-.,м и К2,м до сих пор не были исследованы . Поэтому 
разработка методов решения указанных задач является актуальной 

проблемой. 

Связь работы с крупными научными темами. 

Диссертационная работа выполнена на кафедре математического 

анализа Смоленского госпедуниверситета в рамках научно-исследова

тельской темы "Краевые задачи для полианалитических функций и 

их обобщений" (N 81072482). 

Цель работы. Развитие общих методов решения краевых за.дач ти

па Газемана и типа Карлемана для метааналитических функций . 

построение теории их разрешимости и установление нетеровости. 

выявление частных случаев рассматриваемых задач, допускаюших 

решение в замкнутой форме (в квадратурах). 

5Мусхепишвили Н.И. Некоторые основные за.да.чи ма.тема.тической теории упругости. -
М.: На.ука., 1966, с. 138. 
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Методика исследования. В диссертации используются методы ком

плексного анализа, теории матричных краевых задач для аналитиче

ских функций, теории краевых задач со сдвигом для ана...,итических 

функций, а также теории интегральных уравнений. 

Научна.я новизна. В диссертации впервые исследуются краевые за

дачи с сопряжением и со сдвигом общего (не "треугольного") вида 

в классах метааналитических функций, разработаны методы реше

ния рассматриваемых задач, установлены необходимые и достаточ-

11ые условия их разрешимости. 

Практическая значимость. Работа носит теоретический характер. 

Однако пОJJученные в диссертации результаты и предложенные мето

ды исследования могут быть применены при решении краевых задач 

с сопряжением и со сдвигом, отличных от изученных. Кроме того, 

рассмотренные задачи могут найти приложения в тех областях, где 

успешно используются краевые задачи со сдвигом для аналитических 

функций и их обобщений. 

Личный вклад соискателя. Диссертация является самостоятель

ным научным исследованием соискателя. В совместных работах [б] -
(8] лишь постановки задач и идея использования теории обобщенных 
краевых задач типа Газемана и Карлемана для аналитических функ

ций принадлежат научному руководителю. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались и об

суждались на молодежной школе-конференции по теории функций 

при математическом центре им. И.И.Лобачевского (Казань, 1998), 
на Международной конференции "Аналитические методы анализа и 

дифференциальных уравнений" (Минск, 1999), Всероссийской mколе
конференции по теории функций, посвященной 130-летию со дня ро

ждения Д.Ф.Егорова (Казань, 1999), Международной конференции , 

посвященной 40-летию механико-математического факультета КГУ 

(Казань, 2000), семинаре им. Ф.д.Гахова по краевым задачам и осо
бым интегральным уравнениям при Белорусском госуниверситете 

(руководитель - профессор Э.И.Зверович) и неоднократно на научно

исследовательском семинаре по комплексному анализу при Смолен

ском госпедуниверситете (руководитель - профессор К.М.Расулов}. 

Публикации . По теме диссертации опубликовано 8 научных работ, 
список которых приведен в конце автореферата. Как уже было отме

чено, в трех (из восьми} работах, выполненных совместно с научным 

руководителем, все выкладки в обосновании результатов принадле-

6 



жат автору диссертации. 

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введt>

ния, трех глав, за.кmочения и списка литературы, содержа.I.Цего 85 на
именований. Нумерация формул сквозная в каждой главе . Например, 

(3.2) (или теорема 3.2) означает вторую формулу (теорему) третьей 
главы. Общий объем работы составляет 107 страниц, подготовлен
ных с использованием издательской системы И.ТЕJХ. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы, сформулирована 

цель работы, кратко изложено содержание работы. 

Первu глава "Вспомогательные сведения и обзор литературы" 

состоит из трех разде110в. В первом разделе ввод.яте.я наиболее часто 

используемые обозначения и понятия. Основными из них яв.пяются 

понятия метааналитической и кусочно-метааналитичес.кой функции. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

82F(z) дF(z) 
дz2 + A1(z) · ~ + Ao(z) · F(z) =О, (6) 

где д/дz = [д/дх + iд/ду]/2, а коэффициенты А0(.::), А 1 (.::) - .кусочно
аналитические функции, с линией скачков L, задаваемые следуюшн:м 
образом: 

Ak(z) = { ас, если z Е т+, 
ak/z2-k, если zет-, k=0,1, 

где ао, а1 - некоторые комплексные постоянные. 

Регулярные решения уравнения (6) в области т+ (Т-) будем назы
вать метааналитическими вт+ (Т-) функциями. 

Пусть >.1 и >.2 - корни характеристического уравнения 

>.2 + а1Л + ао =О (7) 

для дифференциального уравнения (6). 
Известно6 , что всякую метааналитическую функцию р+ ( z) в обла

сти т+ можно задавать в виде 

6Ра.сулов К.М. Краевые 3аJ!ачи дл1 полиа.налитических функuий и некоторые 11х r1рило
жени1. - Смоленск, 1998, с . 139. 
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p+(z) = [ipt(z) + zipt(z)]exp{Лoz}, если Л1 = Л2 = Ло, 

rде ipt(z) (k =о, 1) - аналитические вт+ функции. 
Аналогично, в области т- всJПСая метааналитическая функция 

р- ( z) задаете.я в виде 

p-(z) = ip0 (z)exp{Л1 z/z}+ip1(z)exp{Л2z/z}, если Л 1 f. Л2, или 

p-(z) = [ip0(z) + .Zip1(z))exp{Лoz/z}, если Л1 = Л2 = Ло, 

где ip;(z) (k =О, 1) - аналитические вт- функции. 

Кусочно-метаакалитической функцией с линией скачков L будем 
называть функцию F(z), котора.а в двух дополн.11Ющих друг друга до 
полкой плоскости областях т+ и т- определяется так: 

или 

F z = { F+(z) = [ipt(z) + zrpt(z)J ехр{Лоz}, z Е т+, 
() p-(z)=[<pij(z)+zipi"(z)]exp{Лoz/z}, zет-, (9) 

где ipt ( z) - аналитичесхие в т+, а ip; ( z) - аналитические в т- функции 
(k =О, 1), причем существуют конечные пределы: 

lim p+(z) = p+(t), lim P-(z) = p-(t). 
•-tEL •-teL 

При этом кусочно-метааналитическую функцию, задаваемую фор

мулой (8) ((9)), назовем исчезающей на бесконечности, если 

П{ ip;; оо} !::: 1 (П{ rp;; оо} ;::: 1 + k), k = О, 1, где П{ rp;, оо} обозначает 
порядок функции ip;(z) в точке z = оо. 

Во втором разделе дл.11 удобства дальнейших ссылок приведен ряд 

известных фактов из теории краевых задач со сдвигом дл.11 аналити

ческих функций. 

В подразделе 1.2.1 приводится схема решения методом интеграль
ных уравнений задачи Газемана (обычной) дл.11 аналитических функ

ций, состопцей в отыскании всех исчезающих ка бесконечности 

кусочно-аналитических функций с линией скачков L, удовлетворя
ющих краевому условию 

p+[a(t)] = G(t)F-(t) + g(t), t Е L, 

8 
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где G(t), g(t) - заданные функции точек контура, удов,,етворяющие 

условию Гельдера, a(t) - сохраняющий ориентацию гомеоморфизм 

контура L на себя (т.е. прямой сдвиг L), удовлетворяющий следу-
ЮЩИМ условиям: 

a'(t) =J О, a(t) Е н< 1>(L). {11) 

Подраздел 1.2.2 посвящен изложению известных результатов ис
следования так называемой обобщенной зада"и Газемана ддя ана

литических функций, состоЯПiей в отыскании всех исчезающих на 

бесконечности кусочно-аналитических функций с линией скачков L, 
удовлетворяющих краевому условию 

p+[a(t)] - G(t)F-(t) + j A(t, т)F+[а(т)]dт + j B(t, т)F-(т)dт = g(t), 
L L 

(12) 
где a(t) - прямой сдвиг контура L, удовлетворяющий условиям (11); 
G(t), g(t) - заданные на L функции класса H(L), причем G(t) =J О на 
L; A(t, т), B(t, т) - заданные фредгольмовы ядра, т.е. A(t, т), B(t, т) Е 
H.(L х L). 
В подразделе 1.2.3 приведена схема решения краевой задачи типа 

Карлемана для аналитических функций, состоящей в отыскании всех 

аналитических в т+ функций по краевому услови:ю 

r[a(t)] = G(t)F+(t) + g(t), (13) 

где G(t),g(t) - заданные на L функции класса Гельдера, причем 
G(t) =J О при t Е L; a(t) - прямой сдвиг контура L, удовлетворяю
ший условиям (11) и условию Карлемана (5а). 

Раздел 1.3 посвящен обзору литературы по теме диссертации. 

ВтораJ1 глава "Основная краевая задача типа Газемана для мt>

таана.питических функций" (состоящая из трех разделов) посвящена 

исследованию задачи Н2,м. 

В разделе 2.1 дается точная постановка задачи и излагаt>тся мето
дика проведения исследования. 

Раздел 2.2 посвящен исследованию задачи Н2,м в случае, когда 
контур L есть единичная окружность, т.е. L = {t : ltl = 1}. 
При этом рассматривается случай, когда характеристическое урав

нение (7) имеет один (двукратный) корень Ло . т.е. искомая кусочно

метаана.питическая функция имеет вид (9). С учетом (9). соотноше-
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НЮ! 

д · {/д "д} --=±t t --t -
дn± дt at ' 

(14) 

а также того факта, что для точек окружности L = {t : ltl = 1} 
выполняется равенство t = 1/t, краевые условия (2) и (3) удае:rся 
переписать в следующем виде: 

w+[o(t)J = Go(t) · w-(t) + 9o(t), 

v+[o(t)] = G1(t) · v-(t) + 91(t), 

(15) 

(16) 

где G"(t),g"(t) (k = О, 1) - удовлетворяющие на L условию Гель
дера функции, определенным образом выражающиеся через задан

ные в условии задачи функции G1:(t),g1:(t) (k = О, 1), а ~V(z) = 
= {W+(z), w-(z)} и V(z) = {V+(z), v-(z)} - исчезающие на бес

конечности кусочно-аналитические функции, связанные с ана.пити

ческими компонентами искомой кусочно-метааналитической функции 

по следующим формулам: 

v+(z) = z3dip!;z) + z2dipiz(z) + >.ozipt(z) +(>.о+ z)<;t(z), 

v-(z) = zdipjj(z) + d<;j'(z) + ip!(;). (lB} 
dz dz z 

Таким образом, установлено, что исходная задача в рассматривае

мом случае равносильна совокупности двух обычных задач Газемана 

(15} и (16} в классах аналитических функций. 
Обозначим через re0 = IndGo(t), re1 = IndG1(t) - индексы задач 

(15) и (16) соответственно. )'станавливается, что rek = re"+k+ 1, где 
re1: = IndG1:(t) (k =О, 1). 
При reo >О задача (15) безусловно разрешима, и ее общее решение 

линейно зависит от re0 произвольных комплексных постоянных. Если 
же reo < о, то задача (15) имеет единственное решение только при 
выполнении lreol условий разрешимости: 

где 

j hо1:(т)gо(т)dт =О, 
L 

k = 1, 2, . .. , -reo, (19) 

hо1:(т) = Xtf[~(т)] [тk-I + [ R(т, т1)тf- 1 dт1], {19а) 
10 



R(t, т) - резольвента ядра интегрального уравнения 

1 j [ а'(т) 1 ] 9o(t) 
t,li(t) + 27ri L а(т) - a(t) - т - t ф(т)dт = XQ'"[a(t)] ' (19б) 

а Xit(z) - каноническая функция задачи (15). 
Аналогично, при re1 > О задача (16) безусловно разрешима, и ее 

общее решение линейно зависит от re 1 произвольных комплексных 

постоянных, а при re1 < О задача (16) имеет единственное решение 
только при выполнении lre11 условий разрешимости: 

где 

j h11:(т)g1 (т)dт =О, 
L 

k = 1, 2, ... , -re1, (20) 

hа:(т) = Хt[~(т)] [тt-l + [ R(т, т1)тt- 1 dт1], (21) 

а R(t, т) - то же самое, что и в {19а), X((z) - каноническая функция 
задачи (16). 
По найденным функциям W ( z) и V ( z) можно найти аналитические 

компоненты rp~(z) и rp[(z) искомой метааналитической функции: 

+( ~ - ~ dW+(z) Ло + Zw+( ) - v+(z) 
lfJo z 1 - 2 dz + 2z2 z 2z2 ' 

(22) 
+( ) z - Лоw+( ) v+(z) zdW+(z) 

11'1 z = ~ z + ~ - 2 dz ' 

1 z dW-(z) 
rpij(z) = w-(z) - 2v-(z) + 2 dz ' 

(23) 

_( ) _ zV_( ) z2 dW-(z) 
lfJi z - 2 z - 2 dz · 

По условию задачи функции rpt(z), k =О, 1, должны быть анали
тическими в круге т+, а функции rp;(z), k =О, 1, - аналитическими в 
области т- и исчезающими на бесконечности, причем функция 1Р\(.-:) 

должна иметь на бесконечности нуль порядка не меньше 2. Исходя 
из этого, получаем условия, которым дополнительно должны удовле

творять решения задач (15), (16): 
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f [ЛоW+(т) - v+(т)] · т- 1dт =О, 
L 

f [(Ло + т)W+(т) - v+(т)] · т-2dт =О, 
L 

f[W-(т) + v- (т)]dт =О, 
L 

J[2w-(т) + v-(т)). тdт =о. 
L 

(24) 

При выполнении условий (24) , решение исходной задачи Н2 ,м мож

но задать формулой (9) , где <p~(z), <pt(z) определяются из равенств 
(22}, (23). 

Далее, исследуется картина разрешимости задачи Н2,м в рассма
триваемом случае в зависимости от различных значений индексов re0 
и re1 задач (15) и (16) , доказывается ее нетеровость. 
Исходя из этого, для задачи Н2,м в разделе 2.2 получены следую

щие результаты. 

Теорема 2.1. Пусть характеристическое уравнение (7) имеет 
оОин (двукратный) корень Ло и контур L = {t: lt\ = 1} . Тогда: 

1} ес.4и reo ~о и с!'!1 ~ о, то дА.Я разрешимости задачи Н2,М необхо
димо и достаточно вьшо.1&нени.я ус.1&овий вида (24), и при выполнении 
этих ус.1&овий общее решение задачи Н2,м задается форму.11.ой (9) , 
где <p~(z), <pf(z) опредеА.ZЮтся uз равенств {22}, (23) , причем оно 
.синейно завtJсит от re0 +re1 -r проuзвоАЬных ко.кn.1&ексных постоян

·ных; здесь r - ранг опредменной матрицы (О 5 r 5 min{4, re0 + re1} ); 

2) ес..&и reo < о и re1 ~ о, то д.ся рdзрешимости задачи Н2,М не
обходимо и достаточно одновременного выпо.11.ненuя ус.1&овий вида 

{19}, (24), и при выпо.11.нении этих ус.1&овий общее решение задачи 
.кожно задать форму.11.ой (9), где <p~(z), <pf(z) опредеА.rЮтся uз ра
венств {Ш~), {23}, причем оно Аинейно зависит от re1 - r проuзво.л.ь
ных ко.кn.1&ексных постоянных; здесь r - ранг определенной матриць~ 
(О 5 r 5 min{ 4, re1} ); 

З} если же reo ;::: о и re1 < о, то д.л.я разрешимости задачи Н2,М 
необходимо и достаточно одновременного выпо.1tненuя ус.1tовий ви

да {20} , {24}, и при выпо.снении этих ус.11.овий общее решение задачи 
.кожно задать фор.ку.л.ой (9) , где <p~(z), <p[(z) оnредеА.rЮтся uз ра
венств (22), {23), причем оно Аинейно зависит от re0 - r произвоАь
ных комn.1&ексных постоянных; здесь r - ранг опреде.1&енной матрицы 
(О 5 r 5 min{4,reo}); 

4) наконец, eC.4U reo < о и re1 < о, то OA.Jl разрешимости зада"и 
Н2,м необходимо и достато"но одновременного выполнения усло
вий {19}, (20}, (24), и при выполнении указанных ус.1&овий она будет 
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и.кеть еduнственное решение, задаваемое форму.л.оiJ (9), где <p~(z) , 
cp[(z) оnреде.л.яются uэ равенств (22), (23) . 
Полученные результаты проиллюстрированы на конкретном при

мере (пример 2.1). 

Раздел 2.3 посвпцен исследованию задачи Н2,м в случае произ
вольных односвязных областей с гладкцми границами . 

Для полноты исследования рассматриваются два случая, в зависи

мости от того, в каком виде будем искать решение задачи: в виде (8) 
или (9). 
В случае, когда решение задачи Н2 ,м ищется в виде (9), с уче

том соотношения (14), краевые условия (2) и (3) можно переписать 
соответственно в виде 

[cpt(a(t)] + a(t)cpi(a(t)]] ехр{Лоо(t)} = 
= Go(t) · [cp0(t) + fcpl(t)j exp{Лof/t} + 9o(t), 

exp{Лoo(t)}(o'(t) · t' ( dcpt~;(t)] + o(t) dcpf~;(t)])-

-al(t)l' (.\o<pri[o(t)] + (.\oo(t) + l)<pi[o(t)J)] = 

= G1(t)exp{Лof/t} [t' (dcpi)(t) + fd<,:i[(t))-
dt dt 

.i (.\о (f(t')2 + t) _( ) .\of2(t')2 + .\ott + t2 
_( ))] , ( ) 

-i; t2 <t'o t + t2 <t'1 t + t 91 t . 

(25) 

(26) 

Прежде чем продолжить изложение основных результатов данного 

раздела, отметим одно обстоятельство. А именно, общее представле

ние (9) кусочно-метааналитический функции F(z) = {F+(z),F-(.:-)} 
формально позволяет свести задачу Н2,м к некоторой обобщенной 
векторно-матричной задаче типа Газемана относительно неизвестно

го кусочно-аналитического вектора cp±(z) = ('Pt(z),<pt(z)) . Однако7 

получаема.я при этом векторно-матрична.я задача типа Газемана ока

зывается вырожденной (т.е. определители матриц-коэффициентов 

задачи тождественно равны нулю на L). Поскольку вырожденные за
дачи не подчиняются известной теории векторно-матричных задач 

норма.Льного типа для аналитических функций, то возникает необхо

димость в разработке собственного метода исследования рассматри

ваемой задачи Н 2,м. 

7 Cw . за.wеча.ние 2.1 на с. 41 диссертации. 
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Суть метода решения задачи Н2,м, предложенного в диссертации . 

состоит в следующем. Вводя обозначения 

Go(t) = Go(t) · exp{Лo(l/t - o(t))}, 

9o(t) = go(t) · ехр{-Лоо(t)}, 

Qo(t) = lGo(t)cp!(t) - o(t)ipt[o(t)] + 9o(t), 

краевое условие (25) перепишем в следующем виде: 

1P6[o(t)] = Go(t)ip0 (t) + Qo(t). (27) 

Считая временно Q0(t) известной функцией и решая обычную задачу 
Газемана (27) относительно исчезающей на бесконечности кусочно
аналитической функции <po(z), по известным формулам определяем 
функции <pd(z) и ip0(z) . Подставляя граничные значения IPd(t) и <p()(t) 
найденных функций ipt(z), cp0 (z) и их производных в равенство (26), 
доказываем, что относительно функций ipt ( z) и ер! ( z) получаем обоб
щенную задачу Газемана 

-<pt(o(t)] + G 1(t)ip1(t) + J A(t, т)~рt[о(т)]dт+ 
L 

+ J В(t,т)ср!(т)dт = Q1{t), (28) 
L 

где G1(t), A(t, т),В(t, т), Q1(t) - функции, которые определенным 
образом выражаются через заданные в условии задачи Н2 ,м функ

ции GA:(t), YA:(t) (k =О, 1). Отсюда в свою очередь получается основной 
результат раздела 2.3 в рассматриваемом случае. 

Теорема 2.2. Пусть дискриминант характеристического урав
нения (7) равен нудю. Тогда решение задачи Н2,м сводите.я к nос11,е
довате11,ьному решению обобщенной и обычной задач Газемана {28) 
и (27} относитмьно неизвестных кусочно-анадитических функций 
<p1(z) ,::: {ipf(z),ip1(z)} и <po(z) = {ip6(z),cp0 (z)} соответственно, 
где <p~(z), cp[(z) - анадитические компоненты искомой метаана11,и
тической функции. При зтом обобщенна.я задача Газемана (28) не 
зависит от cp0(z), а свободный ч.4ен краевого усдовия зада-чи Га
земана (27) содержит граничные значения кусочно-анадитической 
функции <р 1 ( z) . 

Аналогичный результат получен и в другом случае, когда решение 

задачи ищется в виде (8) (теорема 2.3) . 
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Далее, на основании теорем 2.2, 2.3 и картин разрешимости за
дач Газемана (обобщенной и обычной) для аналитических функuий 

исследуется картина разрешимости задачи Н2,м при различных зна
чениях индексов re1: = 1ndG1: ( t) ( k = О, 1). В общем случае как число q 

условий разрешимости, так и число l линейно независимых решений 
задачи Н2,м зависят от рангов определенных матриu. Однако при 
любых значениях индексов числа l и q конечны, т.е. устанавливается 
справедливость следующего утверждения. 

Теорема 2.4. Задача Н2,м явJLЯется нетеровой, и ее индекс оnре
деJLЯется no форму.11.е 

re = reo + re1 - r, 

где re; = IndG;(t) (j =О, 1), а r - ранг оnреде.11.енной матрицы. 

Полученные в разделе 2.3 результаты иллюстрируются на конкрет
ном примере (общим методом, полученным в разделе 2.3, решается 
пример 2.1 из раздела 2.2 и сравниваются результаты решений раз
ными способами). 

Треть• глава "Основная краевая задача типа Карлемана для _ 

метааналитических функuий" (состоящая из четырех разделов) по

священа исследованию задачи К 2,м. 

В разделе 3.1 дается точная постановка задачи и из..'1агаf:'тся мето
дика проведения исследования. 

В разделе 3.2 излагается вспомогательный материал. В нем по
дробно исследуется обобщенная краевая задача типа Кар.11.еманадля 

аналитических функuий, состоящая в отыскании всех аналитических 

Вт+ функций ф+(z) ПО краевому УСЛОВИЮ 

Ф+[о(t)] - G(t)Ф+(t) + j A(t, т)Ф+[а(т)]dт + j B(t, т)Ф+(т)dт = Q(t), 
L L 

(29) 
где o(t) - функuия сдвига, сохраняющая ориентаuию контура L и 
удовлетворяюшая условию Карлемана (5а), причем o(t) Е H(2>(L), 
o'(t) -:f:. О; A(t, т), B(t, т) - заданные ядра класса H.(L х L), а G(t), 
Q(t) - заданные на L функции класса H(L), удовлетворяющие уело-
в и ям 

G[o:(t)] · G(t) := 1 и G[o:(t)] · Q(t) + Q(o(t)] :=О. 

Суть метода исследования состоит в непосредственном сведении за

дачи (29) к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. При 
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этом существенную роль играют специальные интегральные пред

ставления для аналитических в области т+ функций, установленные 

в следующей лемме. 

Лемма 3.1. Пусть a(t) - прямой сдвиг, удовлетворяющий усло

вию (Ц); G(t) Е H(L) и удов.л.етворяет на контуре L условию 

G[a(t)] · G(t) :: 1; 

ф+(z) - функция, анаАити-ческа.я вт+ и удов.11.етворяюща.я ус.л.овию 

Ге.11.ьдера вт+ U L. Тогда, ес.л.и re = IпdG(t) <О, то функцию Ф+(.:-) 
можно представить в виде 

ф+( ) = _1_ J µ[а(т)] dт z Е т+' 
z 211"i L Х+[а(т)] Т - Z' 

где nАотность µ(t) Е H(L), удов.11.етворяет условию 

µ[a(t)J + µ(t) =О (30) 

и оnредеиется no заданной функции ф+(z) с точностью до выра
жения, динейно зависящего от lrel -1 действительных постоянных, 
а x+(z) - каноническая функция задачи типа Кар.11.емана 

Ф+[а(t)] = G(t)Ф+(t). 

Если же re = IпdG(t) ~О, то функцию Ф+(z) можно представить 
в виде 

где т = re/2, nАоmность µ(t) Е H(L), удовлетворяет условию (30) , 
о0 - действительная постоянная, а Oj (j = 1, 2, . . . , т) - некото

рые компдек1:1'ые посто..rмные, причем по заданной функции ф+(z) 

nАотность µ(t) и постоянные Oj (j =О, 1, . .. , т) опреде.А.Яются од
нозначно. 

Раздел 3.3 посвящен исследованию задачи к~.м в случае произ
вольных односвязных областей. Основной результат этого раздела 
содержится в следующей теореме. 

Теорема 3.3. Ес.t.и хот.я бы при одном значении параметра k (k = 
=О, 1) и t Е L имеем Gt[a(t)]Gt(t) = 1, но Gt[o(t)]gt(t) + Yt[o(t)j f О . 
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то зада-ча К2,м неразрешима. Ее.ли же G1:[a(t)]G1:(t) # 1, k = О, 1, 
то решение заоа-чи К2,М сводите.я к пос.ледовате.льному решению 

двух зада-ч об ана.лuти-чееком продо.лжениu отноеuте.льно ана.лити

-ческих компонент искомой метаана.лити-чеекой функции. Наконец . 

ее.ли Gt[a(t)]G1:(t) = 1 и Gt[a(t)]g,c(t) + Yt[a(t)] = О , то решение за
да-чи К2,м сводите.я к nос.ледовате.льному решению обобщенной за
да-чи типа К ар.лемана отноеите.льно ана.лити-чеекой функции <pf {;;) 
и обы-чной зада-чи типа Кар.лемана отноеите.льно ана.лити-ческой 

функции fPd ( z), гое fPd ( z), <pt ( z) - ана.лити-чеекие компоненты ис
комой метаана.лити-ческой функции. 

В разделе 3.4. содержатся результаты исследования задачи К2 .м 
в случае круга и дробно-линейного сдвига контура. При исследо

вании используется тот же подход, что и в разделе 2.2 при реше
нии задачи Н2,м для единичного круга, т.е. с помоIЦЬю уравнения 
Шварца для контура L решение задачи К2,м сводится к решению 
двух обычных задач типа Карлемана для аналитических функций с 

дробно-линейным сдвигом контура и, следовательно, в данном слу

чае решение исходной задачи К2 ,м получается в замкнутой форме (в 

квадратурах). Далее устанавливается полная картина разрешимости 

задачи К2 ,м в рассматриваемом случае в зависимости от значений 

reo = IndGo(t) и re1 = IndG 1(t) (теорема 3.4) . 

Полученные результаты проиллюстрированы на конкретном при
мере. 

В заключении сформулированы основные результаты, выноси
мые на защиту. 

1. Разработка методов решения краевых задач Н2,м и К2.м в слу
чае произвольных односвязных областей с гладкими границами. 

2. У становление необходимых и достаточных условий разрешимо
сти и нетеровости задачи Н2 ,м. 

3. Решение краевой задачи Н2,м в случае круга сведением к двум 
задачам типа Газемана для аналитических функций. 

4. Решение в замкнутой форме (в крадратурах) задачи К2.м в слу
чае единичного круга и дробно-линейного сдвига контура. 
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