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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îñíîâû áåçìîìåíòíîé (ìåìáðàííîé) òåîðèè
òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê áûëè çàëîæåíû â ïåðâîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ â êëàññè÷åñêîì ñî÷èíåíèè À. Ëÿâà1, ãäå íàðÿäó ñ âîïðîñàìè
áåçìîìåíòíîé òåîðèè ðàññìîòðåíû òàêæå âîïðîñû áåñêîíå÷íî ìàëûõ
èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé. Â äàëüíåéøåì îáùèå è ñïåöèàëüíûå çàäà÷è
ìåìáðàííîé òåîðèè îáîëî÷åê, à òàêæå åå ñâÿçè ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè
èçãèáàíèÿìè ïîâåðõíîñòåé ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Â. Ç. Âëàñîâà,
À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà, Â.Â. Íîâîæèëîâà, Þ.Í. Ðàáîòíîâà. Îáùèå ìå-
òîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ðàçâèòûå ãëàâíûì îá-
ðàçîì â ðàáîòàõ Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, íà÷àëè ïðèìåíÿòüñÿ â òåîðèè
îáîëî÷åê âî âòîðîé ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà. Â ðàáîòàõ È.Í. Âåêóà
ýòè ìåòîäû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ îá-
ùåé òåîðèè òîíêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê. Â ðàáîòå À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà2

ðàññìîòðåíû çàäà÷è áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãî ðàâíîâåñèÿ ñôåðè÷å-
ñêèõ îáîëî÷åê ñ êðàåì, ãäå ïîä êðàåì îáîëî÷êè ïîíèìàåòñÿ ãðàíèöà åå
ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ êðàÿ çàäàþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå ñòàòè÷åñêèå óñëîâèÿ (âïîñëåäñòâèè íàçâàííûå È.Í. Âå-
êóà ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè), à ïîãðàíè÷íûå òî÷êè òàêèõ
ó÷àñòêîâ ïîëàãàþòñÿ óãëîâûìè òî÷êàìè ãðàíèöû. Òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííûì ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñòåðæíåâûõ
ñèñòåì, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ñòàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé. Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå â ïîñòðîåíèè ìåìáðàííîé òåîðèè ñâÿ-
çàíî ñ îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòîé È.Í. Âåêóà3, â êîòîðîé ñîçäàí îáùèé
ìåòîä èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ çàäà÷ áåçìîìåíòíîé òåîðèè âûïóêëûõ îáîëî-
÷åê. Îñíîâó ýòîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿþò ðàçðàáîòàííàÿ â óêàçàííîé ðàáîòå
òåîðèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè (îáîáùåííûõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé) ñ ïîñëåäóþùèì àíàëèçîì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ
ìåìáðàííîé òåîðèè è ñòàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îïðåäåëÿþùèì
çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî áåçìîìåíòíîå íàïðÿæåííîå ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðè òåõ èëè èíûõ ñòàòè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ íåêîòîðîé îáîáùåííîé àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè (êîìïëåêñíîé ôóíêöèè íàïðÿæåíèÿ). Ýòîò ìåòîä

1Ëÿâ À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè. � Ì.: ÎÍÒÈ, 1935.
2Ãîëüäåíâåéçåð À.Ë. Î ïðèìåíåíèè ðåøåíèé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ê ðàñ÷åòó áåçìîìåíòíûõ

îáîëî÷åê // Ïðèêë. ìàòåì. è ìåõ. � 1951. � Ò.XV, � 2. � Ñ. 149�166.
3Âåêóà È.Í. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà è

ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ê òåîðèè îáîëî÷åê // Ìàòåì. ñá. � 1952. � Ò. 31, � 2. � Ñ. 217�314.
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íàøåë ñâîå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè È.Í. Âåêóà
¾Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè¿, â êîòîðîé àïïàðàò òåîðèè îáîá-
ùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðèìåíåí ïðåæäå âñåãî äëÿ ïîñòàíîâêè
è ðåøåíèÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ
èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû è çàäàííî-
ãî êëàññà ðåãóëÿðíîñòè. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå:

(à) çàäà÷à îá îòûñêàíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòè
ñ çàäàííîé âàðèàöèåé íîðìàëüíîé êðèâèçíû ëèáî ãåîäåçè÷åñêîãî êðó-
÷åíèÿ â íàïðàâëåíèè êðàÿ;

(á) çàäà÷à îá îòûñêàíèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèÿ, ñîâìåñòèìûõ
ñ óñëîâèåì îðòîãîíàëüíîé âòóëî÷íîé ñâÿçè.

Ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ çàäà÷àìè ìåáðàí-
íîé òåîðèè, òàê êàê â ñëó÷àå âûïóêëîé îáîëî÷êè ôèçè÷åñêàÿ êðàåâàÿ
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òàíãåíöèàëüíîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé åñòü ñòàòè÷å-
ñêèé àíàëîã çàäà÷è (à), à êèíåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè ïîëÿ
ñìåùåíèÿ (èëè çàäà÷à î äåôîðìàöèîííîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êè) è çàäà-
÷à (á) ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê íåîäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé çàäà÷àì
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì
çàäà÷è (à) è (á), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôèçè÷åñêàÿ è êèíåìà-
òè÷åñêàÿ çàäà÷è ìåìáðàííîé òåîðèè ïðèâîäÿò ê âçàèìíî ñîïðÿæåííûì
êðàåâûì çàäà÷àì òåîðèè îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÷òî ñó-
ùåñòâåííî îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷.
Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèé çàäà÷ (à) è (á)
äàíî îïèñàíèå ìåõàíèçìà ðåàëèçàöèè ñòàòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïðè ïîìîùè îðòîãîíàëüíîé âòóëî÷íîé ñâÿçè. Ðàçðàáîòàííàÿ È.Í. Âå-
êóà òåîðèÿ çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ ãåëüäåðîâûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, à òàêæå
ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (à) è (á) äëÿ ïîâåðõíîñòåé êëàññà ðå-
ãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2, ñ C1,λ-ãëàäêîé (0 < λ < 1) ãðàíèöåé ñîñòàâëÿþò
ìàòåìàòè÷åñêóþ ÷àñòü ìåìáðàííîé òåîðèè âûïóêëûõ îáîëî÷åê. Ñîçäà-
íèå ýòîé òåîðèè áûëî çàâåðøåíî È.Í. Âåêóà â ìîíîãðàôèè ¾Íåêîòî-
ðûå îáùèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåîðèè îáîëî÷åê¿4

(ãë. III�V), â êîòîðîé îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è ìåìáðàííîé òåîðèè
âûïóêëûõ îáîëî÷åê ñ ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ óêàçàííîãî êëàññà ðåãó-
ëÿðíîñòè è ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ðåäóöèðóþòñÿ ê òîé èëè
èíîé çàäà÷å Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé. Ïðè ýòîì êàæäîìó èç îñíîâíûõ ñòàòè÷åñêèõ óñëîâèé, çàäàííîìó íà
ãëàäêîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè (èëè íà ãëàäêîé ãðàíèöå åå ñåðå-

4Âåêóà È.Í. Íåêîòîðûå îáùèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ òåîðèè îáîëî÷åê. �
Ì., 1982. � 288 ñ.
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äèííîé ïîâåðõíîñòè) ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ãåëüäå-
ðîâûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Îäíàêî ïîñòàâëåííàÿ ðàíåå
È.Í. Âåêóà çàäà÷à î ðåàëèçàöèè áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ïðè çàäàííîì ñìåøàííîì ãðàíè÷íîì
óñëîâèè óæå íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè òåîðèè çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà
ñ ãåëüäåðîâûì êîýôôèöèåíòîì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå îòìå÷å-
íî â óêàçàííîé ðàáîòå, õîòÿ èç ïîëó÷åííûõ òàì æå ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ìû èìå-
åì çàäà÷ó Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ äàæå â ñëó÷àå ãëàäêîñòè ãðàíèöû ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.
Áîëåå òîãî, åñëè ãðàíèöà ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ
êðèâàÿ (ò. å. áîêîâûå ïîâåðõíîñòè îáîëî÷åê � êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõ-
íîñòè ñ ðåáðàìè), à âèä ñòàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç óãëîâûå òî÷êè íå ìåíÿåòñÿ, òî ìû òàêæå èìååì äåëî ñ ðàçðûâíîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷åé Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïèñàíèå
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà, äàííîå À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðîì5,
íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû Í.È. Ìóñõåëè-
øâèëè è äàòü òî÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè î ðàçðåøèìîñòè
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Îäíàêî ýòî íå óìàëÿåò çíà÷åíèå ðàíåå óïîìÿíó-
òîé ðàáîòû À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà, â êîòîðîé âïåðâûå óñòàíîâëåíà ñâÿçü
ìåæäó çàäà÷àìè áåçìîìåíòíîé òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ êóïîëîâ è çàäà÷åé
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ðàçðûâíûì êîýôôè-
öèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, à òàêæå ââåäåí òåðìèí ¾êîíöåíòðàöèÿ íà-
ïðÿæåíèé¿ äëÿ ìåõàíè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ðåøåíèé, íåîãðàíè÷åííûõ
â òî÷êàõ ðàçðûâà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

Ìåòîäû È.Í. Âåêóà6 ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Ñ.Á. Êëèìåíòîâà7, Â. Ò. Ôîìåíêî8 ïî òåîðèè íåïðåðûâíûõ èçãèáàíèé
ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû ñ ãëàäêèì êðàåì êëàñ-
ñà ðåãóëÿðíîñòè C1,λ, 0 < λ < 1, îäíàêî çäåñü óæå ïðèõîäèòñÿ èìåòü
äåëî ñ íåëèíåéíîé çàäà÷åé Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ãåëüäåðîâûì êîýôôè-
öèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè.

Ðàçðàáîòàííûå È.Í. Âåêóà ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò äàòü ðåøåíèå ñìå-
øàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, ïîñòàâëåííîé äëÿ îáîëî÷êè ñ ãëàäêîé áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ñëó÷àå æå îáîëî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè áîêîâûìè

5Ãîëüäåíâåéçåð À.Ë. Òåîðèÿ óïðóãèõ òîíêèõ îáîëî÷åê. � Ì.: Íàóêà, 1976. Ñ. 257.
6Âåêóà È.Í. Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. � Ì.: Ôèçìàòãèç, 1959. � 512 ñ.
7Êëèìåíòîâ Ñ.Á. Èçãèáàíèÿ ëîêàëüíî-âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû: äèñ.

. . . äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê. � Íîâîñèáèðñê, 1987. � 285 ñ.
8Ôîìåíêî Â.Ò. Îá èçãèáàíèè è îäíîçíà÷íîé îïðåäåëåííîñòè ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé êðè-

âèçíû ñ êðàåì // Ìàòåì. ñá. � 1965. � Ò. 66 (108). � Ñ. 127�144.
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ïîâåðõíîñòÿìè ðåøåíèå êàê îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷, òàê è çàäà÷ ñî
ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òàêæå íåâîçìîæíî áåç äàëüíåéøå-
ãî ðàçâèòèÿ ýòèõ ìåòîäîâ. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î çàäà÷àõ (à) è (á)
òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóñ-
ñîâîé êðèâèçíû ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì (êîòîðûå ìû íàçûâàåì ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè àíàëîãàìè îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé òåîðèè), à
òàêæå íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé.

Âñå ýòî äåëàåò àêòóàëüíûìè ñëåäóþùèå çàäà÷è.
1) Ðàçâèòèå ìåòîäîâ È.Í. Âåêóà, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü ïîëíóþ

êàðòèíó ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì êîýôôè-
öèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
â îáëàñòÿõ ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé.

2) Èñïîëüçîâàíèå èõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåìáðàííîé òåîðèè âûïóêëûõ
îáîëî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè, à òàêæå ðåøå-
íèå ãåîìåòðè÷åñêèõ àíàëîãîâ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ýòîé òåîðèè,
ê êîòîðûì ñëåäóåò îòíåñòè ïðåæäå âñåãî çàäà÷è (à) è (á) äëÿ ïîâåðõíî-
ñòåé óêàçàííîãî êëàññà ðåãóëÿðíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì.

3) Îòûñêàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è òèïà Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè, à òàêæå ñõîä-
íûõ ñ íåé çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Öåëü ðàáîòû. Öåëü ðàáîòû � èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è 1) äëÿ
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, à òàêæå ðàçðåøèìîñòü ñâÿçàííûõ ñ íåé çàäà÷ (à)
è (á) äëÿ îäíîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé çàäàííîãî êëàññà ðåãóëÿðíîñòè; íà
îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è 2) èññëåäîâàòü
îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è ìåìáðàííîé òåîðèè âûïóêëûõ îáîëî÷åê, ñå-
ðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòüþ óêà-
çàííîãî êëàññà ðåãóëÿðíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì; èçó÷èòü ñìåøàí-
íûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ òàêèõ îáîëî÷åê, ïîñòàâëåííûå È.Í. Âåêóà è
À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðîì, à òàêæå äàòü ðåøåíèå áîëåå îáùåé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è, ïîñòàíîâêà êîòîðîé ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó ñîñòîÿíèÿ íàïðÿæåí-
íîãî ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè ñ ðåáðèñòîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ; ïîëó÷èòü
ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè çàäà÷ âèäà 3).

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåð-
òàöèè âîïðîñîâ ïðîâîäèòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè îáîáùåííûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèñ-
ñåðòàöèè äàíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåí-
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íîé àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè ñ êóñî÷íî-ãåëüäåðîâûì
êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, äîïóñêàþùèì êîíå÷íîå ÷èñëî òî-
÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, ïðè÷åì â ñëó÷àå áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìî-
ñòè ðåøåíèå íàéäåíî â ðåçîëüâåíòíîé ôîðìå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ âèäà (à) è (á) òåîðèè áåñêîíå÷-
íî ìàëûõ èçãèáàíèé îäíîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóññî-
âîé êðèâèçíû. Ïðè ýòîì ïðåäëàãàåòñÿ åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå êëàññà
íåïðåðûâíûõ áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé â ðàìêàõ çàäà÷è îá îòûñêà-
íèè âñåõ á.ì. èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòè êëàññà ðåãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2,
ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì, ñîâìåñòèìûõ ñ îäíèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
âèäà (à), à òàêæå ñî ñìåøàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ íà-
ïðàâëåíèåì äóã ãðàíèöû â óãëîâûõ òî÷êàõ. Âûäåëåí êëàññ çàäà÷ òåî-
ðèè á.ì. èçãèáàíèé ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà (à) è
(á), êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàïðàâëåíèåì äóã
ãðàíèöû â óãëîâûõ òî÷êàõ, òàê è êîôèãóðàöèåé òåõ äóã, âäîëü êîòîðûõ
çàäàíî êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîé âòóëî÷íîé ñâÿçè äëÿ âåê-
òîðà ñìåùåíèÿ. Çàäà÷ó óêàçàííîãî âèäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå êàê ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé
òåîðèè, îòíåñåííûõ È.Í.Âåêóà ê çàäà÷àì ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Ñèíüî-
ðèíè.

Ðàçðàáîòàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàí-
íîé òåîðèè îáîëî÷åê ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ ïîëîæèòåëüíîé ãàóññî-
âîé êðèâèçíû êëàññà ðåãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2, è êóñî÷íî-ãëàäêèì êðà-
åì, ñîñòîÿùèì èç äóã êëàññà ðåãóëÿðíîñòè C1,λ, 0 < λ < 1, à òàêæå äàíî
ðåøåíèå ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è â ðàñøèðåííîé ïîñòàíîâêå. Ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèå ñìåøàííîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è È.Í. Âåêóà äëÿ îáîëî÷êè, ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü êî-
òîðîé åñòü îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü óêàçàííîãî êëàññà ñ ãëàäêèì êðàåì
êëàññà ðåãóëÿðíîñòè C1,λ, 0 < λ < 1. Íàéäåíû ãåîìåòðè÷åñêèå êðè-
òåðèè áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè òàêèõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ êëàññàõ
ðåøåíèé, à òàêæå â ïîäõîäÿùèõ êëàññàõ, äîïóñêàþùèõ êîíöåíòðàöèþ
íàïðÿæåíèé â óãëîâûõ òî÷êàõ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè êàæäîé èç òà-
êèõ çàäà÷ ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ðåøåíèå, çàâè-
ñèò òîëüêî îò íàïðàâëåíèÿ äóã ãðàíèöû, ñõîäÿùèõñÿ â óãëîâûõ òî÷êàõ,
è íå çàâèñèò îò êîíôèãóðàöèè ýòèõ äóã.

Â äèññåðòàöèè äàåòñÿ ðåøåíèå íîâîé ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è î ðå-
àëèçàöèè áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè ïðè âûïîë-
íåíèè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ îáùåãî âèäà, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ âñå ðàñ-
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ñìîòðåííûå äî ýòîãî ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Åå ïîñòàíîâêà
ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè äàòü ïðîçðà÷íóþ ãåî-
ìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåøåíèé, íåîãðàíè÷åííûõ â óãëîâûõ òî÷-
êàõ ãðàíèöû, à òàêæå ¾ñðàâíèâàòü¿ ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ íàïðÿæåííîãî
ðàâíîâåñèÿ ïî ÷èñëó ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ.

Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè ðÿäà íåëèíåéíûõ
çàäà÷ òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé íà ïëîñêî-
ñòè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè èçîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé è íåïðåðûâíûõ èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé
êðèâèçíû ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä èññëåäî-
âàíèÿ ñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à èìåííî:
íåëèíåéíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì ñäâèãîì è íåëè-
íåéíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ ðàçðûâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîñòîâåðíû,
÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû è ïîëó÷åííûå ðå-
çóëüòàòû ñîçäàþò îñíîâó äëÿ èõ ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ â çàäà÷àõ
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè, èìåþùèõ îòíîøåíèé ê òåî-
ðèè èçãèáàíèé è òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà
Ñåäüìîé Âñåñîþçíîé êîíôåðåíöèè ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ãåî-

ìåòðèè (Ìèíñê, 1979);
Óêðàèíñêîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè ¾â öåëîì¿ (Ñèìôåðîïîëü,

1980);
Âñåñîþçíîé øêîëå ¾Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Ãåîìåòðèÿ è àíàëèç¿

(Êåìåðîâî, 1986);
Âñåñîþçíîì ñîâåùàíèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåî-

ìåòðèè, ïîñâÿùåííîì 80-ëåòèþ Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 1990);
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè ¾â öåëîì¿ (×åðêàññû,

Óêðàèíà, 1995);
Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå�ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè

Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 1998);
×åòâåðòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè

(×åðêàññû, Óêðàèíà, 2001);
Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå�ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè

Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2002);
Ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ïà-

ìÿòè À.Â. Ïîãîðåëîâà (×åðêàññû, Óêðàèíà, 2003);
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Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå�ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè
Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2004);

Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå�ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè
Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2006);

Ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè
(×åðêàññû, Óêðàèíà, 2007);

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîìïëåêñíûé
àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Âîëãîäîíñê, 2007);

Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå�ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìÿòè
Í.Â. Åôèìîâà (Àáðàó-Äþðñî, 2008);

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Âåêóà-100¿ (Íîâîñèáèðñê, 2008);
Ñåäüìîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæ-

íûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿ (Âëàäèêàâêàç, 2010);
×åòûðíàäöàòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëå-

ìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, Àçîâ, 2010);
Äåâÿòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ, êîì-

ïëåêñíûé àíàëèç è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Âîëãîäîíñê, 2011);
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè

è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãè-
ÿõ¿ (Õàðüêîâ, Óêðàèíà, 2011);

Äâàäöàòîé ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðè-
êëàäíûå çàäà÷è ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè¿ (Ñåâàñòîïîëü, Óêðàèíà, 2012);

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû
òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà-II¿ (Ðîñòîâ-íà-Äîíó,2013);

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû è ïðîáëåìû
òåîðèè îïåðàòîðîâ è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèÿ-III¿
(Ðîñòîâ-íà-Äîíó, 2013);

à òàêæå íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ:
íàó÷íûé ñåìèíàð ÌÃÓ ïî ãåîìåòðèè â öåëîì (1976, ðóê. ïðîô. Í.Â.

Åôèìîâ, ïðîô. Ý. Ã. Ïîçíÿê);
íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÐÃÓ

(1976, ðóê. ïðîô. Â.Ñ. Ðîãîæèí);
íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ãåîìåòðèè Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî óíè-

âåðñèòåòà (1990�2012, ðóê. ïðîô. Ñ.Á. Êëèìåíòîâ);
íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû òåîðèè óïðóãîñòè Þæíîãî ôåäåðàëüíîãî

óíèâåðñèòåòà (2008, ðóê. ïðîô. À.Î. Âàòóëüÿí);
íàó÷íûé ñåìèíàð ïî íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åêÞæíîãî ôåäåðàëü-

íîãî óíèâåðñèòåòà (2010, ðóê. ïðîô. Ë.Ì. Çóáîâ).
Ïóáëèêàöèè. Ïî ðåçóëüòàòàì äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî

29 ðàáîò, èç íèõ 15 ðàáîò ([1]�[15]) â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü
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âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ è èçäàíèé, âûïóñêàåìûõ â Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè, óòâåðæäåííûé ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-
ðåõ ãëàâ (16 ïàðàãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçáèò íà ïóíêòû è èìååò
ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ). Îáúåì äèññåðòàöèè � 240 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ ñïè-
ñîê ëèòåðàòóðû èç 90 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå. Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáùóþ õàðàêòåðèñòèêó
ðàáîòû è îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íóìåðàöèÿ òåîðåì è ëåìì, ôîðìóëèðóåìûõ â ðåôåðàòå, íå çàâèñèò
îò ïðèíÿòîé â äèññåðòàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå (�� 1�3) äàíî ðåøåíèå âàæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè-
ëîæåíèé êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèé ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì
â ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé çàðîæäàëàñü â òðóäàõ Á. Ðèìàíà, Ä. Ãèëüáåðòà. Â îò-
äåëüíóþ òåîðèþ îíà îôîðìèëàñü â 20-ì âåêå â òðóäàõ È.È. Ïðèâàëîâà,
Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, È.Í. Âåêóà, Ô.Ä. Ãàõîâà è äð. Ñ èñ÷åðïûâàþùåé
ïîëíîòîé èçëîæåíèå òåîðèè ïîÿâèëîñü â 1946 ã. â ìîíîãðàôèè Í.È. Ìó-
ñõåëèøâèëè ¾Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, â êîòîðîé âïåð-
âûå áûëî äàíî ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ñ ãåëüäåðîâûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, äîïóñêà-
þùèì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà íà ãðàíèöå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè,
ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ äëÿ êóñî÷íî-
àíàëèòè÷åñêîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè. Òàì æå ññûëêîé íà
óêàçàííóþ âûøå ðàáîòó À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà îòìå÷åíà âàæíîñòü ýòîé
çàäà÷è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ê áåçìîìåíòíîé òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ
îáîëî÷åê. Âïîñëåäñòâèè â ðàáîòå Ë. Ã. Ìèõàéëîâà9 ðåçóëüòàòû Í.È. Ìó-
ñõåëèøâèëè ïî òåîðèè çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ ðàçðûâíûì êî-
ýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áûëè ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé ýëëèïòè-
÷åñêîé âî âñåé ïëîñêîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (îáîáùåí-
íîé àíàëèòè÷åñêîé ïî È.Í. Âåêóà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè).
Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î òîì, âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü êàðòè-
íó ðàçðåøèìîñòè ðàçðûâíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííîé
àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèè, ïåðåõîäÿ ê çàäà÷å ñî-
ïðÿæåíèÿ äëÿ íåêîòîðîé îáîáùåííîé àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé ïëîñêîñòè
ôóíêöèè, â ðàáîòå Ë. Ã. Ìèõàéëîâà íå ñòàâèëñÿ. Ýòîò âîïðîñ ïîñòàâëåí
àâòîðîì â ðàáîòå [1], â êîòîðîé äàíî ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà�

9Ìèõàéëîâ Ë. Ã. Êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà è íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ // Ó÷åíûå çàïèñêè. Òð.
ôèç.-ìàò. ô-òà Òàäæ. ãîñ. óí-òà. � 1957. � Ò. 10. � Ñ. 32�79.
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Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ îáîá-
ùåííîé àíàëèòè÷åñêîé â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèè. Èçëîæåíèå ðåçóëü-
òàòîâ ýòîé ðàáîòû ïðèâîäèòñÿ â � 1 ïåðâîé ãëàâû.

Â ï. 1.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: â åäèíè÷íîì êðóãå
D êîìïëåêñíîé z-ïëîñêîñòè E íàéòè êîìïëåêñíîçíà÷íîå ðåøåíèå w(z)
óðàâíåíèÿ

∂zw = B(z)w(z), (1)

óäîâëåòâîðÿþùåå íà ∂D = L ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

Re{λ(t)w(t)} = γ(t), (2)

ãäå B(z) ∈ Lp(D̄), p > 2, λ(t), γ(t) � çàäàííûå íà L ôóíêöèè êëàññà
H0 (ñì. [2]) ïðè óçëàõ c1, . . . , cn, ïðè÷åì |λ(t)| 6= 0 íà L, âêëþ÷àÿ è
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ λ(ci±0) â òî÷êàõ ðàçðûâà c1, . . . , cn. Îòûñêèâàþòñÿ
W 1,p-ðåãóëÿðíûå â îáëàñòè D ðåøåíèÿ w(z), íåïðåðûâíî-ïðîäîëæèìûå
íà ãðàíèöó L, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ðàçðûâà c1, . . . , cn, â îêðåñòíîñòè
êîòîðûõ èìåþò ìåñòî îöåíêè

|w(z)| < const

|z − cj|αj
, 0 6 αj < 1. (3)

Â ï. 1.2 ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íà âñåé z-ïëîñ-
êîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

∂zw = B̂(z)w, (4)

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ñîïðÿæåíèÿ

w+(t) = Λ(t)w−(t) + ω(t), t ∈ L, (5)

B̂(z) =


B(z), |z| < 1,

− 1

z̄2
B

(
1

z̄

)
, |z| > 1.

Λ(t) = −λ(t)

λ̄(t)
, ω(t) =

2γ(t)

λ(t)
.

Îñîáåííûé (ïî Í.È. Ìóñõåëèøâèëè) óçåë cj (1 6 j 6 n) ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ (5) åñòü îñîáåííûé óçåë ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2), à ðåøåíèå
êëàññà h(ci1, . . . , ciq) çàäà÷è (4), (5) çàäàåò ðåøåíèå òîãî æå êëàññà çàäà-
÷è (1), (2). Èíäåêñ κ â êëàññå h(ci1, . . . , ciq) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5) ìû
íàçûâàåì èíäåêñîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2). Äîêàçûâàåòñÿ
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Òåîðåìà 1. Ïðè κ > 0 îäíîðîäíàÿ (γ(t) ≡ 0) çàäà÷à ( 1)�( 2) èìååò ðîâ-
íî κ + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé äàííîãî êëàññà h(c1, c2, . . . , cq);
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåøåíèé äàåòñÿ ôîðìóëîé

W (z) = X(z)
2κ+1∑
k=0

AkSk(z),

ãäå X(z) � êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è ( 4), ( 5); Sk(z) � îáîáùåííûå
àíàëîãè ñòåïåíåé óðàâíåíèÿ ( 4); A0, A1, . . . , A2κ+1 � âåùåñòâåííûå
ïîñòîÿííûå, ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿì

A2kak − A2k+1b
(i)
k = A2κ−2k, A2kbk + A2k+1a

(i)
k = −A2κ−2k+1,

k = 0, 1, . . . ,κ,
â êîòîðûõ ïàðû (ak, bk) è (a

(i)
k , b

(i)
k ) (i2 = −1) âåùåñòâåííûõ êîí-

ñòàíò âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ îáîáùåííûìè êîíñòàíòàìè óðàâíåíèé
∂zw = Fk(z)w è ∂zw = −Fk(z)w ñîîòâåòñòâåííî, ãäå

Fk(z) = B̂(z)
z̄kX̄(z)

zkX(z)
(k = 0, 1, . . . ,κ), Fk ∈ Lp,2(E),

ïðè κ < 0 îäíîðîäíàÿ çàäà÷à ( 1), ( 2) íå èìååò ðåøåíèé äàííîãî êëàñ-
ñà, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Ïðè κ > −1 íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà
â äàííîì êëàññå h(ci1, ci2, . . . , ciq) ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè γ; â ÷àñò-
íîñòè, ïðè κ = −1 îíà ðàçðåøèìà îäíîçíà÷íî; ïðè κ 6 −2 çàäà÷à
èìååò (åäèíñòâåííîå) ðåøåíèå äàííîãî êëàññà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè:∫

L

tkγ(t)

λ(t)X+(t)
e−ω(t) dt = 0, k = 0, 1, . . . ,−κ − 1,

ãäå ôóíêöèÿ ω(t) ñòðîèòñÿ ïî óðàâíåíèþ ( 4).

Â ï. 1.2 ïîñòàâëåíà çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì äëÿ îáîáùåííîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, äàíî ïîíÿòèå èíäåêñà ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ â êëàññàõ h(ci1, . . . , cim) Í.È. Ìóñõåëèøâèëè (1 6 ik 6 n;
c1, . . . , cn � óãëîâûå òî÷êè ãðàíèöû), à çàòåì óêàçàííàÿ çàäà÷à ñ ïî-
ìîùüþ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ íà åäèíè÷íûé êðóã ñâîäèòñÿ ê ðàñ-
ñìîòðåííîé ðàíåå. Ïîëó÷åííûå ðàíåå Ñ.Í. Àíòîíöåâûì è Â.Í. Ìî-
íàõîâûì10 ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ðàçðûâíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è

10Àíòîíöåâ Ñ.Í., Ìîíàõîâ Â.Í. Êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1967. �
Ò. 175, � 3. � Ñ. 511�513.
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Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ êâàçèëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû íà ïëîñ-
êîñòè â ñèëó ñïåöèôèêè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé íå ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðûâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé
òåîðèè è èõ ãåîìåòðè÷åñêèõ àíàëîãîâ. Îáçîð äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ
ïî òåîðèè ðàçðûâíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ êóñî÷íî-ãåëüäåðîâûì
êîýôôèöèåíòîì äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ñìåøàííîãî òè-
ïîâ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè è èõ ïðèëîæåíèé äàåòñÿ â ìîíî-
ãðàôèè Guo-Chun Wen11, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëíàÿ áèá-
ëèîãðàôèÿ. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â óêàçàííîé ìîíîãðàôèè àâ-
òîð (Guo-Chun Wen) èñïîëüçóåò ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ðàçðûâíîé
çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé ñî ññûëêîé íà ñâîè ðàáîòû,
îïóáëèêîâàííûå â 1980�1985 ã.ã., ò. å. ÷åðåç øåñòü ëåò ïîñëå ïóáëèêàöèè
ðàáîò àâòîðà [1], [2].

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ (�� 2, 3) ãëàâû 1 ïîñòðîåíà ñïåöèàëüíàÿ
òåõíèêà íàõîæäåíèÿ èíäåêñà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà,
âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòàíîâêå îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé
òåîðèè. Ñ ýòîé öåëüþ êîýôôèöèåíò λ(ζ) çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ çàäàåòñÿ â âèäå
λ(ζ) = α(ζ)β(ζ) (ζ ∈ Γ), ãäå α(ζ) = α1(ζ) + iα2(ζ), β(ζ) = β1(ζ) + iβ2(ζ),
αk(ζ), βk(ζ) (k = 1, 2) � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè àðãóìåíòà ζ, èìå-
þùèå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ ζj (j = 1, . . . , n) êîíòóðà Γ. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèé α(ζ), β(ζ)
â êàæäîé èç òî÷åê ζj ñâÿçàíû íåêîòîðûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Èíòåðåñ ê
äàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ âûçâàí ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè:

áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàìêàõ ìåìáðàííîé òåîðèè ãðàíè÷-
íûõ çàäà÷ äëÿ îáîëî÷êè ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé åå ñåðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ êîýôôèöèåíòîì óêà-
çàííîãî âèäà;

âûáîð ñïåöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè
ôóíêöèé αk(ζ), βk(ζ) (k = 1, 2) â òî÷êàõ ðàçðûâà ïîçâîëÿåò, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ¾ïðèñïîñîáèòü¿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å,
à ñ äðóãîé � ïîëó÷àòü ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà
è, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1, çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé òåîðèè îáîëî÷åê è èõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ àíàëîãîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ââîäèìûõ íèæå ñîîòíîøåíèé ìåæäó îäíîñòîðîííè-
ìè ïðåäåëàìè ôóíêöèé α(ζ), β(ζ) â òî÷êàõ ðàçðûâà óäîáíî èñïîëü-

11Guo-Chun Wen. Elliptic, hyperbolic and mixed complex equations with parabolic degeneracy //
Peking Univ. � Series in Math. � 2008. � Vol. 4. � 427 p.
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çîâàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ~s(ζ) = {α1(ζ), α2(ζ)},
~t(ζ) = {β1(ζ), β2(ζ)}, çàäàííûå íà Γ êîýôôèöèåíòîì λ(ζ) = α(ζ)β(ζ).
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò çàìåíèòü îïèñàíèå òðóäíîîáîçðèìûõ ñîîòíî-
øåíèé ôîðìóëèðîâêîé ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòèõ ïîëåé. Îòìåòèì
òàêæå, ÷òî âñå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà ïîëåé ~s(ζ), ~t(ζ) íà Γ âïîëíå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè âåêòîðíûõ ïîëåé íà ãðàíèöå íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè,
ïîðîæäåííûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè÷íîé çàäà÷åé ìåìáðàííîé òåîðèè.
Îïèñàíèå ñâîéñòâ ýòèõ ïîëåé äàåòñÿ â ï. 2.1. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäèòñÿ â
ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé L(Γ),
ñîäåðæàùåå óêàçàííûå âåêòîðíûå ïîëÿ ~s(ζ), ~t(ζ) äëÿ ëþáîé èç çàäà÷
ìåìáðàííîé òåîðèè. Ìíîæåñòâî L(Γ) ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
êëàññû Lr,qα,β(Γ), ãäå ζi1, . . . , ζir � ïðîèçâîëüíî îòìå÷åííûå òî÷êè (1 6
is 6 n, 1 6 s 6 n), ζk1, . . . , ζkq � îñòàâøèåñÿ òî÷êè èç ÷èñëà ζ1, . . . , ζn
(r + q = n), α = (i1, . . . , ir), β = (k1, . . . , kq) � âûáîðêè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èíäåêñîâ. Äàëåå äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé µ(ζ),
τ(ζ) (ζ ∈ Γ), òàêèõ, ÷òî ~µ(ζ) = {Reµ, Imµ}, ~τ(ζ) = {Re τ, Im τ} ∈ L(Γ),
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ïàðû (µ(ζ), τ(ζ)) è ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðà-
íè÷íàÿ çàäà÷à âèäà (1), (2) ñ êîýôôèöèåíòîì λ(ζ), îïðåäåëåííûì íà Γ
ïàðîé (µ(ζ), τ(ζ)) è óñëîâèåì (çàäà÷à R): íà êàæäîé èç äóã Γ âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç ðàâåíñòâ: λ(ζ) = µ(ζ)τ(ζ), λ(ζ) = [µ(ζ)]2 (ζ ∈ Γ). Âûáîð
îäíîãî èç ðàâåíñòâ äëÿ êàæäîé èç äóã Γj ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî âñåõ óç-
ëîâ ζ1, . . . , ζn íà òðè êëàññà, à èìåííî: åñëè íà ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå ζj
äóãàõ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå (âòîðîå) ðàâåíñòâî, òî óçåë ζj íàçîâåì R(1)-
òî÷êîé (R(2)-òî÷êîé). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óçåë ζj åñòü R

(3)-òî÷êà (èëè
ñìåøàííàÿ òî÷êà). Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3 äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îïè-
ñàíèå (â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ïîëåé ~µ, ~τ ) îñîáåííûõ R(k)-òî÷åê, à íà åãî
îñíîâå � êëàññèôèêàöèÿ âñåõ (îñîáåííûõ è íåîñîáåííûõ) R(k)-òî÷åê, ïî
êîòîðîé êàæäóþ R(k)-òî÷êó ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç ÷åòûðåõ òèïîâ
äëÿ k = 1, 2, è îäíîìó èç ïÿòè òèïîâ äëÿ k = 3. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì
� 2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 2. Åñëè íîðìàëüíàÿ ïàðà (µ(ζ), τ(ζ)) çàäàåò âåêòîðíûå ïîëÿ
~s(ζ) = {Reµ(ζ), Imµ(ζ)}, ~τ(ζ) = {Re τ(ζ), Im τ(ζ)} îäíîãî è òîãî æå

êëàññà Lr,qα,β(Γ), N
(s)
k � ÷èñëî R(s)-òî÷åê k-ãî òèïà çàäà÷è R (1 6 k 6 4

äëÿ s = 1, 2; 1 6 k 6 5 äëÿ s = 3), òî èíäåêñ κ(R) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

κ(R) = −4 +
4∑

k=1

(2− k)(N
(1)
k +N

(2)
k ) +

1

2

5∑
k=1

(5− 2k)N
(3)
k . (6)
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ζi1, . . . , ζi` � ïðîèçâîëüíî îòìå÷åííûå óçëû, âêëþ÷à-
þùèå â ñåáÿ âñå îñîáåííûå óçëû ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, òî èíäåêñ κ(`)(R)
â êëàññå h(ζi1, . . . , ζi`) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

κ(`)(R) = n− `+ κ(R). (7)

Â � 3 ãëàâû 1 âû÷èñëÿåòñÿ èíäåêñ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

Re{ρ(ζ)`(ζ)w(ζ)} = γ(ζ), ζ ∈ Γ, (8)

â êîòîðîì ρ(ζ) = ρ1(ζ) + iρ2(ζ), `(ζ) = `1(ζ) + i`2(ζ) � êîìïëåêñíî-
çíà÷íûå ôóíêöèè íà Γ, ãåëüäåðîâû íà êàæäîé èç äóã Γj, äîïóñêàþùèå
ðàçðûâû 1-ãî ðîäà â óãëîâûõ òî÷êà ζj êîíòóðà Γ, |ρ(ζ)| = |`(ζ)| = 1, à

âåêòîðíûå ïîëÿ ~ρ(ζ) = {ρ1(ζ), ρ2(ζ)}, ~̀(ζ) = {`1(ζ), `2(ζ)} ïðèíàäëåæàò
êëàññó L(Γ) áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íîðìàëüíîñòè ïàðû (ρ(ζ), `(ζ))

è ïðèíàäëåæíîñòè ïîëåé ~ρ(ζ), ~̀(ζ) îäíîìó è òîìó æå êëàññó Lr,qα,β(Γ). Íå
íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû â òî÷êå
ζj îäíîãî èç óêàçàííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, íàïðèìåð, ~̀(ζ), ñîâïàäàþò ñ
îäíîñòîðîííèìè ïðåäåëàìè êàñàòåëüíîãî ê Γ âåêòîðà ~s(ζ).

Óñëîâèå (8) íàçîâåì êàíîíè÷åñêèì, åñëè `(ζ) ≡ s(ζ) = s1(ζ) + is2(ζ),
ãäå ~s(ζ) = {s1(ζ), s2(ζ)} � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé ê Γ â òî÷êå ζ âåê-
òîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
êðèâîé Γ. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷ó (8) íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé çàäà÷åé T .

Äëÿ îïèñàíèÿ òî÷åê ðàçðûâà êàíîíè÷åñêîé çàäà÷è T ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ïàðà âåêòîðîâ ~ν
(1)
j , ~ν

(2)
j , çàäàþùèõ âíóòðåííèé óãîë νj (0 < νj < 2)

â óãëîâîé òî÷êå ζj ãðàíèöû Γ, è ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êëàññèôè-
êàöèÿ óãëîâûõ òî÷åê ζj ãðàíèöû îáëàñòè D, à èìåííî: óãëîâàÿ òî÷êà ζj
åñòü òî÷êà k-òèïà (k = 1, . . . , 4), åñëè

k − 1

2
π < νj <

k

2
π.

Òî÷êó ζj, äëÿ êîòîðîé νj = π/2 (νj = 3π/2) áóäåì îòíîñèòü ê 1-òèïó
(3-òèïó) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3, 4 äàíî ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îñîáåííûõ
òî÷åê ζj k-òèïà çàäà÷è T , à çàòåì âñå òî÷êè k-òèïà ðàçáèâàþòñÿ íà 3

êëàññà T
(i)
k (i = 1, 2, 3), è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ èíäåêñà κ â êëàññå h(ζi1, . . . , ζim):

κ = n−m− `− 4 +N, (9)

ãäå

N =
3∑
i=1

[ 4∑
k=1

(4− (i+ k))N
(i)
k

]
, (10)
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N
(i)
k � ÷èñëî óçëîâ ζj(T ), ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó T

(i)
k , ` � ÷èñëî îñî-

áåííûõ óçëîâ. Â ï. 2 � 3 ãëàâû 1 èçó÷àåòñÿ âàæíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðè-
ëîæåíèé îáîáùåííîå óñëîâèå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (çàäà÷à T∗) ñ ãëàâíûì
êîýôôèöèåíòîì ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùåå êàê ÷àñòíûå ñëó-
÷àè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èç � 2, òàê è äðóãèå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ýòà
ñòðóêòóðà ââîäèòñÿ çàäàíèåì âäîëü ãðàíèöû äîïîëíèòåëüíîãî âåêòîð-
íîãî ïîëÿ, äîïóñêàþùåãî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà,
è ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîäõîäÿ-
ùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé äàòü îïèñàíèå òî÷åê ðàçðûâà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.

Ïóñòü â êàæäîé òî÷êå ζ äóãè Γj (j = 1, . . . , n) âåêòîð ~r(ζ) çàäàí
ñâîèìè ïðîåêöèÿìè α(ζ) è β(ζ) íà íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ ~s(ζ) è ~t(ζ) ñî-
îòâåòñòâåííî (α2+β2 = 1), ôóíêöèè α(ζ), β(ζ) ãåëüäåðîâû íà êàæäîé èç
äóã Γj, âåêòîð-ôóíêöèÿ ~r(ζ) èìååò ðàçðûâû 1-ãî ðîäà â óãëîâûõ òî÷êàõ
ζj. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ β(ζ) çíàêîïîñòîÿííà íà Γ, òî âåêòîðíîå ïîëå
~r(ζ) ïðèíàäëåæèò êëàññó L(Γ). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî β(ζ) > 0 íà Γ, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå ~r íàçûâàòü äîïóñòèìûì.

Ìîäèôèêàöèåé êàíîíè÷åñêîãî óñëîâèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëî-
âèå (çàäà÷à M)

Re{s(ζ)[β(ζ)t(ζ)− α(ζ)s(ζ)]w(ζ)} = γ(ζ) (11)

â êîòîðîì ôóíêöèè s(ζ) = s1(ζ)+ is2(ζ), t(ζ) = t1(ζ)+ it2(ζ) çàäàíû âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî ê Γ âåêòîðîâ ~s(ζ) è ~t(ζ)
ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ¾èíäèêàòîð âåêòîðíîãî
ïîëÿ ~r(ζ) â òî÷êå ζj¿ äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îñîáåííûõ óçëîâ
çàäà÷è M . Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ äàëüíåé-
øèõ ïðèëîæåíèé ñëó÷àé (çàäà÷à M ∗), êîãäà âåêòîðíîå ïîëå ~r(ζ) ∈ L(Γ)
çàäàåò íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðàâëåíèé r(ζ). Â ýòîì ñëó÷àå îïèñàíèå
îñîáåííûõ óçëîâ çàäà÷è M ∗ ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä: óçåë ζj

åñòü îñîáåííûé óçåë çàäà÷è M ∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà νj =
π

3
k

(1 6 k 6 5). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ââîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ, ïî êîòî-
ðîé êàæäàÿ óãëîâàÿ òî÷êà ζj ãðàíèöû Γ åñòü íåîñîáåííûé óçåë k-òèïà

(k = 1, . . . , 6), åñëè
k − 1

3
π < νj <

k

3
π. Äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ïîëÿ

íàïðàâëåíèé r(ζ) çàäà÷è M ∗ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âõîäÿùåãî è âûõîäÿùå-
ãî ïîëÿ (êëàññà Pent è êëàññà Pex ñîîòâåòñòâåííî) â òî÷êå ζi. Ïîëó÷åíà
ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà çàäà÷è T ∗ â êëàññå h(ci1, . . . , cim), èìå-
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þùàÿ âèä (9), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü

N =
6∑

k=1

(3− k)n
(ex)
k +

3∑
k=1

(2− k)n
(ent)
k +

6∑
k=4

(4− k)n
(ent)
k ,

ãäå n
(ex)
k (n

(ent)
k ) � ÷èñëî óãëîâûõ òî÷åê k-òèïà (1 6 k 6 6) ãðàíèöû Γ,

äëÿ êîòîðûõ íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðàâëåíèé r(ζ) ÿâëÿåòñÿ âûõîäÿùèì
(âûõîäÿùèì) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ï. 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11), â êîòîðîì âåêòîð-
íûå ïîëÿ ~s(ζ), ~t(ζ) è ~r(ζ) ïðèíàäëåæàò êëàññó L(Γ) áåç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé (çàäà÷à T∗). Â ýòîì ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ
ïîíÿòèÿ ¾èíäèêàòîð óçëà ζj(T∗)¿ äàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå îñî-
áåííûõ óçëîâ çàäà÷è T ∗ è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âû÷èñëåíèå¾âêëàäà¿
êàæäîãî óçëà â èíäåêñ κ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü
ôîðìóëó âèäà (9)�(10).

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû 1 ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ãëàâíûì êîýôôèöèåíòîì âèäîèçìåíåííîé ñòðóê-
òóðû, èíäåêñ êîòîðîãî â çàäàííîì êëàññå ðåøåíèé ìîæåò çàâèñåòü îò
êîíôèãóðàöèè òîé èëè èíîé ÷àñòè ãðàíèöû. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå
ýòîãî ïðèìåðà äàåòñÿ â ãëàâå 3.

Âî âòîðîé ãëàâå (�� 4�6) ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è òèïà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñ ðàçðûâíûì
êîýôôèöèåíòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
ñèñòåì óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, à òàêæå ñõîäíûõ ñ íåé íåëèíåéíûõ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêî-
ìó èçó÷åíèþ íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëî
ïîëîæåíî â ðàáîòàõ À.Í. Ãóñåéíîâà è Â.Ê. Íàòàëåâè÷à, â êîòîðûõ
ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è òèïà Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà (ïîäðîáíûé îáçîð è áèáëèîãðàôèÿ ïðèâîäÿòñÿ â ìîíîãðàôèè
À.Í. Ãóñåéíîâà12. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè íåëèíåéíûõ ãðàíè÷-
íûõ çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà è çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, à òàêæå íåëèíåéíîé ðàçðûâíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ
îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñâÿçàíî ñ èìåíåì ïîëüñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Ïîãîðæåëüñêîãî è åãî ó÷åíèêîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â õîäå
ðàçâèòèÿ ýòîé òåîðèè ïåðåõîä îò ãåëüäåðîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷-
íîãî óñëîâèÿ ê êóñî÷íî-ãåëüäåðîâûì, à òàêæå ïåðåõîä îò àíàëèòè÷åñêèõ

12Ãóñåéíîâ À.È., Ìóõòàðîâ Õ.Ø. Ââåäåíèå â òåîðèþ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. � Ì.: Hàóêà, 1980. � 416 ñ.
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ôóíêöèé ê îáîáùåííûì àíàëèòè÷åñêèì ïî È.Í. Âåêóà ôóíêöèÿì äèêòî-
âàëñÿ âíóòðåííåé ëîãèêîé ðàçâèòèÿ òåîðèè è âîçìîæíîñòÿìè èñïîëüçóå-
ìûõ ìåòîäîâ, è íå áûë îáóñëîâëåí ïîñòàíîâêîé êàêèõ-ëèáî íîâûõ ñîäåð-
æàòåëüíûõ çàäà÷ òåîðèè îáîëî÷åê è ãåîìåòðèè. Ïîñòàíîâêà íåêîòîðûõ
çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè ïðèâîäèò ê çàäà÷å
ñ ðàçðûâíûì ëèíåéíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ êâàçèëèíåéíîé ýëëèï-
òè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè, òåîðèÿ êîòîðîé áûëà èçëî-
æåíû â ìîíîãðàôèè Â.Í. Ìîíàõîâà13. Â ýòî æå âðåìÿ Â.Ò. Ôîìåíêî
áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü ìåòîäû È.Í. Âåêóà äëÿ ðåøå-
íèÿ ðÿäà çàäà÷ òåîðèè íåïðåðûâíûõ èçãèáàíèé ðåãóëÿðíûõ âûïóêëûõ
ïîâåðõíîñòåé ñ ãëàäêèì êðàåì. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîñòàâëåííûå çà-
äà÷è ñâîäÿòñÿ ê íåëèíåéíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷å Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ
êâàçèëèíåéíîé ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà íà
ïëîñêîñòè. Êàê áûëî óêàçàíî àâòîðîì â [16], ïîñòàíîâêà ýòèõ æå çà-
äà÷ äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ó ãëàâíîãî êîýôôèöèåíòà ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à èçó÷åíà â � 4 ãëàâû 2
ïóòåì êîìáèíàöèè ìåòîäà Øàóäåðà ñ òåõíèêîé èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè.
Ïðè ýòîì óäàåòñÿ ñîõðàíèòü ¾ìèíèìàëüíûå¿ òðåáîâàíèÿ ê äèôôåðåí-
öèàëüíûì ñâîéñòâàì êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû, ÷òî ïðèâîäèò ê äîñòà-
òî÷íî îáðåìåíèòåëüíûì äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ óñëîâèÿì ¾ìàëîñòè¿
ïî íîðìå èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â äàëüíåéøåì
äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ðåãóëÿðíûõ âûïóêëûõ ïî-
âåðõíîñòåé ñ ãëàäêèì êðàåì Ñ.Á. Êëèìåíòîâûì áûë èñïîëüçîâàí ìå-
òîä, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïðèìåíåíèå òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Ïðè ýòîì äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ êâàçèëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ëè-
íåéíûì êðàåâûì óñëîâèåì áûëè ïîëó÷åíû çàêîí÷åííûå ðåçóëüòàòû, à
äëÿ íåëèíåéíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ (íî áåç òî÷åê ðàçðûâà) � ðàçðåøè-
ìîñòü â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Îäíàêî ïðèìåíåíèþ ýòîãî ìåòîäà äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ êâàçè-
ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì îáùåãî âèäà ïðåïÿòñòâóåò ðÿä íåïðå-
îäîëèìûõ äî ñèõ ïîð òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ
â ïîäõîäÿùèõ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â � 4 ãëàâû 2 èçó÷åíà íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à òèïà Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Ðàññìîòðèì â åäèíè÷íîì êðóãå K êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z êâàçè-

13Ìîíàõîâ Â.Í. Êðàåâûå çàäà÷è ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1977. � 420 ñ.
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ëèíåéíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â êîìïëåêñíîé ôîðìå

∂z̄w−µ1(w, z)∂zw−µ2(w, z)∂z̄w̄ = A0(w, z)+A1(w, z)w+A2(w, z)w̄, (12)

ãäå w(z) = u(x, y)+iv(x, y) � èñêîìàÿ êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ, z = x+iy,
îïåðàöèè ∂/∂z, ∂/∂z̄ ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ïî Ñîáîëåâó ñìûñëå,
ôóíêöèè Ai è µi (i = 0, 1, 2; j = 1, 2) èçìåðèìû ïî z ïðè ôèêñèðîâàííûõ
w è íåïðåðûâíû ïî w äëÿ ïî÷òè âñåõ z â K̄, ïðè÷åì äëÿ z ∈ K̄ è
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî w âûïîëíåíî óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè |µ1(w, z)|+
|µ2(w, z)| 6 µ0 < 1, µ0 = const, Aj(w, z) ∈ Lp0(K̄), p0 > 2, äëÿ ëþáîãî
ôèêñèðîâàííîãî w.

Íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (çàäà÷à A1) ñôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê: íàéòè âK ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12), ïðèíàäëåæàùåå êëàññó
W 1

p (D̄), p > 2, D̄ ⊂ K, íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìîå íà ãðàíèöó ∂K, çà èñ-
êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ðàçðûâà ci ∈ ∂K, i = 1, 2, . . . , n,
â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ èìååò ìåñòî îöåíêà |w(z)| < const|z − cj|−αj ,
0 6 αj < 1, j = 1, 2, . . . , n, è óäîâëåòâîðÿþùåå íà ∂K \

⋃
i

{ci} ãðàíè÷íî-
ìó óñëîâèþ

Re{λ(t)w(t)} = g(t) + b(t)F [t, w(t)], t = eiγ, γ ∈ [0, 2π]. (13)

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ λ, g, b è íåëèíåéíîé ÷àñòè F [t, w] áóäåì òðåáî-
âàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïðåäïîëîæåíèÿ:

g(t) = g∗(t)
n∏
k=1

|t− ck|−α
∗
k, 0 6 α∗k < 1, (a1)

λ, g∗, b ∈ Cβ[γk, γk+1], 0 < β < 1,

ãäå ck = exp(iγk) � òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèé λ, g∗, b,
|λ(t)| = 1;

F [t, w] ∈ Hβ
α∗(c1, c2, . . . , cn), 0 6 α∗ < 1, 0 < β < 1, 0 < α∗+β < 1, (a2)

ãäå Hβ
α∗(c1, . . . , cn) � êëàññ Ïîãîðæåëüñêîãî14.

Îïðåäåëèì èíäåêñ κ çàäà÷è A1 â êëàññå ðåøåíèé h(ci1, . . . , ciq) òàê
æå, êàê è äëÿ çàäà÷è (1), (2).

Ïóñòü íåëèíåéíàÿ ÷àñòü F [t, w] óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ïðåäïîëî-
æåíèÿì:

F [t, ω(t)] · |Ω(t)| = F̂ [t, ω̂(t)], t ∈ ∂K, (a3)

14Pogorzelski W. Problems aux limites descountinus dans la theorie des fonctions analytiques //
Bulletin de L'Academie Polonaise des science. S�erie des sci math. astr. et phys. � 1959. � Vol. VII,
� 6. � P. 311�317; ou: J. of Math. and Mech. Indiana Univ. � 1960.
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ãäå F̂ [t, ω̂(t)] ∈ Cν, 0 < ν 6 min{β, β∗}, åñëè ω̂(t) ∈ Cβ∗
, 0 < β∗ < 1, è

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F̂ [t, ω̂(t)‖Cν 6M0 + L0 · ‖ω̂(t)‖Cσ , 0 < σ < β∗,

ãäå Ω(z) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, âïîëíå îïðåäåëÿåìàÿ êëàññîì h(ci1, . . . , ciq)
â ñëó÷àå κ > 0, M0, L0 � êîíñòàíòû.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F̂ [t, ω̂] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:∥∥F̂ [t, ω̂1(t)]− F̂ (t, ω̂2(t))
∥∥
Cν
6 α(ρ) ·

∥∥ω̂1(t)− ω̂2(t)
∥∥
Cβ1
, (a4)

0 < ν 6 min{β, β1}, |t| = 1, ãäå ‖ω̂i(t)‖Cβ1 < ρ, lim
ρ→0

α(ρ) = 0; åñëè z1(τ),

z2(τ) � ãîìåîìîðôèçìû êëàññà C1,λ, 0 < λ < 1, åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
|τ | = 1 íà ñåáÿ è ω̂(t) ∈ Cβ1, òî∥∥F̂ [z1(τ), ω̂(τ)]− F̂ [z2(τ), ω̂(τ)]

∥∥
Cν0

6 K1‖z1(τ)− z2(τ)‖Cλ,

|τ | = 1, 0 < ν0 < ν, K0 = const.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W 1
p (K) ∩ Cβ

∗ (K̄), p > 2, 0 < β < 1, ìíîæåñòâî

ôóíêöèé w(z), ïðèíàäëåæàùèõ W 1
p (D) â ëþáîé çàìêíóòîé ïîäîáëàñòè

D ⊂ K, è òàêèõ, ÷òî

{
n∏
k=1

(z − c∗k)α
∗
kw(z)

}
∈ Cβ(K̄), ãäå c∗k � òî÷êà

íåîãðàíè÷åííîñòè w(z).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ è íåëèíåéíîé ÷àñòè F [t, w] êðà-
åâîãî óñëîâèÿ ( 13) âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (a1)�(a4), è ïóñòü êîýô-
ôèöèåíòû Ai(w, z), i = 0, 1, 2, óðàâíåíèÿ ( 12) íåïðåðûâíû ïî w ïðè
ïî÷òè âñåõ z, |z| 6 1, Ai(w, z) ∈ Lp0(K̄), p0 > 2, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðî-
âàííîãî w, ïðè÷åì |µ1(w, z)|+ |µ2(w, z)| 6 µ0 < 1 ðàâíîìåðíî ïî w, à â
ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîñòè w(z) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 < α∗k < (p− 2)/p,

p � íåêîòîðîå ÷èñëî, p = p(p0, µ0) > 2.
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû εi, βi, γi, i = 0, 1, 2, εi, γi > 0,

0 < βj < β < 1, j = 0, 1, 2, ÷òî êàê òîëüêî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ çàäà-
÷è A âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

‖b(t)‖Cβ0 < ε0, ‖g∗(t)‖Cβ1 < ε1, ‖Aj(w, z)‖Lp0(K̄) < γj, j = 0, 1, 2,

ðàâíîìåðíî ïî w ∈ W 1
p (K̄), p = p(p0, µ0) > 2, ïðè κ > 0 çàäà÷à A1

èìååò ñåìåéñòâî ðåøåíèé äàííîãî êëàññà h(cq1, . . . , cqk), çàâèñÿùåå îò
κ + 1 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ Di, |Di| < ε2, i = 1, 2, . . . ,κ + 1, è

ïðèíàäëåæàùåå êëàññó W 1
p (K) ∩ Cβ2

∗ (K̄), 0 < β2 < β.
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Â � 5 ãëàâû 2 òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ
ñõîäíîé íåëèíåéíîé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì ñäâè-
ãîì â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü D � åäèíè÷íûé êðóã ñ ãðàíèöåé L, D− � äîïîëíåíèå ê D∪L
äî ïîëíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè E, SW 1

p (L), p > 2, � áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ôóíêöèé, çàäàííûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè L, òàêèõ, ÷òî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(t) íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ F (z) ∈ W 1

p (D), p > 2, ñîâ-
ïàäàþùàÿ íà L ñ f(t), ñ íîðìîé ‖f‖SW 1

p
= ‖F (z)‖W 1

p (D), ãäå F (z) � èíòå-

ãðàë Ïóàññîíà ñ ïëîòíîñòüþ f(t). Êðàåâóþ çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ ñî ñäâè-
ãîì ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ
è îãðàíè÷åííóþ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèþ ω(z) ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ L,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

ω+[α(t)] = G(t)ω−(t) + g(t) + λF{t, ω+[α(t)], ω−(t)}, t ∈ L. (14)

Çäåñü G(t), g(t) ∈ SW 1
p (L), p > 2, λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ãî-

ìåîìîðôèçì α(t) êîíòóðà L íà ñåáÿ ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå îáõîäà è
ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîãî ãîìåîìîðôèçìà α(z) âñåé ïëîñêîñòè E íà ñå-
áÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíåíèþ Áåëüòðàìè ∂z̄α = q(z)∂zα, ãäå q(z) �
èçìåðèìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ, |q(z)| 6 q0 < 1, îïåðà-
öèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂z è ∂z̄ ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ïî Ñîáîëåâó
ñìûñëå, α(z) ∈ W 1,loc

p , p > 2. Íà íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ çàäà÷ ñîïðÿ-
æåíèÿ ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì ñäâèãîì îïèñàííîãî âûøå êëàññà (êëàññ
SQ) âïåðâûå óêàçàíî Ñ.Í. Àíòîíöåâûì è Â.Í. Ìîíàõîâûì15. Òàì æå
èçó÷åíà ëèíåéíàÿ (F (t, u, v) ≡ 0) çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ ñî ñäâèãîì êëàññà
SQ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îïèøåì óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà íåëèíåéíóþ ÷àñòü F (t, u1, u2). Âñþ-
äó íèæå ìû ïîëàãàåì, ÷òî F (t, u1, u2) êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t åñòü
ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè F (ζ, u1, u2), àíàëèòè÷åñêîé ïî
êàæäîé èç ïåðåìåííûõ ui, i = 1, 2, â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè E×E
è ïðèíàäëåæàùåé êëàññó W 1

p (D̄), p > 2, ïî ïåðåìåííîé ζ äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ ui ∈ E (i = 1, 2). Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè ââåäåì ñëåäóþ-
ùóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé:

∂i+jF (ζ, u1, u2)

∂ui1∂u
j
2

= F (ij)(ζ, u1, u2),
∂F ij(ζ, u1, u2)

∂ζ
= F

(ij)
ζ (ζ, u1, u2),

i, j = 0, 1, . . . ;
Îò ôóíêöèè F (ζ, u1, u2) ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

15Àíòîíöåâ Ñ.Í., Ìîíàõîâ Â.Í. Î ðàçðåøèìîñòè îäíîãî êëàññà çàäà÷ ñîïðÿæåíèÿ ñî ñäâèãîì //
Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1972. � Ò. 205, � 2. � Ñ. 263�266.
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1◦. F (ij)(ζ, u1, u2) ∈ W 1
p (D̄) ∀u1, u2 ∈ W 1

p (D̄), p > 2, 0 6 i+ j 6 3;

2◦. F
(ij)

ζ̄
(ζ, u1, u2) ∈ Lp(D̄) ∀u1, u2 ∈ W 1

p (D̄), p > 2, 0 6 i + j 6 2 (òî

æå îòíîñèòåëüíî F
(ij)
ζ );

3◦. ôóíêöèè F (ij)(ζ, u1, u2), 0 6 i + j 6 2, äîïóñêàþò ïðåäñòàâ-
ëåíèå F (ij)(ζ, u1, u2) = dij(ζ) · Fij(ζ, u1, u2), ãäå dij ∈ W 1

p (D̄), p >

2, Fij(ζ, u1, u2) ∈ C1(D̄) ïî ζ è àíàëèòè÷íû ïî u1, u2; ïðè ýòîì
|F (ij)(ζ, u1, u2)| 6 K + |ϕ(u1, u2)|, ãäå ϕ(u1, u2) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,
àíàëèòè÷åñêàÿ ïî u1, u2, K � êîíñòàíòà;

4◦. ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè aij, bij ∈ Lp(D̄), p > 2, ÷òî â ëþáîé
òî÷êå ζ îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè F (ij) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|F (ij)
ζ (ζ, u1, u2)| 6 |aij(ζ)|+ |bij(ζ)| · |ϕij(u1, u2)|, 0 6 i+ j 6 2,

ãäå ϕij àíàëèòè÷íû ïî u1, u2 (òî æå îòíîñèòåëüíî F
(ij)

ζ̄
).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î ñêà÷êå (çàäà÷à A2), ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì (G(t) ≡ 1) çàäà÷è (1). Áóäåì îòûñêèâàòü ðåøåíèÿ çàäà-

÷è A2, èìåþùèå çàäàííîå ðàçëîæåíèå
n∑
k=0

ckz
k íà áåñêîíå÷íîñòè. Îñíîâ-

íûì ðåçóëüòàòîì � 3 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîìïëåêñíûõ ïîñòîÿííûõ c(0)
0 , c

(0)
1 , . . . , c

(0)
n

ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λ0 è ε0 (çàâèñÿùèå îò c
(0)
i ),

÷òî, êàê òîëüêî λ ∈ (−λ0, λ0), çàäà÷à A2 èìååò ðåøåíèå ñ ðàçëîæåíè-

åì
n∑
k=0

ckz
k íà áåñêîíå÷íîñòè, ïðè÷åì ck � ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà èç îáëàñòè |c(0)
k − ck| < ε0, k = 0, 1, . . . , n. Ïðè ýòîì ðåøåíèå

íåïðåðûâíî çàâèñèò îò λ è ck, k = 0, 1, . . . , n.

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 4 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü èíäåêñ κ = indLG(t) > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà

2κ + 1 âåùåñòâåííûõ ïîñòîÿííûõ c
(0)
k (k = 1, 2, . . . , 2κ + 1) ñóùåñòâó-

þò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà λ0 è ε0 (çàâèñÿùèå îò c
(0)
k ), ÷òî, êàê

òîëüêî λ ∈ (−λ0, λ0), çàäà÷à ( 14) èìååò ðåøåíèå, îãðàíè÷åííîå íà áåñ-
êîíå÷íîñòè è íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå îò âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ck
â îáëàñòè |c(0)

k − ck| < ε0, k = 1, 2, . . . , 2κ + 1, è ïàðàìåòðà λ.

Â � 6 ãëàâû 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ òèïà çàäà÷è Ðè-
ìàíà â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå: íàéòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè E èñ÷å-
çàþùóþ íà áåñêîíå÷íîñòè êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêóþ ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ Γ
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ôóíêöèþ ϕ(z) ïî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

ϕ+(t) = G(t)ϕ−(t) + g(t) + λF (t, ϕ+(t), ϕ−(t)), t ∈ Γ, (15)

ãäå G(t), g(t) � êóñî÷íî-ãåëüäåðîâû ôóíêöèè, èìåþùèå ðàçðûâû ïåðâî-
ãî ðîäà â òî÷êàõ ci, i = 1, . . . , n êîíòóðà Γ; λ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî Γ � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, à ôóíêöèè
G(t), g(t) íåïðåðûâíû ñëåâà. Çàäà÷à âèäà (15) âïåðâûå áûëà ñôîðìó-
ëèðîâàíà â öèòèðîâàííîé ðàíåå ðàáîòå Ïîãîðæåëüñêîãî, îïðåäåëèâøåé
íàïðàâëåíèå è ìåòîä äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî íåëèíåéíûì çàäà÷àì
ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãðàíè÷íîì óñëîâèè. Îñîáî ñëåäóåò îò-
ìåòèòü çäåñü ðàáîòû W. Zakowski (äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ
ñîäåðæèòñÿ óêàçàííîé âûøå ìîíîãðàôèè À.Í. Ãóñåéíîâà). Îáùèì äëÿ
âñåõ ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà Øàóäåðà
â ñî÷åòàíèè ñ òåõíèêîé èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè â êëàññàõ Ïîãîðæåëüñêî-
ãî. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðè íåîòðèöàòåëüíîì èíäåêñå κ êîýôôèöèåíòà
G(t) è äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè ìàëîñòè ïî ìîäóëþ ïàðàìåòðà λ (ëè-
áî ìàëîñòè ïî íîðìå íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè
F (t, u, v)) äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (15), çàâèñÿùåãî îò
êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Â � 6 ãëàâû çàäà÷à (15) èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì ëèíåàðèçàöèè. Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè, íå ñî-
äåðæàùèå òðåáîâàíèÿ ìàëîñòè ïàðàìåòðà λ, à òàêæå ïðè íåîáõîäèìîñòè
âûÿñíèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì â ñèëó íåò¼ðîâîñòè ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïîðîæäåííîãî çàäà÷åé (15),
ìû ìîæåì ãîâîðèòü îá óñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè ïðè îòðèöàòåëüíîì èí-
äåêñå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ðàçóìååòñÿ, íà íåëèíåéíóþ ÷àñòü íàëàãàþò-
ñÿ óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ïðèìåíåíèå îäíîãî èç âàðèàíòîâ òåîðåìû
î íåÿâíîé ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè,
ñôîðìóëèðîâàííûå â � 5 ãëàâû 2, ñîäåðæàò òðåáîâàíèå ìàëîñòè ïàðà-
ìåòðà λ, îäíàêî ýòî îáóñëîâëåíî ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Äëÿ îïèñàíèÿ óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà íåëèíåéíóþ ÷àñòü F (t, u, v),
ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü α = (α1, α2, . . . , αn; c1, c2, . . . , cn) �
ìóëüòèèíäåêñ, ãäå αi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ci � ôèêñèðîâàííûå òî÷êè
êîíòóðà Γ; Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ
ñëåâà íà Γ ôóíêöèé ϕ(t) òàêèõ, ÷òî ϕ ∈ Hµ(γk); γk � ãëàäêèå ðàçî-

ìêíóòûå äóãè; ci � êîíöû ðàçîìêíóòûõ äóã, ïðè÷åì
⋃
k

γk = Γ; Hµ(γk) �

êëàññ ãåëüäåðîâûõ ñ ïîêàçàòåëåì µ (0 < µ < 1) ôóíêöèé íà γk ñ íîð-
ìîé Hµ;k (k = 1, . . . , n); ‖ · ‖Hµ

= max
k
Hµ;k � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
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Hµ(Γ; c1, . . . , cn);

H
(α)
µ (Γ; ρ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé ϕ(t), íåïðåðûâíûõ âñþäó íà Γ, çà

èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê ci, òàêèõ, ÷òî ρ(t)ϕ(t) ∈ Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn),

ãäå âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ρ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ρ(t) =
n∏
k=1

|t− ck|αk .

Ìíîæåñòâî H
(α)
µ (Γ; ρ) ñ íîðìîé ‖ϕ‖

H
(α)
µ

= ‖ρϕ‖Hµ
� áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Yµ =

Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn)×Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn) è Y
(α)
µ = H

(α)
µ (Γ; ρ)×H(α)

µ (Γ; ρ)
ýëåìåíòîâ y = (y1, y2) ñ íîðìîé ‖y‖Yµ = max

i
‖yi‖Hµ

è ‖y‖
Y

(α)
µ

=

max
i
‖yi‖H(α)

µ
ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïðîñòðàíñòâî Z = Y

(α)
µ × R ýëå-

ìåíòîâ z = (y, λ) ñ íîðìîé ‖z‖Z = ‖y‖Y + |λ|. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F (t, u, v) òðåõ êîìïëåêñíûõ àðãóìåíòîâ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) F (t, u, v) êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t (ïðè u = const, v = const) �
ôóíêöèÿ êëàññà Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn);

2) F (t, u, v) � îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè èç Y
(α)
µ â H

(α)
µ (Γ; ρ);

3) F äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî u, v, ïðè÷åì Fu(t, u, v) =

F (1)(t, u, v), Fv(t, u, v) = F (2)(t, u, v) � îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè èç Y
(α)
µ

â Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn);

4) äëÿ çíà÷åíèé F
(i)
k±0 ≡ lim

t→ck±0
Fi[t, u(t), v(t)] (i = 1, 2; k = 1, 2, . . . , n)

âåëè÷èíà ln
(
F

(i)
k+0(u, v)/F

(i)
k−0(u, v)

)
íå çàâèñèò îò âûáîðà (u, v) ∈ Y (α)

µ ;

5) äëÿ ôóíêöèé F (ij)(t, u, v) ≡ ∂i+jF (t, u, v)/∂ui∂vj âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ F (ij)(t, u, v) = 1

ρF̃
(ij)(t, u, v), ãäå F̃ (ij)(t, u, v) (i + j = 2) � íåêî-

òîðûå îïåðàòîðû ñóïåðïîçèöèè èç Yµ â Hµ(Γ; c1, c2, . . . , cn), ρ � âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñâîéñòâàì 1�5,
ïðèâåäåí àâòîðîì â [5] êàê ïðèìåð íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èñïîëüçóåìî-
ãî â òåîðèè íåïðåðûâíûõ èçãèáàíèé ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé
ñ êðàåì.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ê óñëîâèÿì 1)�5) äîáàâèì
óñëîâèÿ

F (1)(t, y) 6= −λ−1, F (2)(t, y)G(t) 6= λ−1, (16)

κ = indΓ Φ(t) = indΓ
1− λF (1)(t, y)

1 + λG(t)F (2)(t, y)
= 0 ∀ y ∈ Y (α)

µ , (17)

κ � èíäåêñ ôóíêöèè Φ(t), âû÷èñëåííûé â êëàññå h(c1, . . . , cq).
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Òåîðåìà 6. Åñëè äëÿ âñåõ λ, òàêèõ, ÷òî |λ| < λ0, ãäå ÷èñëî λ0 âïîëíå
îïðåäåëåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ( 16), ( 17), òî
çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà h(c1, c2, . . . , cq), íåïðåðûâíî
çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà λ.

Â ãëàâå 3 (�� 7�12) ðàçâèòûé â ãë. 1 àïïàðàò ïðèìåíÿåòñÿ ê èññëå-
äîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ âèäà (à) è (á) òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ
èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòåé â íîâîé (ðàñøèðåííîé) ïîñòàíîâêå. Åå îòëè÷èå
îò ïîñòàíîâêè È.Í. Âåêóà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöà ïîâåðõíîñòè ñî-
äåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî óãëîâûõ òî÷åê, à íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû
çàäàåòñÿ ëþáîå èç óñëîâèé âèäà (à), à òàêæå ëþáîå èç óñëîâèé âèäà (à)
èëè (á). Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ïîñòàíîâêà ýòèõ çàäà÷ âîñõîäèò ê óïî-
ìÿíóòîé ðàíåå ðàáîòå È.Í. Âåêóà ïî òåîðèè îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé è åå ïðèëîæåíèþ ê áåçìîìåíòíîé òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ îáî-
ëî÷åê, â êîòîðîé ðàññìîòðåíû ãðàíè÷íûå çàäà÷è áåçìîìåíòíîãî íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ñ ãëàäêèìè áîêîâû-
ìè ïîâåðõíîñòÿìè è çàäàííûìè íà ãðàíèöå åå ñåðåäèííîé ïîâåðõíîñòè
ëèáî íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé N , ëèáî êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé T
âåêòîðà óñèëèé. Òàì æå ïîñòàâëåíà ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, êîãäà
íà îäíîé ÷àñòè ãëàäêîé ãðàíèöû çàäàíà ñîñòàâëÿþùàÿ N , à íà îñòàëü-
íîé � ñîñòàâëÿþùàÿ T . Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ çàäà÷ âèäà (à) òåîðèè
áåñêîíå÷íî-ìàëûõ èçãèáàíèé äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì
äàåòñÿ â � 7 ãë. 3. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.

Ïóñòü S∗ � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ÷àñòü çàìêíóòîé âûïóêëîé ïîâåðõíî-
ñòè S0 êëàññà ðåãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2, ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì L,
ñîñòîÿùèì èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äóã êëàññà ðåãóëÿðíîñòè C1,ε, 0 < ε < 1.
Ðàññìîòðèì íà L ìíîæåñòâî òî÷åê c1, . . . , cn, ñîäåðæàùåå âñå óãëîâûå
òî÷êè, à òàêæå ïðîèçâîëüíî îòìå÷åííûå òî÷êè ãëàäêîñòè, ïîëàãàÿ ïðè
ýòîì, ÷òî òî÷êè cj (j = 1, 2, . . . , n) ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì ïðè îáõîäå

ãðàíèöû L â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà L =
n⋃
j=1

Lj, ãäå íà÷àëîì è

êîíöîì äóãè Lj (j = 1, . . . , n− 1) ÿâëÿþòñÿ òî÷êè cj è cj+1, à íà÷àëîì è
êîíöîì äóãè Ln ÿâëÿþòñÿ òî÷êè cn è c1 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à À. Ñóùåñòâóþò ëè áåñêîíå÷íî ìàëûå (á. ì.) èçãèáàíèÿ ïî-
âåðõíîñòè S∗, äëÿ êîòîðûõ íà êàæäîé èç äóã Lj âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
óñëîâèé:

δτg = σ(1)(s) íà Lj, (18)

δkn = σ(2)(s) íà Lj, (19)
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ãäå σ(k)(s) (k = 1, 2) � íàïåðåä çàäàííûå íà L ôóíêöèè, ãåëüäåðîâû
íà êàæäîé èç äóã Lj, s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, δkn è δτg � âàðè-
àöèè ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíîé êðèâèçíû è ãåîäåçè÷åñêîãî êðó÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè êðàÿ.

Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è A. Äëÿ ýòîãî òî÷êè cj ñ ó÷åòîì çàäàííûõ
íà ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå cj äóãàõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
cj(A) è íàçîâåì óãëîâîé òî÷êîé çàäà÷è A, èëè cj(A)-òî÷êîé. Åñëè íà
ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êå cj äóãàõ çàäàíû óñëîâèÿ (18) (óñëîâèÿ (19)), òî òî÷êó
cj(A) íàçîâåì A(1)-òî÷êîé (A(2)-òî÷êîé) çàäà÷è A. Åñëè æå íà îäíîé èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã çàäàíî óñëîâèå (18), à íà äðóãîé � (19), òî òî÷êó
cj(A) íàçîâåì ñìåøàííîé óãëîâîé òî÷êîé çàäà÷è A èëè A(3)-òî÷êîé.

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà L, çàäàííîé âûáîðîì íà êàæäîé èç äóã Lj
(1 6 j 6 n) îäíîãî èç óñëîâèé (18)�(19), îáîçíà÷èì ÷åðåç A(L).

Åñëè cj (j = 1, . . . , n) � òî÷êè ãëàäêîñòè êðèâîé L (ò. å. ãðàíèöà
ïîâåðõíîñòè S0 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ), σ(k)(s) (k = 1, 2) � ãåëüäåðîâû íà
L ôóíêöèè, òî çàäà÷è îá îòûñêàíèèè á. ì. èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòè S0,
ñîâìåñòèìûõ ñ îäíèì èç óñëîâèé (18), (19), áûëè ïîñòàâëåíû è èçó÷åíû
È.Í. Âåêóà. Åñëè cj (1 6 j 6 n) � òî÷êà ãëàäêîñòè êðèâîé L, òî ïîñòà-
íîâêà çàäà÷è A áóäåò ñîäåðæàòåëüíîé ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè cj(A) �
ñìåøàííàÿ òî÷êà. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ÷èñëî âñåõ ñìåøàííûõ òî÷åê
çàäà÷è A � ÷åòíîå. Åñëè ñðåäè óãëîâûõ òî÷åê cj(A) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
A(L) ñîäåðæèòñÿ A(3)-òî÷êè, òî çàäà÷ó A íàçîâåì ñìåøàííîé çàäà÷åé.
Åñëè æå âñå óãëîâûå òî÷êè cj(A) (j = 1, . . . , 2s) óñëîâèÿ A(L) åñòü A(3)-
òî÷êè, òî ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó A íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé ñìåøàííîé
çàäà÷åé.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

1◦. Òî÷êè cj (j = 1, . . . , 2s) � òî÷êè ãëàäêîñòè ãðàíèöû L, ïðè÷åì
cj(A) � ñìåøàííûå óãëîâûå òî÷êè. Çàäà÷à A åñòü ãåîìåòðè÷åñêèé àíà-
ëîã êàíîíè÷åñêîé ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è áåçìîìåíòíîãî íàïðÿ-
æåííîãî ñîñòîÿíèÿ âûïóêëîé óïðóãîé îáîëî÷êè, ïîñòàâëåííîé È.Í. Âå-
êóà â 1952 ãîäó.

2◦. Òî÷êè cj (j = 1, . . . , n) � óãëîâûå òî÷êè ãðàíèöû, ïðè÷åì âñå óãëî-
âûå òî÷êè cj(A) óñëîâèÿA(L) � ëèáîA(1)-òî÷êè, ëèáîA(2)-òî÷êè. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷à A åñòü çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Â.Ò. Ôîìåíêî â 1972 ãîäó
è èçó÷åííàÿ àâòîðîì â ðàáîòàõ [2], [6], [7].

3◦. Òî÷êè cj (j = 1, . . . , 2s) � óãëîâûå òî÷êè ãðàíèöû, ïðè÷åì cj(A) �
ñìåøàííûå óãëîâûå òî÷êè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ A(L). Çàäà÷à A åñòü
îáîáùåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è î ðå-
àëèçàöèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ áåçìîìåíòíîãî ñôåðè÷å-
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ñêîãî êóïîëà, ïîñòàâëåííîé À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðîì. Íåêîòîðûå ÷àñòíûå
ñëó÷àè ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðåíû àâòîðîì â ðàáîòàõ [8], [10].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ãëàâû 1. Ðàññìîòðåíèå îáùåãî ñëó-
÷àÿ ïîòðåáîâàëî ñïåöèàëüíîé òåõíèêè âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ, â ïîñòðîåíèè êîòîðîé âàæíóþ ðîëü èãðàåò � 8 ãëàâû 3. Â ýòîì
ïàðàãðàôå óñòàíîâëåíî íîâîå ñâîéñòâî ñîïðÿæåííî èçîìåòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò íà ðåãóëÿðíîé âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè, íåîáõîäèìîå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ îñîáåííûõ A(s)-òî÷åê (äëÿ êàæäîãî s = 1, 2, 3) ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ A(L) ñ ïîñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèåé âñåõ A(s)-òî÷åê. Â � 9
çàäà÷à A ïðèâîäÿòñÿ ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å R, èçó÷åííîé â ãëà-
âå 1. Â � 10 ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèé èç � 2 è êîíñòðóêöèè èç � 8 äà-
íû ãåîìåòðè÷åñêèå êëàññèôèêàöèè òî÷åê ðàçðûâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àì èç � 7, à òàêæå ïîëó÷åíû
ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíû â � 11
ãëàâû 3 è èñïîëüçóþò ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî ìàëîãî èçãèáàíèÿ ðàñøèðåí-
íîãî êëàññà, âïåðâûå ââåäåííîå àâòîðîì â [6]. Ïåðåõîä ê ðàñøèðåííûì
êëàññàì îáóñëîâëåí òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
¾ðàçðûâíîé¿ çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè èç-
ãèáàíèé îòûñêèâàþòñÿ â âåñîâûõ êëàññàõ Ãåëüäåðà ñ âåñîì, çàäàííûì
êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ñîïðÿæåíèÿ.

Íèæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿW 1,r-ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé êëàññà h(ζ1, . . . , ζm)
èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ h1,r

i1,...,im
, h1,r

n , h1,r
0 , ââåäåííûå â ãë. 1. Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç H1,r
i1,...,im

, H1,r
0 , H1,r

n (r > 2) � êëàññû á. ì. èçãèáàíèé, çàäàííûõ

ðåøåíèÿìè êëàññà h1,r
j1,...,jm

, h1,r
n , h1,r

0 (j` 6= ik; 1 6 ` 6 n−m; 1 6 k 6 m)
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Sν � ââåäåííàÿ âûøå ïîâåðõíîñòü
S∗ ñ âíóòðåííèìè óãëàìè νjπ (1 < νj < 2) â óãëîâûõ òî÷êàõ cj, θ0 =
max{1, ω(ν)}, ãäå íàáîð ω(ν) ≡ (θ1, . . . , θn) âïîëíå îïðåäåëåí íàáîðîì

ν = (ν1, . . . , νn) è íàïðàâëåíèÿìè äóã, ñõîäÿùèõñÿ â òî÷êàõ cj; N
(s)
k �

÷èñëî A(s)-òî÷åê k-òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ A(L), ãäå
4∑

k=1

(N
(1)
k +N

(2)
k ) +

5∑
k=1

N
(3)
k = n,

5∑
k=1

N
(3)
k � ÷åòíîå ÷èñëî; P ≡

4∑
k=1

(2 − k)(N
(1)
k + N

(2)
k ), Q ≡

5∑
k=1

(5− 2k)N
(3)
k , ãäå Q � ÷åòíîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü Sν � çàäàííàÿ âûøå ïîâåðõíîñòü êëàññà ðåãó-
ëÿðíîñòè W 3,p, p > 2θ0, ci1(A), . . . , cim(A) � ïðîèçâîëüíî îòìå÷åí-
íûå íåîñîáåííûå òî÷êè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ A(L), 1 6 m 6 n. Åñëè
Q+2P > 6−2m, òî ïîâåðõíîñòü Sν äîïóñêàåò (Q/2+P−3+m) � ïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåòðèâèàëüíûõ á.ì. èçãèáàíèé êëàññà H1,q

i1,...,im
,

2 < q <
2p

2 + p(1− 1/θ0)
, ñîâìåñòíûõ ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì A(L).

Ïðè Q+2P 6 4−2m çàäà÷à A îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â óêàçàííîì êëàñ-
ñå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ôóíêöèé σ(k) (k = 1, 2) âûïîëíåíû
m− 4− P −Q/2 óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî òèïà.

Òåîðåìà 8. Åñëè Q + 2P > 6, òî ïîâåðõíîñòü Sν äîïóñêàåò (Q/2 +
P − 3) � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî á.ì. èçãèáàíèé êëàññà H1,q

n , ñîâ-
ìåñòèìûõ ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì A(L). Åñëè ïðè ýòîì âñå óãëîâûå
òî÷êè cj(A) � íåîñîáåííûå òî÷êè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ A(L), à ôóíêöèÿ
σ, çàäàííàÿ íà L ôóíêöèÿìè σ(k) (k = 1, 2), óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíè-
òåëüíûì óñëîâèÿì òî÷å÷íîãî òèïà σ(cj) = 0 (j = 1, . . . , n), òî á.ì.
èçãèáàíèÿ íåïðåðûâíû â Sν ∪ L.

Òåîðåìà 9. Åñëè Q + 2P > 8, òî ïîâåðõíîñòü Sν äîïóñêàåò Q/2 +
P − 3 ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ á.ì. èçãèáàíèé êëàññà H1,q

n , ñîâìåñòèìûõ
ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì A(L), è ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé â òîì æå êëàññå,
åñëè Q+ 2P < 6. Åñëè ïðè ýòîì âñå òî÷êè cj(A) � íåîñîáåííûå òî÷êè
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ A(L), òî á.ì. èçãèáàíèÿ íåïðåðûâíû â Sν ∪ L.

Íàðÿäó ñ çàäà÷åé A(L) äàåòñÿ ïîñòàíîâêà òàê íàçûâàåìîé ñìåùåí-

íîé çàäà÷è Ã(L). Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ ¾m-ñèììåòðè÷åñêàÿ
óãëîâàÿ òî÷êà cj¿ (m = 1, 2) ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êëàññà ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ êàðòèíû ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ A(L) è

Ã(L) ñîâïàäàþò.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à A(L), âñå óãëîâûå

òî÷êè cj(A) (j = 1, . . . , 2s) êîòîðîé åñòü A(3)-òî÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå
âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîé çàäà÷è äàåò òåîðåìà 7, â êîòîðîé ñëå-

äóåò ïîëîæèòü N
(1)
k = N

(2)
k = 0 (1 6 k 6 4),

s∑
k=1

N
(3)
k = 2s. Îòìåòèì

÷àñòíûé ñëó÷àé êàíîíè÷åñêîé ñìåøàííîé çàäà÷è A (ãåîìåòðè÷åñêèé
àíàëîã çàäà÷è È.Í. Âåêóà). Ïóñòü S∗ � çàäàííàÿ âûøå îäíîñâÿçíàÿ
ïîâåðõíîñòü ñ ãëàäêèì êðàåì L, c1, . . . , c2s � ïðîèçâîëüíî îòìå÷åííûå
íà L òî÷êè. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 10. Åñëè m − s > 3, òî êàíîíè÷åñêàÿ çàäà÷à A(L), à òàê-
æå ñìåùåííàÿ çàäà÷à Ã(L) äëÿ ïîâåðõíîñòè S∗ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìû
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â ëþáîì èç êëàññîâ H1,p0
i1,...,im

, 2 < p0 < p, ãäå ci1, . . . , cim � ïðîèçâîëüíî
îòìå÷åííûå òî÷êè èç ÷èñëà c1, . . . , c2s. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü S∗ äî-
ïóñêàåò (m−s−3) � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî á.ì. èçãèáàíèé óêà-
çàííîãî êëàññà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 2s = 6 çàäà÷è A(L) è Ã(L) ÿâëÿþòñÿ
áåçóñëîâíî ðàçðåøèìûìè òîëüêî â êëàññå H1,p0

0 . Åñëè æå m − s < 3,
òî çàäà÷è A è Ã ðàçðåøèìû â ëþáîì èç êëàññîâ H1,p0

i1,...,im
òîëüêî ïðè

âûïîëíåíèè 3 + s−m óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè íà ïðàâûå ÷àñòè óñëîâèé
A(L) è Ã(L) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìû 7�9 â ïåðâîé ñâîåé ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè êðèòå-
ðèÿìè áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ âèäà A(L).
Â êàæäîì èç ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè âíóòðåííèõ óãëîâ è íàïðàâëåíèåì äóã
â óãëîâûõ òî÷êàõ.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå óêàçàííûõ òåîðåì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû
�� 1�2 ãëàâû 1, à òàêæå � 8.

Â � 12 ãëàâû 3 ðàññìîòðåíà íîâàÿ ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà ñî ñìåøàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè áåñêîíå÷íî
ìàëûõ èçãèáàíèé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðà-
åì, ñîâìåñòèìûõ íà êàêîé-ëèáî ÷àñòè ãðàíèöû ñ îäíèì èç óñëîâèé (à), à
íà äðóãîé � ñ óñëîâèåì (á). Óñòàíîâëåíî, ÷òî êàðòèíà ðàçðåøèìîñòè òà-
êîé çàäà÷è ìîæåò çàâèñåòü îò êîíôèãóðàöèè òîé ÷àñòè ãðàíèöû, âäîëü
êîòîðîé çàäàíî êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îðòîãîíàëüíîé âòóëî÷íîé ñâÿçè
äëÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ.

Ïðèâåäåí ïðèìåð ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà (òåîðåìà 12.1), äëÿ êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîé.

Â ãëàâå 4 ðàçðàáîòàííûé â ãëàâàõ 1, 3 àïïàðàò, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìåìáðàííîé òåîðèè
âûïóêëûõ îáîëî÷åê ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè ïðè
óñëîâèè, ÷òî ñåðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè � îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü êëàññà ðåãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2.

Â � 13 äàåòñÿ ïîñòàíîâêà îáîáùåííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (çàäà÷à R)
î ðåàëèçàöèè áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òîí-
êîé óïðóãîé îáîëî÷êè, ñåðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé åñòü îäíîñâÿç-
íàÿ ïîâåðõíîñòü Sν ïîëîæèòåëüíîé ãàóññîâîé êðèâèçíû óêàçàííîãî

êëàññà ðåãóëÿðíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì L =
n⋃
j=1

Lj, ñîñòîÿùèì

èç êîíå÷íîãî ÷èñëà äóã Lj êëàññà ðåãóëÿðíîñòè C
1,ε, 0 < ε < 1. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå äóãè Lj (j = 1, . . . , n) çàäàíà ïðîåêöèÿ
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âåêòîðà óñèëèé íà íàïðàâëåíèå ïðèíàäëåæàùåãî ïîâåðõíîñòè âåêòîðà
~r(s) = {α(s), β(s)} ñ êàñàòåëüíîé è íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùèìè α, β,
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, α2 + β2 = 1, α(s), β(s)
ãåëüäåðîâû íà êàæäîé èç äóã Lj, β(s) � çíàêîïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, âåê-
òîðíîå ïîëå ~r êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ ~r(c) êîíòóðà L èìååò ðàçðûâû 1-ãî
ðîäà â óãëîâûõ òî÷êàõ. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, çàäà÷à R äëÿ ñåðåäèí-
íîé ïîâåðõíîñòè Sν ñ ãëàäêèì êðàåì L â ñëó÷àÿõ α ≡ 0 èëè β ≡ 0 íà
L, à òàêæå â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî íà L âåêòîðíîãî ïîëÿ ~r áûëà ïî-
ñòàâëåíà è èçó÷åíà È.Í. Âåêóà â öèòèðîâàííûõ âûøå ðàáîòàõ. Òàì
æå óñòàíîâëåíî, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ çàäà÷à R íå ÿâëÿåò-
ñÿ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìîé, ïðè÷åì ñëó÷àè áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè
(íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé) ðå-
àëèçóþòñÿ â òåîðèè È.Í. Âåêóà ëèøü äëÿ íåîäíîñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Çäåñü æå äàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è R.

Ïóñòü Sν ⊂ S0, J � îòîáðàæåíèå ïîâåðõíîñòè S0 íà êîìïëåêñíóþ
ïëîñêîñòü ζ = u1 + iu2, çàäàííîå âûáîðîì ñîïðÿæåííî èçîìåòðè÷åñêîé

ïàðàìåòðèçàöèè (u1, u2) íà S0; D = J(Sν) � Γ =
n⋃
j=1

Γj, Γj = J(Lj), ζj =

J(cj). Çàäà÷à R ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ â îáëàñòè D êîìïëåêñíîçíà÷íîãî
ðåøåíèÿ w(ζ) óðàâíåíèÿ

∂w(ζ)

∂ζ̄
−B(ζ)w(ζ) = F (ζ), ζ ∈ D, (20)

∂ζ̄ =
1

2

(
∂

∂u1
+ i

∂

∂u2

)
� îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

w(ζ) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé, âûðàæàåìàÿ ÷åðåç êîìïî-
íåíòû êîíòðâàðèàíòíîãî òåíçîðà óñèëèé è êîýôôèöèåíòû ìåòðè÷åñêîé
ôîðìû ïîâåðõíîñòè, B(ζ) � çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòüþ ôóíêöèÿ êëàññà
Lp(D), p > 2, F (ζ) � êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ âíåøíåé íàãðóçêè îáîëî÷-
êè, ïî çàäàííîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

Re

{
dζ

ds

(
β(ζ)

dζ

d`
− α(ζ)

dζ

ds

)
w(ζ)

}
= γ(u,K, ks, τg, X), ζ ∈ Γ, (21)

â êîòîðîì dζ/ds = s1 + is2, si (i = 1, 2) � êîîðäèíàòû êàñàòåëüíîãî ê Γ
îðòà, dζ/d` = `1 + i`2, `i (i = 1, 2) � êîîðäèíàòû îðòà íàïðàâëåíèÿ íà
ïëîñêîñòè ζ, ÿâëÿþùåãîñÿ J-îáðàçîì íàïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè S0,
îðòîãîíàëüíîãî íàïðàâëåíèþ êðèâîé L, ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé α(ζ),
β(ζ) ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèé α, β â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå
c = J−1(ζ), γ � âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, K, ks,

30



τg � ñîîòâåòñòâåííî ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíàÿ êðè-
âèçíà è ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè êðàÿ â òî÷-
êå c = J−1(ζ), X � íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ
è îáúåìíûõ ñèë íà åäèíèöó ïëîùàäè, F (ζ) ∈ Lp(D), p > 2. Êëàññû
ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (20), (21) ââåäåíû ðàíåå â ãëàâå 1.

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà îáùåì ñëó÷àå ñìåøàííîãî ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à A î ðåàëèçàöèè áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òîíêîé óïðóãîé îáîëî÷êè ñî ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòüþ Sν â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà êàæäîé èç äóã Lj (j = 1, . . . , n)
âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

T (s) = σ(1)(s) íà Lj, (22)

N(s) = σ(2)(s) íà Lj, (23)

ãäå T (s) è N(s) � êàñàòåëüíàÿ è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà
óñèëèé, σ(k)(s) (k = 1, 2) � íàïåðåä çàäàííûå íà L ôóíêöèè, ãåëüäåðîâû
íà êàæäîé èç äóã Lj, s � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð.

Çàäà÷à (22), (23) åñòü ñòàòè÷åñêèé àíàëîã ñìåøàííîé çàäà÷è A(L),
èçó÷åííîé â ãëàâå 3. Äëÿ îïèñàíèÿ òî÷åê ðàçðûâà ñîîòâåòñòâóþùåãî
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (21) èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ A(s)-òî÷åê (s = 1, 2, 3)
çàäà÷è A(L), ââåäåííûå â ãëàâå 3.

Ðåøåíèåì çàäà÷è A áóäåì íàçûâàòü ðåøåíèå çàäà÷è R â ëþáîì èç
êëàññîâ h1,q

i1,...,im
, è íàîáîðîò.

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 11. Ïóñòü S � çàäàííàÿ âûøå îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü
êëàññà ðåãóëÿðíîñòè W 3,p, p > 2θ0, ci1(A), . . . , cim(A) � ïðîèçâîëüíî
îòìå÷åííûå íåîñîáåííûå óãëîâûå òî÷êè çàäà÷è A, ` � ÷èñëî âñåõ îñî-
áåííûõ òî÷åê (2 6 ` + m 6 2n). Åñëè 2P + Q > 6 + 2(m + ` − 2n), òî
çàäà÷à A áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà â êëàññå h1,q

i1,...,im
, 2 < q < 2p

2+p(1−1/θ0), à åå

ðåøåíèå çàâèñèò îò P + 1
2Q+n−m−`−3 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Åñëè æå 2P +Q < 6 + 2(m+ `−n), òî çàäà÷à A èìååò ðåøåíèå (åäèí-
ñòâåííîå) â óêàçàííîì êëàññå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðàâîé
÷àñòè ðàâåíñòâà ( 21) âûïîëíåíû m + ` + 3 −

(
n+ 1

2Q+ P
)
óñëîâèé

ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî òèïà.

Çäåñü âåëè÷èíû P , Q ñîâïàäàþò ñ âåëè÷èíàìè, âõîäÿùèìè â ôîðìó-
ëèðîâêó òåîðåìû 11.

Â � 14 äàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è R äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà α ≡ 0 íà îäíîé ÷à-
ñòè ãðàíèöû, è β ≡ 0 � íà äðóãîé. Î÷åâèäíî, ýòîò ñëó÷àé âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ñìåøàííóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó È.Í. Âåêóà äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ ãëàäêèì
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êðàåì, à òàêæå çàäà÷ó À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà äëÿ ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà,
ò. å. äëÿ îäíîñâÿçíîé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðà-
åì. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àé ïðîñòåéøåãî (êàíîíè÷åñêîãî), à òàêæå îáùèé
ñëó÷àé ñìåøàííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñìå-
øàííàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à È.Í. Âåêóà äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ ãëàäêèì êðàåì.
Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ íàéäåí ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé áåçóñëîâíîé
ðàçðåøèìîñòè. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå áåçìîìåíòíîãî íàïðÿæåííîãî ðàâíî-
âåñèÿ, çàäàííîå ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà
ñ âåñîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè óñëîâèè êîí-
öåíòðàöèè íàïðÿæåíèé (ïî òåðìèíîëîãèè À.Ë. Ãîëüäåíâåéçåðà) â îò-
ìå÷åííîé óãëîâîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 11, äàþ-
ùèé ðåøåíèå ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è È.Í. Âåêóà äëÿ ïîâåðõíîñòè
ñ ãëàäêèì êðàåì â ñëåäóþùåé (óòî÷íåííîé) ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü cj (νj = 1; j = 1, . . . , 2n) � òî÷êè ãëàäêîé ãðàíèöû L, ci1, . . . ,
cim � ïðîèçâîëüíî îòìå÷åííûå òî÷êè èç ÷èñëà c1, . . . , c2n. Íàðÿäó ñ êàíî-
íè÷åñêèì óñëîâèåì åñòåñòâåííî òàêæå ðàññìîòðåòü ñìåùåííîå óñëîâèå
è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñìåùåííóþ çàäà÷ó R̃. Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 12. Åñëè n > 4, 1 6 m 6 n − 3, òî çàäà÷à R, à òàêæå
çàäà÷à R̃ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìû â êëàññå h1,q

i1,...,im
, 2 < q < p. Åñëè n = 3,

òî çàäà÷è R è R̃ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìû òîëüêî â êëàññå h1,q
0 . Â ñëó÷àÿõ

n = 1, 2 çàäà÷à R èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ëþáîì èç êëàññîâ
h1,q
i1,...,im

, (1 6 m 6 2n), h1,q
0 , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðàâîé

÷àñòè ðàâåíñòâà ( 21) âûïîëíåíû m − n + 3 óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
èíòåãðàëüíîãî òèïà.

Â ñëó÷àå ãëàäêîé ãðàíèöû L (νj = 1) è âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé
α ≡ 0, β ≡ 0 (íà L) èç òåîðåìû 12 ñëåäóåò èçâåñòíûé ðåçóëüòàò È.Í. Âå-
êóà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ
çàäà÷ ìåìáðàííîé òåîðèè äëÿ îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè (ïðè âûïîëíå-
íèè òðåõ íåçàâèñèìûõ óñëîâèé èíòåãðàëüíîãî òèïà). Òåîðåìà 11 äàåò
òàêæå ïîëíîå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ â ðàñøèðåííîé àâòîðîì ïîñòàíîâêå,
ò. å. äëÿ ïîâåðõíîñòè ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì.

Â � 15 ãëàâû 4 äàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è R äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êóïî-
ëîâ. Òåðìèí ¾ñôåðè÷åñêèé êóïîë¿ èñïîëüçîâàëñÿ À.Ë. Ãîëüäåíâåéçå-
ðîì. Îáîáùåííûì ñôåðè÷åñêèì êóïîëîì ìû íàçûâàåì îäíîñâÿçíóþ
÷àñòü ïîâåðõíîñòè S0, îãðàíè÷åííóþ êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé, âñå óã-
ëîâûå òî÷êè êîòîðîé � îìáèëè÷åñêèå. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ
¾èíäèêàòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ ~r¿ è êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóåìûõ â ãë. 1
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(� 3, ï. 2) ïðè èññëåäîâàíèè êàíîíè÷åñêîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è T è åå ìî-
äèôèêàöèè M , äàíî îïèñàíèå íåîñîáåííûõ óçëîâ çàäà÷è R. Îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì � 15 ÿâëÿåòñÿ íàéäåííûé â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå êðèòå-
ðèé áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è R â êëàññå ðåøåíèé, çàäàþùèõ
êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé â çàäàííûõ íåîñîáåííûõ óçëàõ. Îòäåëüíî
ðàññìîòðåí ñëó÷àé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~r(c), çàäà-
þùåãî âäîëü L íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðàâëåíèé r. Äëÿ òàêèõ ïîëåé ìû
èìååì íàèáîëåå ïðîñòîé ìåõàíèçì îïèñàíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèé â óã-
ëîâîé òî÷êå ïðè óñëîâèè êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, à èìåííî: êîíåö
óñëîâíîãî âåêòîðà óñèëèé, ïðèëîæåííîãî ê óãëîâîé òî÷êå, ïðèíàäëå-
æèò ïðÿìîé, çàäàííîé â ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèþ ïîëÿ ~r â ýòîé òî÷êå. Äàëåå íà
ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ âäîëü L ïîëåé r âûäåëÿþòñÿ äâà êëàññà ïî-
ëåé (âõîäÿùèõ Pent è âûõîäÿùèõ Pex), à çàòåì äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ
íàõîäÿòñÿ êðèòåðèè áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè, ôîðìóëèðîâêà êîòîðûõ
ñîäåðæèò ëèøü âåëè÷èíû âíóòðåííèõ óãëîâ â óãëîâûõ òî÷êàõ ãðàíèöû.
Ïðèâîäèòñÿ îäèí ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ãðàíèö ñôåðè÷åñêèõ êóïî-
ëîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à R ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî ðàçðåøèìîé ïðè ëþáîì
ïîëå íàïðàâëåíèé r îäíîãî èç êëàññîâ Pent, Pex.

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò � 15. Ïóñòü Sν � ñôåðè÷åñêèé êóïîë,
~r � âåêòîðíîå ïîëå íà L, çàäàþùåå íåïðåðûâíîå ïîëå íàïðàâëåíèé r
îäíîãî èç êëàññîâ Pent, Pex.

Óçåë ci(R) åñòü îñîáåííûé óçåë çàäà÷è R òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà νj =
π

3
k (1 6 k 6 5).

Ëþáîé íåîñîáåííûé óçåë ci(R) îòíåñåì ê îäíîìó èç øåñòè òèïîâ (k-

òèïó) ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó
k − 1

3
π < νi <

k

3
π (k = 1, . . . , 6), à îñîáåííûé

óçåë åñòü óçåë k-òèïà, åñëè νi =
π

3
k (k = 1, . . . , 5).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N
(0)
k (N

(1)
k ) ÷èñëî óçëîâ ci(R) k-òèïà çàäà÷è R ïðè

óñëîâèè ïðèíàäëåæíîñòè ïîëÿ íàïðàâëåíèé r êëàññó Pex (êëàññó Pent).

Òåîðåìà 13. Êðèòåðèé áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è R â êëàññå
h1,q
i1,...,im

äëÿ ñôåðè÷åñêèõ êóïîëîâ èìååò âèä

N > 3 +m+ `− n,

ãäå ` � ÷èñëî îñîáåííûõ óçëîâ, N ≡
6∑

k=1

(3− k)N
(0)
k äëÿ r ∈ Pex, è

N =
3∑

k=1

(2− k)N
(1)
k +

6∑
k=4

(4− k)N
(1)
k äëÿ r ∈ Pent.
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Â � 16 ãëàâû 4 çàäà÷à R ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ïîâåðõíîñòåé îáùåãî
âèäà (ò. å. áåç óñëîâèÿ îìáèëè÷íîñòè óãëîâûõ òî÷åê) è âåêòîðíûõ ïîëåé,
äîïóñêàþùèõ ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â ýòèõ òî÷êàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ¾èíäèêàòîð óçëà çàäà÷è T ∗¿, ââåäåííîãî â ãë. 1
(� 3), äàíà êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííûõ óçëîâ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà è ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìî-
ñòè (òåîðåìà 16.2). Îäíàêî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ¾âêëàäà¿
êàæäîãî óçëà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â èíäåêñ ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ òðóäíî-
îáîçðèìûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé [27], ÷òî íå ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ýôôåêòèâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà è ñôîðìóëèðîâàòü
êðèòåðèé áåçóñëîâíîé ðàçðåøèìîñòè â ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìå. Èñêëþ-
÷åíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ëèøü ñëó÷àé ñìåøàííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è. Òåì
íå ìåíåå è â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå,
óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó ¾ãåîìåòðèåé¿ ãðàíèöû â óãëîâûõ òî÷êàõ
è êàðòèíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è R.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü ~ν(1)
j � ïðîèçâîëüíî çàäàííûå âåêòîðû â òî÷êàõ cj

(j = 1, . . . , n) ñîîòâåòñòâåííî, m � ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàííîå öåëîå
÷èñëî, 0 6 m 6 3n − 3. Òîãäà â êàæäîé òî÷êå cj ìîæíî óêàçàòü

âåêòîð ~ν
(2)
j è ñîîòâåòñòâóþùåå íàáîðó ïàð (~ν

(1)
j , ~ν

(2)
j ) ñåìåéñòâî Sν

ïîâåðõíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à R áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì
íåïðåðûâíîì äîïóñòèìîì ïîëå ~r, à åå ðåøåíèå çàâèñèò òî÷íî îò m
âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû íàïðàâëåíèå ~ν
(2)
j ìîæíî çàìå-

íèòü íåêîòîðûì ñâÿçíûì ñåìåéñòâîì íàïðàâëåíèé ~ν
(2)
j (ε), íåïðåðûâíî

çàâèñÿùèì îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ε è âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ íà-

ïðàâëåíèå ~ν
(2)
j .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå íåîìáèëè÷åñêèõ óãëîâûõ òî÷åê ðàçáèå-
íèå íåïðåðûâíûõ ïîëåé íàïðàâëåíèé r íà êëàññû Pex è Pent íå ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñà ãðàíè÷íîãî
óñëîâèÿ. Îäíàêî åñëè óãëîâûå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì äîïîë-
íèòåëüíûì óñëîâèÿì ñèììåòðèè (íàïðèìåð, ñõîäÿùèåñÿ â óãëîâîé òî÷êå
äóãè îáðàçóþò ðàâíûå óãëû ñ ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè íà ïîâåðõíîñòè
â ýòîé òî÷êå), òî äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîëåé r êëàññà Pex èëè Pent ñóùåñòâó-
åò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ôîðìóë äëÿ èíäåêñà ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Ýòî ïîêàçàíî
â ï. 16.2 íà ïðèìåðå óãëîâûõ òî÷åê ïåðâîãî òèïà (ïî âñïîìîãàòåëüíîé
êëàññèôèêàöèè) è ïîëåé íàïðàâëåíèé r êëàññà Pex.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óãëîâûå òî÷êè ci ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷å-
ñêèìè òî÷êàìè (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå), ââîäèòñÿ ïîíÿòèå m-
ñèììåòðè÷åñêîé òî÷êè (m = 1, 2) è äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 15. Åñëè âñå óãëîâûå òî÷êè ci (i = 1, . . . , n, n > 2) ïîâåðõíî-
ñòè S åñòü 2-ñèììåòðè÷åñêèå òî÷êè ñ âíóòðåííèìè óãëàìè 2νi 6 2ωi,
ãäå ωi � âåëè÷èíà, âïîëíå îïðåäåëåííàÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõ-
íîñòè â òî÷êå ci (0 < ωi < π/2), òî çàäà÷à R áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà
â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ ëþáîãî âûõîäÿùåãî ïîëÿ íàïðàâ-
ëåíèé, à åå ðåøåíèå çàâèñèò îò 2n − 3 âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k
(2)
i = k

(1)
i , òî ωi = π/6.
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