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Ïðåäèñëîâèå�åøåíèå �èçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ïðàêòè÷åñêîéîñíîâîé èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû �Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà è ñïåöèàëü-íàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè�. Îñíîâíîé öåëüþ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿ-òèé ÿâëÿåòñÿ âûðàáîòêà ó ñòóäåíòîâ ïðèåìîâ è íàâûêîâ ðåøåíèÿçàäà÷ èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðàêòè÷åñêèå çà-íÿòèÿ íåñóò â ñåáå �óíêöèþ çàêðåïëåíèÿ, ðàçâèòèÿ è óãëóáëåííîãîîñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè. �åøåíèå çàäà÷ ñïîñîáñòâóåòïðèîáùåíèþ ñòóäåíòîâ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé òâîð÷åñêîé ðàáîòå. Ïðèðåøåíèè çàäà÷ ñòóäåíò äîëæåí ñàìîñòîÿòåëüíî îñóùåñòâëÿòü ðÿäìûñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, îïèðàÿñü íà èìåþùèåñÿ ó íåãî çíàíèÿ èóìåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâåðèòü ñòåïåíü óñâî-åíèÿ ñòóäåíòàìè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîãî êóðñà.Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ðàçäåëû êóð-ñà �Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà è ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè�,òàêèå êàê, êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äèíàìèêà, äâèæåíèÿ âïîëÿõ, �óíêöèÿ è óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà, çà-êîíû ñîõðàíåíèÿ, ðåëÿòèâèñòñêàÿ êèíåìàòèêà è äèíàìèêà. Êàæäûéðàçäåë âêëþ÷àåò íåîáõîäèìûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, îñíîâíûå ïî-íÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ òèïîâûõ çà-äà÷ è çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
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�1. Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîéòî÷êè1. Ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè íàïðàâëåíèç íà÷àëà íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ÑÊ) íàäàííóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó.2. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîðà ~r(t) (èëè êîîðäèíàò)îïðåäåëÿåò çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.3. Òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòîòî÷åê êîíöîâ ðàäèóñ-âåêòîðà ~r(t).4. Äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÄÑÊ). Çàêîí äâèæåíèÿâ ÄÑÊ îïðåäåëÿåòñÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òðåìÿ ñêàëÿðíûìè�óíêöèÿìè (êîîðäèíàòàìè) x(t), y(t), z(t), çàâèñÿùèìè îò âðå-ìåíè t, è âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì:
~r(t) = x(t)~ex + y(t)~ey + z(t)~ez.5. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÖÑÊ). ÏåðåìåííûåÄÑÊ è ÖÑÊ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:






x = ̺ cosϕ, 0 ≤ ̺ < ∞,

y = ̺ sinϕ, 0 ≤ ϕ < 2π,
z = z.Ñâÿçü ìåæäó îðòàìè èìååò âèä:






~e̺ = ~ex cosϕ + ~ey sinϕ,
~eϕ = −~ex sinϕ+ ~ey cosϕ,

~ez = ~ez.�àäèóñ-âåêòîð áóäåò èìåòü âèä:
~r(t) = ̺~e̺ + z~ez.5



6. Ñ�åðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÑÑÊ). Ïåðåìåííûå ÄÑÊè ÑÑÊ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:






x = ρ cosφ sin θ, 0 ≤ ρ <∞,
y = ρ sinφ sin θ, 0 ≤ φ < 2π,

z = ρ cos θ, 0 ≤ θ ≤ π.Ñâÿçü ìåæäó îðòàìè èìååò âèä:






~eρ = ~ex cosφ sin θ + ~ey sinφ sin θ + ~ez cos θ,

~eθ = ~ex cosφ cos θ + ~ey sinφ cos θ − ~ez sin θ,
~eφ = −~ex sinφ+ ~ey cosφ.�àäèóñ-âåêòîð áóäåò èìåòü âèä:

~r(t) = ρ~eρ.7. Ïåðåìåùåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åñòü âåêòîð ìåæäó äâóìÿòî÷êàìè òðàåêòîðèè, ò.å.
~r12(t) = ~r2(t)− ~r1(t).8. Ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ê ìîìåíòó âðåìåíè

t, îïðåäåëÿåòñÿ êàê äëèíà ó÷àñòêà òðàåêòîðèè è âûðàæàåòñÿ÷åðåç èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ñêîðîñòè ϑ,
s(t) =

∫ t

0

ϑ(τ)dτ.9. Ìãíîâåííàÿ ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ìî-ìåíò âðåìåíè t
~ϑ(t) = ~̇r =

d~r

dtâ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:
~ϑ = H1q̇1~e1 +H2q̇2~e2 +H3q̇3~e3.Çäåñü Hj � êîý��èöèåíòû Ëàìý

Hj =

√

√

√

√

(

dx

dqj

)2

+

(

dy

dqj

)2

+

(

dz

dqj

)2

.6



10. Ñåêòîðíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
~σ =

1

2
[~r, ~ϑ].Ïðèìåð 1.Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàäàíî ðàäèóñ-âåêòîðîì

~r = α

(

~i sin(ωt)+~j cos(ωt)

), ãäå α � ïîñòîÿííàÿ. Íàéòè ìîäóëè âåê-òîðîâ ñêîðîñòè è íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ.�åøåíèå: Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà, äàííîå â óñëî-âèè çàäà÷è, ñ åãî êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì, íàõîäèì, ÷òî x =

α sin(ωt), y = α cos(ωt). Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ìîæíî íàéòè êàê:
ϑx =

dx

dt
= αω cos(ωt), ϑy =

dy

dt
= −αω sin(ωt).Êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ:

ax =
dϑx
dt

= −αω2 sin(ωt), ay =
dϑy
dt

= −αω2 cos(ωt).Ìîäóëü ìãíîâåííîé ñêîðîñòè:
|ϑ| =

√

ϑ2x + ϑ2y = αω

(

sin2(ωt) + cos2(ωt)

)

= αω.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå
aτ =

dϑ

dt
= 0,ò.å. íîðìàëüíîå óñêîðåíèå ñîâïàäàåò ñ ïîëíûì óñêîðåíèåì. Ìîäóëüïîëíîãî óñêîðåíèÿ

a =
√

a2x + a2y = αω2òàêæå ïîñòîÿíåí. Ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè è íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿåñòü ñâèäåòåëüñòâî ïîñòîÿíñòâà ðàäèóñà êðèâèçíû R òðàåêòîðèèäâèæåíèÿ. Äâèæåíèå ïî êðèâîé ñ ïîñòîÿííûì ðàäèóñîì êðèâèçíû �ýòî äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ó÷àñòèå òî÷êè â äâóõâçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ïðèâîäèò êäâèæåíèþ ïî îêðóæíîñòè.Îòâåò: ϑ = αω, a = αω2. 7



Ïðèìåð 2. Òâåðäîå òåëî âðàùàåòñÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè òàê,÷òî åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü çàâèñèò îò óãëà ïîâîðîòà ïî çàêîíó ω = αϕ.Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 óãîë ϕ = ϕ0. Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíèóãëà ïîâîðîòà ϕ è óãëîâîé ñêîðîñòè ω.�åøåíèå: Äëÿ óãëà ϕ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå äè��åðåíöè-àëüíîå óðàâíåíèå:
ω =

dϕ

dt
= αϕ.�àçäåëèì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå

∫

dϕ

ϕ
= α

∫

dt.�åçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ:
ϕ = C exp(αt),ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿè âûïîëíÿÿ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì:

ϕ = ϕ0 exp(αt), ω =
dϕ

dt
= αϕ0 exp(αt).Îòâåò: ϕ = ϕ0 exp(αt), ω = αϕ0 exp(αt).Ïðèìåð 3. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòÿõ x, y èç òî÷êè ñ êîîð-äèíàòàìè x = y = 0 ñî ñêîðîñòüþ ~ϑ = a~i+bx~j, ãäå a è b � íåêîòîðûåïîñòîÿííûå,~i è ~j � îðòû îñåé x è y. Íàéòè óðàâíåíèå åå òðàåêòîðèè

y(x).�åøåíèå: Çàïèøåì ïðèðàùåíèÿ y− è x-êîîðäèíàò ÷àñòèöû çàïðîìåæóòîê âðåìåíè dt.
dy = ϑydt, dx = ϑxdt,ãäå ϑy = bx, ϑx = a. Âçÿâ èõ îòíîøåíèå, ïîëó÷èì

dy = (b/a)xdx.Èíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå:
y =

∫ x

0

(b/a)xdx =
bx2

2a
,8



ò.å. òðàåêòîðèåé òî÷êè áóäåò ïàðàáîëà.Îòâåò: y = (b/2a)x2. Çàäà÷è1. Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëÿðíûõ êîîðäè-íàòàõ, åñëè èçâåñòíà ñâÿçü ïîëÿðíûõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò:
x = r cosϕ è y = r sinϕ.2. Îïðåäåëèòü óñêîðåíèå ïóëè ïåð�îðàòîðà â ãëèíèñòîì ðàñòâî-ðå, åñëè çàêîí äâèæåíèÿ ïóëè x =

1

k
ln
(

kϑ0t − 1
), ãäå k � ïî-ñòîÿííûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ϑ0 � íà÷àëüíàÿñêîðîñòü ïóëè.3. ×àñòèöà, íåñóùàÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä e, äâèæåòñÿ â îäíîðîä-íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñ ïåðåìåííîé íàïðÿæåííîñòüþ E =

A sin(kt), ãäå A è k � ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû. Óðàâíåíèåäâèæåíèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä x =
eA

mk

(

t − sin(kt)

k

), ãäå m �ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ñêîðîñòè òî÷êè, ååíà÷àëüíîå çíà÷åíèå, à òàêæå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷å-íèÿ ñêîðîñòè.4. Òî÷êà M , äâèæóùàÿñÿ ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ ϑ,îïèñûâàåò öåïíóþ ëèíèþ, óðàâíåíèå êîòîðîé èìååò âèä
y =

α

2

(

ex/α + e−x/α

)

.Îïðåäåëèòü ïðîåêöèè ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ, à òàêæå ïîëíîåóñêîðåíèå òî÷êè êàê �óíêöèè êîîðäèíàò.5. Äàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñíàðÿäà
x = ϑ0t cosα, y = ϑ0t sinα− gt2/2,ãäå ϑ0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ñíàðÿäà, α � óãîë ìåæäó ϑ0 è ãî-ðèçîíòàëüíîé îñüþ x, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Îïðåäåëèòüòðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ñíàðÿäà, âûñîòó H, äàëüíîñòü L è âðåìÿ

T ïîëåòà ñíàðÿäà. 9



6. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè
x = α cos(kt), y = α sin(kt), z = ϑt.Îïðåäåëèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â öèëèíäðè÷åñêèõ êî-îðäèíàòàõ.7. Äàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè:
x = 2α cos2(kt/2), y = α sin(kt),ãäå α è k � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îïðåäåëèòü òðàåêòî-ðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïî òðàåêòîðèè, îòñ÷èòûâàÿ ðàñ-ñòîÿíèå îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè8. Ïî çàäàííûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ òî÷êè â äåêàðòîâûõ êîîð-äèíàòàõ

x = R cos2(kt/2), y = (R/2) sin(kt), z = R sin(kt/2),íàéòè åå òðàåêòîðèþ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñ�åðè÷åñêèõ êî-îðäèíàòàõ.9. Òî÷êà ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî çàêîíó x = a sin(kt).Îïðåäåëèòü àìïëèòóäó a è êðóãîâóþ ÷àñòîòó k, åñëè ïðè x = x1ñêîðîñòü ϑ = ϑ1, à ïðè x = x2 ñêîðîñòü ϑ = ϑ2.10. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè âäîëü îñè Oxòàê, ÷òî åå ñêîðîñòü ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ϑ = αx, ãäå α � ðàç-ìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ(t = 0, x = x0), íàéòè:à. çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìãíîâåííîé ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ÷àñòèöû;á. ñðåäíþþ âåëè÷èíó ñêîðîñòè ÷àñòèöû çà âðåìÿ, â òå÷åíèå êî-òîðîãî îíà ïðîéäåò ïåðâûå s ìåòðîâ ïóòè.11. Íàéòè òðàåêòîðèþ y(x), ìãíîâåííóþ è ñðåäíþþ ñêîðîñòü, ìãíî-âåííîå è ñðåäíåå óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m, åñëèåå äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:1. x = α(1− λ cos(ωt)), y = β(1− cos(ωt), 0 < λ < 1;2. x = α(1− λ cos(ωt)), y = β(1− sin(ωt), 0 < λ < 1.10



�2. Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êèÌåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-êè õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàíèåì 3 êîîðäèíàò è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðå-ìåíè. Çàêîí èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèÿìè Íüþòîíà:
m
d2~r

dt2
= ~F ,ãäå ~F � ðàâíîäåéñòâóþùàÿ âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþòî÷êó. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ðåøàòü äâà òèïà çàäà÷:1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à äèíàìèêè: ïî çàäàííûì ñèëàì îïðåäåëèòü õà-ðàêòåð äâèæåíèÿ òåëà.2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè: ïî çàäàííîìó õàðàêòåðó äâèæåíèÿîïðåäåëèòü äåéñòâóþùèå íà òåëî ñèëû.Ïðèìåð 1. Ñèëà òðåíèÿ ëîäêè ìàññîé m î âîäó ïðÿìî ïðîïîð-öèîíàëüíà êâàäðàòó åå ñêîðîñòè (êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

k). Ëîäêà äâèãàëàñü ñî ñêîðîñòüþ ϑ0. Íàéòè âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòî-ðîãî ñêîðîñòü ëîäêè óìåíüøèòñÿ â äâà ðàçà.�åøåíèå: Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ëîäêè âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûìçàêîíîì Íüþòîíà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå:
m
dϑ

dt
= −kϑ2.�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå

∫

dϑ

ϑ2
= − k

m

∫

dt,ïîëó÷èì
−1

ϑ
= − k

m
t+ C,ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà èçóñëîâèÿ, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñêîðîñòü ëîäêè ñîñòàâëÿëà ϑ0.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàõîäèì C = −1/ϑ0, îòêóäà −1

ϑ
= − k

m
t − 1

ϑ0
.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè, çà êîòîðîå ñêîðîñòü ëîäêè óìåíüøàåòñÿ11



â äâà ðàçà, ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ϑ = ϑ0/2, ïîëó÷èì
t =

m

kϑ0
.Îòâåò: t = m

kϑ0
.Ïðèìåð 2. Íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòîëå ëåæèò áðóñîê ìàññîé m. Âìîìåíò âðåìåíè t = 0 ê íåìó ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó ïðèêëàäû-âàþò ñèëó F , çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè F = kt, ãäå k � ïîñòîÿííàÿ.Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü áðóñêà â ìîìåíò îòðûâà, à òàêæå ïóòü, êîòî-ðûé îí ïðîéäåò ê ýòîìó ìîìåíòó.�åøåíèå: Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè:

m
dϑ

dt
= F cosα.Îòðûâ îò ñòîëà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ìåæäó áðóñêîì è ñòîëîìíåò âçàèìîäåéñòâèÿ, è ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ áðóñêà íà ñòîëñîñòàâëÿåò íóëü. Òîãäà óñëîâèå îòðûâà îòâå÷àåò ðàâåíñòâó äâóõ ñèë� âåðòèêàëüíîé ïðîåêöèè äåéñòâóþùåé ñèëû è ñèëû òÿæåñòè:

mg = F sinα.�åøàÿ îáà óðàâíåíèÿ, íàõîäèì óñêîðåíèå:
a =

kt cosα

m
.Ìîìåíò t0 îòðûâà îò ñòîëà: t0 = mg

k sinα
. Ñ ó÷åòîì �îðìóë êèíåìà-òèêè ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè è ïðîéäåííîãî ðàñ-ñòîÿíèÿ êàê �óíêöèè âðåìåíè (ïîäñòàíîâêà â ýòè �óíêöèè ìîìåíòàîòðûâà t0 äàñò ñêîðîñòü â ìîìåíò îòðûâà è ïðîéäåííîå äî îòðûâàðàññòîÿíèå):

ϑ =

∫ t0

0

adt =
k cosα

m

∫ t0

0

tdt =
mg2 cosα
2k sin2 α

,

s =

∫ t0

0

ϑdt =
k cosα

2m

∫ t0

0

t2dt =
m2g3 cosα
6k2 sin3 α

,Îòâåò: ϑ =
mg2 cosα
2k sin2 α

, s = m2g3 cosα
6k2 sin3 α

.12



Ïðèìåð 3. ×àñòèöà ìàññîém äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ~F =
~F0 sin(ωt). Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èçâåñòíû åå ðàäèóñ-âåêòîð ~r = 0è ñêîðîñòü ~ϑ = 0. Íàéòè ïîëîæåíèå ÷àñòèöû, ò.å. ðàäèóñ-âåêòîð ~r âçàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.�åøåíèå: Ñîãëàñíî îñíîâíîìó óðàâíåíèþ äèíàìèêè, óñêîðåíèåðàâíÿåòñÿ

d~ϑ

dt
=

~F0

m
sin(ωt).Îòñþäà íàõîäèì ýëåìåíòàðíîå ïðèðàùåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè d~ϑ çàâðåìÿ dt è çàòåì ïðèðàùåíèå ýòîãî âåêòîðà çà âðåìÿ îò 0 äî t:

~ϑ(t)− ~ϑ(0) =
~F0

m

∫ t

0

sin(ωt)dt.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϑ(0) = 0, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì
~ϑ(t) =

~F0

mω

(

1− cos(ωt)

)

.Òåïåðü íàéäåì d~r � ýëåìåíòàðíîå ïðèðàùåíèå, èëè ïðèðàùåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ~r ÷àñòèöû çà âðåìÿ dt:
d~r = ~ϑ(t)dt.Ïðèðàùåíèå æå ðàäèóñ-âåêòîðà çà âðåìÿ îò 0 äî t

~r(t)− ~r(0) =
~F0

mω

∫ t

0

(

1− cos(ωt)

)

dt.Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ~r(0) = 0,íàõîäèì
~r(t) =

~F0

mω2

(

ωt− sin(ωt)

)

.Îòâåò: ~r(t) = ~F0

mω2

(

ωt− sin(ωt)

).
13



Çàäà÷è1. Òåëî áðîøåíî ïîä óãëîì α ê ãîðèçîíòó. Îïðåäåëèòü íàèáîëü-øóþ âûñîòó è äàëüíîñòü ïîëåòà, åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà
ϑ0.2. Òÿæåëîå òåëî áðîøåíî ââåðõ ñ âûñîòû 12 ì ïîä óãëîì 30◦ êãîðèçîíòó ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ 12 ì/ñ. Îïðåäåëèòü ìàêñè-ìàëüíóþ âûñîòó, êîòîðîé äîñòèãíåò òåëî è äàëüíîñòü ïîëåòà.Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü.3. Ïóëÿ ìàññîé 20 ã â ìîìåíò óäàðà î ñòåíêó ïîä óãëîì 90◦ èìåëàñêîðîñòü 300 ì/ñ. Óãëóáèâøèñü â ñòåíêó íà êàêîå-òî ðàññòîÿ-íèå, îíà îñòàíîâèëàñü ÷åðåç âðåìÿ 5 · 10−4 ñ. Îïðåäåëèòü:à. ñðåäíþþ ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ ñòåíêè Fc è ðàññòîÿíèå l, íàêîòîðîå ïóëÿ ïðîíèêëà;á. ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ϑk ïóëÿ âûëåòèò èç ñòåíêè, åñëè ñòåíêàáóäåò èìåòü òîëùèíó 5 ñì.4. Òåëî ìàññîé m íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ìî-ìåíò âðåìåíè t = 0 ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = F0 cos(ωt), ãäå
F0 è ω � ïîñòîÿííûå. Íàéòè ïóòü, ïðîéäåííûé òåëîì äî ïåðâîéîñòàíîâêè.5. Èç ñïîðòèâíîãî àðáàëåòà âåðòèêàëüíî ââåðõ âûïóùåíà ñòðåëàìàññîé m ñî ñêîðîñòüþ ϑ0. Ñèëà òðåíèÿ ñòðåëû î âîçäóõ ïðÿìîïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè (êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè
k). Íàéòè âðåìÿ ïîäúåìà ñòðåëû äî âåðõíåé òî÷êè òðàåêòîðèè.6. Òåëî ìàññîé m íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ìî-ìåíò âðåìåíè t = 0 ñî ñêîðîñòüþ ϑ0 ïîä äåéñòâèåì ñèëû F =

kϑ, ãäå k � ïîñòîÿííàÿ, ϑ � ñêîðîñòü òåëà. Íàéòè ñêîðîñòü òåëàè ïðîéäåííûé èì ïóòü â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.7. Èç ïóøêè âûïóñòèëè ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñíàðÿäà ñî ñêîðî-ñòüþ ϑ0, ïåðâûé ïîä óãëîì α, âòîðîé ïîä óãëîì β ê ãîðèçîíòó(àçèìóò îäèí è òîò æå ). Íàéòè èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó âû-ñòðåëàìè, ïðè êîòîðîì ñíàðÿäû ñòîëêíóòñÿ äðóã ñ äðóãîì.14



8. Ïóëÿ, ïðîáèâ äîñêó òîëùèíîé h, èçìåíèëà ñâîþ ñêîðîñòü îò
ϑ0 äî ϑ. Íàéòè âðåìÿ äâèæåíèÿ ïóëè â äîñêå, ñ÷èòàÿ ñèëó ñî-ïðîòèâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé íåêîòîðîé ñòåïåíè ñêîðîñòè ϑα(α > 1).9. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì
x = a cos(kt), y = b sin(kt). Îïðåäåëèòü ñèëó F , âûçûâàþùóþýòî äâèæåíèå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèëà çàâèñèò òîëüêî îò ïîëî-æåíèÿ òî÷êè.10. Îïðåäåëèòü ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ âîäû äâèæåíèþ ëîäêè âåñà P ,åñëè åå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

x =
P

agϑ0[1− exp

(−ag
P

t

)]

,ãäå ϑ0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, a � ïîñòîÿííûé êîý�-�èöèåíò. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåéòîëüêî ñêîðîñòè ëîäêè.11. Âîçäóøíûé øàð ìàññîé m ïàäàåò âíèç. Íà âûñîòå H ñêîðîñòüøàðà ðàâíà ϑ0, à óñêîðåíèå a0. Êàêîé áàëëàñò íåîáõîäèìî ñáðî-ñèòü, ÷òîáû øàð ìÿãêî (ϑ = 0) ïðèçåìëèëñÿ? Ñèëó ñîïðîòèâ-ëåíèÿ âîçäóõà ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé.12. Àâòîìîáèëü ìàññîé m òîðìîçèò, äâèãàÿñü ïî ãîðèçîíòàëüíîéïðÿìîé. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà çàâèñèò îò ñêîðîñòè, Rc =
kϑ, êîý��èöèåíò òðåíèÿ f . Çà êàêîå âðåìÿ ñêîðîñòü àâòîìîáè-ëÿ óìåíüøèòñÿ ñ ϑ0 äî ϑ1?13. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ïîãëàäêîé êðèâîëèíåéíîé íàïðàâëÿþùåé, ðàñïîëîæåííîé â ãîðè-çîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = Q sin(kt). Ñèëàîáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë α ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè. Îïðåäåëèòüñêîðîñòü òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t.14. Àâòîìîáèëü ìàññîé m1 áåç ãðóçà ðàçãîíÿåòñÿ ñ ìåñòà äî çà-äàííîé ñêîðîñòè çà âðåìÿ t1. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîñêîðîñòè. Çà êàêîå âðåìÿ ðàçãîíÿåòñÿ äî òîé æå ñêîðîñòè àâòî-ìîáèëü ñ ãðóçîì m2? 15



�3. Äâèæåíèå â ïîëÿõÏîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r) çàâèñèò òîëüêîîò ðàññòîÿíèÿ å¼ äî öåíòðà ïîëÿ, r = |~r|. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèëà
~F = −gradU(r) = −~r

r

dU

dríàïðàâëåíà ïî ðàäèóñ-âåêòîðó ~r è èìååò íóëåâîé ìîìåíò îòíîñèòåëü-íî öåíòðà ïîëÿ,
~K =

[

~r, ~F
]

,÷òî ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà èìïóëüñà
~M =

[

~r, ~p
]

= 
onst.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé âåêòîðó ~M . Ââîäÿ â ýòîé ïëîñêîñòè ïîëÿðíûåêîîðäèíàòû (r, ϕ), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà ââèäå:
L =

m

2

(

ṙ2 + r2ϕ̇2
)

− U(r).Öèêëè÷íîñòü êîîðäèíàòû ϕ ñîîòâåòñòâóåò ñîõðàíåíèþ ìîìåíòà èì-ïóëüñà
M =

∂L
∂ϕ̇

= mr2ϕ̇ = 
onst.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ñëåäóåò èççàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
m

2

(

ṙ2 + r2ϕ̇2
)

+ U(r) = E = 
onst.Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ϕ̇ = M/(mr2) è ðàçðåøàÿ äàííîå óðàâíåíèå îòíî-ñèòåëüíî ṙ, ïîëó÷àåì:
ṙ = ±

√

2

m

[

E − U(r)
]

− M2

m2r2
.Âûáîð çíàêà ïåðåä êîðíåì îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ÷àñòèöû (ṙ > 0 ñîîòâåòñòâóåò óäàëåíèþ îò öåíòðà, ṙ < 0 � ïðèáëè-æåíèþ ÷àñòèöû ê öåíòðó). Èíòåãðàë îò ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåò16



çàêîí ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû. Îáëàñòü äîñòóïíûõ äëÿ äâè-æåíèÿ çíà÷åíèé êîîðäèíàòû r îãðàíè÷åíà óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíî-ñòè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ:
E ≥ Ueff ,ãäå Ueff(r) = U(r) +

M
2mr2

� ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë äëÿ ðàäèàëü-íîãî äâèæåíèÿ.Ïðèìåð 1. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M äâèæåòñÿ â âåðòèêàëüíîéïëîñêîñòè ïîä äåéñòâèåì öåíòðàëüíîé ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, ïðîïîðöè-îíàëüíîé åå ðàññòîÿíèþ äî íåïîäâèæíîãî öåíòðà: ~F = −k2m~r, ãäå ~r� ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, m � åå ìàññà, k2 � ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò.Íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òî÷êè, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò îíàçàíèìàëà ïîëîæåíèå M0

(

a,− g
k2

) è èìåëà ñêîðîñòü ~ϑ0, íàïðàâëåí-íóþ ïî âåðòèêàëè ââåðõ.�åøåíèå: Íà÷àëî îñåé äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò âçÿòî â íåïîäâèæ-íîì öåíòðå O, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ òî÷êà M . Îñü x ïðîõîäèòïî ãîðèçîíòàëè âïðàâî, îñü y � ïî âåðòèêàëè ââåðõ. Çàïèøåì íà-÷àëüíûå óñëîâèÿ:
t = 0 x = a, y = − g

k2
, ẋ = 0, ẏ = ϑ0.Ê ìàòåðèàëüíîé òî÷êå ïðèëîæåíû ñëåäóþùèå ñèëû: ~P = m~g � ååâåñ, ~F = −k2m~r � ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, íàïðàâëåííàÿ ê íåïîäâèæíîìóöåíòðó O. Ñîñòàâèì âåêòîðíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâè-æåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

m~̈r = m~g− k2m~r.Ïðîåêòèðóÿ íà îñè x è y, ïîëó÷èì
ẍ+ k2x = 0, (1)
ÿ + k2y = −g. (2)Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äè��åðåíöèàëüíûìóðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿåãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 +17



k2 = 0, îòêóäà λ1,2 = ±ki. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) çàïèøåòñÿ â âèäå:
x = C1 cos(kt) + C2 sin(kt), (3)ãäå C1, C2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1 è C2âû÷èñëèì

ẋ = −C1k sin(kt) + C2k cos(kt) (4)è çàòåì ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (3) t = 0, x = a, à â óðàâíåíèå (4)
t = 0, ẋ = 0. Íàõîäèì: C1 = a, C2 = 0. Âíîñÿ ýòè çíà÷åíèÿ C1 è C2â óðàâíåíèå (3), èìååì:

x = a cos(kt). (5)Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2), â îòëè÷èå îò äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ (1), ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî îáùååðåøåíèå èìååò âèä
y = y1 + y2, (6)ãäå y2 � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à y1 � îáùååðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:
ÿ + k2y = 0. (7)Çàìåòèâ, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (7) àíàëîãè÷íî äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (1), çàïèøåì:

y = C3 cos(kt) + C4 sin(kt). (8)Ïðàâàÿ ÷àñòü äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) ïîñòîÿííà. Ïîýòî-ìó èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå y2 = A, ãäå A = 
onst. Ïîëîæèâ âóðàâíåíèè (2) y = A, íàõîäèì:
y2 = − g

k2
. (9)Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëàìè (8) è (9), çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ïî�îðìóëå (6):

y = C3 cos(kt) + C4 sin(kt)−
g
k2
. (10)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ C3 è C4 âû÷èñëèì:

ẏ = −C3k sin(kt) + C4k cos(kt). (11)18



Çàòåì ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (10) t = 0, y = − g
k2
, à â óðàâíåíèå(11) t = 0, ẏ = ϑ0. Òîãäà C3 = 0, C4 =

ϑ0
k
. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ âóðàâíåíèå (10), ïîëó÷èì:

y =
ϑ0
k

sin(kt)− g
k2
. (12)Çàìå÷àÿ, ÷òî

cos(kt) =
x

a
, sin(kt) =

k

ϑ0

(

y +
g
k2

)

,ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè
x2

a2
+

(

y +
g
k2

)2

(

ϑ0
k

)2 = 1.Îòâåò: Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû � ýëëèïñ ñ öåíòðîì âòî÷êå A(0,− g
k2

). Îäíà ïîëóîñü ýëëèïñà ðàâíà a, à äðóãàÿ ïîëóîñüðàâíà ϑ0
k
. Çàäà÷è1. ×àñòèöà, èìåþùàÿ ìàññó m è çàðÿä e, âëåòàåò â îäíîðîäíîåñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ~E ñî ñêîðîñòüþ ϑ0, ïåðïåí-äèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ äâè-æåíèÿ ÷àñòèöû.2. ×àñòèöà ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e ïîïàäàåò â îäíîðîäíîå òîð-ìîçÿùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ~E ñî ñêîðîñòüþ ϑ0, ïàðàëëåëüíîéíàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Îïðåäåëèòü âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ÷àñòèöàâåðíåòñÿ â íà÷àëüíóþ òî÷êó.3. ×àñòèöà ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e ïîïàäàåò â îäíîðîäíîå ñòàöè-îíàðíîå ìàãíèòíîå ïîëå ~H ñî ñêîðîñòüþ ϑ0, ïåðïåíäèêóëÿðíîéê íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ äâè-æåíèÿ ÷àñòèöû. 19



4. ×àñòèöà ñ ìàññîé m è çàðÿäîì e ïîïàäàåò â îäíîðîäíîå ýëåê-òðè÷åñêîå ïîëå, ìåíÿþùååñÿ ïî çàêîíó ~E = ~E0 cos(ωt) ñî ñêî-ðîñòüþ ϑ0, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.5. ×àñòèöà ìàññû m, èìåþùàÿ çàðÿä e, äâèæåòñÿ ìåæäó îáêëàä-êàìè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ â êîíäåíñàòîðå ~E = ~E0 cos(ωt), ãäå ~E0 è ω � êîíñòàíòû. Âìîìåíò âðåìåíè t = 0 ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû è ñêîðîñòü èìåëèçíà÷åíèÿ ~r(0) = ~r0 è ~ϑ(0) = ~ϑ0. Íàéòè ~r(t) è ~ϑ(t).6. ×àñòèöà ìàññû m äâèæåòñÿ ïîä âëèÿíèåì ñèëû, ïðîïîðöèî-íàëüíîé ðàññòîÿíèþ îò íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êè O è íà-ïðàâëåííîé âñåãäà â ýòó òî÷êó: ~F = −k~r. Íàéòè ðàäèóñ-âåêòîðè ñêîðîñòü ÷àñòèöû êàê �óíêöèè âðåìåíè, åñëè â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t = 0 îíà íàõîäèëàñü â ïîëîæåíèè ~r0 è èìåëàñêîðîñòü ~ϑ0 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé
O. Ïîëó÷èòü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè.7. ×àñòèöà ìàññû m äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè â ñðå-äå ñ ñîïðîòèâëåíèåì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè: ~Fc = −k~ϑ.Íàéòè ðàäèóñ-âåêòîð ~r(t) è ñêîðîñòü ~ϑ(t) ÷àñòèöû êàê �óíê-öèè âðåìåíè, åñëè ~r0 =

{

0, 0, r0
} è ~ϑ0 =

{

ϑ0 cosα, 0, ϑ0 sinα
}.Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.8. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) = −Ax4, åñëè ïîë-íàÿ ýíåðãèÿ åå ðàâíà íóëþ.9. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ñèëû, ïîä äåéñòâèåì êîòîðîé ìàòåðè-àëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè z = 0 ïî çàêîíó

x = a
h(kt), y = bsh(kt).10. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé �ÿìå� ñ áåñêîíå÷íî âûñîêèìè �ñòåíêàìè�. Øèðèíà ÿìû a,ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö E. Âû÷èñëèòü ñðåäíþþ ñèëó, ñ êîòîðîé÷àñòèöà äåéñòâóåò íà ñòåíêó.11. Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ çàðÿäà â ìàãíèòíîì ïîëå ~H =
{

0, 0, H0×

cos(y/a)
}, åñëè ~r(0) = 0, ~ϑ(0) = {0, aω, 0}, ãäå ω =

eH0

mc
.20



�4. Äâèæåíèå òåë ïåðåìåííîéìàññûÓðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî � îñíîâíîå óðàâíåíèå â ìåõàíèêå òåë ïå-ðåìåííîé ìàññû, ïîëó÷åííîå È. Ìåùåðñêèì â 1904 ãîäó:
md~ϑ

dt
= ~F ex +

dm

dt
~u.Çäåñü m � ïåðåìåííàÿ ìàññà òåëà,

ϑ � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òåëà ïåðåìåííîé ìàññû,
F ex � âíåøíèå ñèëû (ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû, ñèëà òÿæåñòè è ò.ï.),
u � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü îòäåëÿþùèõñÿ ÷àñòèö,
dm

dt
� ðàñõîä ìàññû.Ïðèìåð 1. �àêåòó ìàññîé M çàïóñêàþò âåðòèêàëüíî. Ñêîðîñòüèñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç ñîïëà äâèãàòåëÿ ðàâíà u. Ïðè êàêîì ðàñõîäå òîï-ëèâà (ìàññû â åäèíèöó âðåìåíè) ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿ áóäåò äîñòà-òî÷íà, ÷òîáû:à. óðàâíîâåñèòü äåéñòâóþùóþ íà ðàêåòó ñèëó òÿæåñòè;á. ñîîáùèòü ðàêåòå óñêîðåíèå a.�åøåíèå:à. Åñëè ðàñõîä òîïëèâà ðàâåí dm

dt
= µ, à ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâèç ñîïëà u, òî çà åäèíèöó âðåìåíè ðàêåòå ñîîáùàåòñÿ èìïóëüñ

µu, êîòîðûé, ñîãëàñíî çàêîíàì Íüþòîíà, ðàâåí ðåàêòèâíîé ñè-ëå. Ïîýòîìó:
mdϑ

dt
= F ex − µu.Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

F ex − µu = 0è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
F ex = mg,íàéäåì ðàñõîäå òîïëèâà (ìàññû â åäèíèöó âðåìåíè):

µ =
dm

dt
=
mg
u
.21



á. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
ma = F ex − µu.Îòêóäà,

µ =
dm

dt
=

F ex −ma

u
.Îòâåò: µ = mg/u, µ =

F ex −ma

uÏðèìåð 2. Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ðàêåòû â ìîìåíò ïîëíîãî âû-ãîðàíèÿ òîïëèâà, åñëè íà÷àëüíàÿ ìàññà ðàêåòû m0 = 100 êã, ìàññàçàðÿäàmf = 50 êã, îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü âûõîäà ïðîäóêòîâ ñãîðà-íèÿ u = 800 ì/ñ. Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà è óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòèíå ó÷èòûâàòü.�åøåíèå: Çàïèøåì óðàâíåíèå Ìåùåðñêîãî
mdϑ

dt
= F ex − u

dm

dt
,ãäåm � òåêóùàÿ ìàññà ðàêåòû, dm � èçìåíåíèå ìàññû ðàêåòû çà áåñ-êîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ dt, dϑ � èçìåíåíèå ñêîðîñòè ðàêåòû çà âðåìÿ

dt. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è âåëè÷èíà F ex = 0. Äàëåå, ðàçäåëÿÿ ïåðåìåí-íûå è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå
1

u

∫ ϑT

0

dϑ = −
∫ m0−mf

m0

dm

m
,ïîëó÷èì

ϑT = u ln

∣

∣

∣

∣

m0

m0 −mf

∣

∣

∣

∣

.Îòâåò: ϑT = u ln

∣

∣

∣

∣

m0

m0 −mf

∣

∣

∣

∣

= 555 ì/ñ.Ïðèìåð 3. �àêåòà ïîääåðæèâàåòñÿ â âîçäóõå íà ïîñòîÿííîé âû-ñîòå, âûáðàñûâàÿ âåðòèêàëüíî âíèç ñòðóþ ãàçà ñî ñêîðîñòüþ u. Íàé-òè:à. ñêîëüêî âðåìåíè ðàêåòà ñìîæåò îñòàâàòüñÿ íà ýòîé âûñîòå, åñëèíà÷àëüíàÿ ìàññà òîïëèâà ñîñòàâëÿåò η-þ ÷àñòü åå ìàññû (áåçòîïëèâà); 22



á. êàêóþ ìàññó µ(t) ãàçîâ äîëæíà åæåñåêóíäíî âûáðàñûâàòü ðà-êåòà, ÷òîáû îñòàâàòüñÿ íà ïîñòîÿííîé âûñîòå, åñëè íà÷àëüíàÿìàññà ðàêåòû (ñ òîïëèâîì) ðàâíà m0.�åøåíèå:à. Â äàííîì ñëó÷àå dϑ/dt = 0 è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèìåò âèä:
mg+ dm

dt
u = 0,èëè ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

dm

m
= −g

u
dt. (1)Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò

ln

(

m

m0

)

= −g
u
t. (2)Îòñþäà

t =
ug ln(m0

m

)

=
ug ln(1 + η),ãäå ó÷òåíî η = (m0 −m)/m.á. Èç óðàâíåíèÿ (1) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî

µ = −dm
dt

=
g
u
m,ãäå m íàõîäèì èç (2): m = m0e

−gt/u. Â ðåçóëüòàòå
µ =

g
u
m0e

−gt/u.Îòâåò: à. t = ug ln(1 + η); á. µ =
g
u
m0e

−gt/u.Ïðèìåð 4. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ìàññû m0 äâèæåòñÿ â îòñóò-ñòâèè âíåøíåãî ñèëîâîãî ïîëÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ϑ0. Äëÿ èçìå-íåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ áûë âêëþ÷åí ðåàêòèâíûé äâèãàòåëü,êîòîðûé ñòàë âûáðàñûâàòü ñòðóþ ãàçà ñ ïîñòîÿííîé îòíîñèòåëüíîêîðàáëÿ ñêîðîñòüþ u, ïðè÷åì âåêòîð ~u âñå âðåìÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí23



íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ êîðàáëÿ. Â êîíöå ðàáîòû äâèãàòåëÿ ìàññàêîðàáëÿ ñòàëà ðàâíîé m. Íà êàêîé óãîë èçìåíèëîñü íàïðàâëåíèåäâèæåíèÿ êîðàáëÿ çà âðåìÿ ðàáîòû äâèãàòåëÿ?�åøåíèå: Íàéäåì ïðèðàùåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè êîðàáëÿ çà ïðî-ìåæóòîê âðåìåíè dt. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ
md~ϑ

dt
= ~F ex +

dm

dt
~uíà dt è ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ex = 0, ïîëó÷èì

dϑ =
dm

m
u.Çäåñü dm < 0. Òàê êàê âåêòîð ~u âñå âðåìÿ ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó

~ϑ, òî ìîäóëü âåêòîðà ϑ íå ìåíÿåòñÿ è îñòàåòñÿ ðàâíûì ñâîåìó ïåð-âîíà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ: ϑ = ϑ0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óãîë ïîâîðîòà
dα âåêòîðà ~ϑ çà âðåìÿ dt îïðåäåëÿåòñÿ êàê

dα =
|dϑ|
ϑ0

=
u

ϑ0

∣

∣

∣

∣

dm

m

∣

∣

∣

∣

.Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì
α =

u

ϑ0
ln(m0/m).Îòâåò: α =

u

ϑ0
ln(m0/m).Çàäà÷è1. Îïðåäåëèòü çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû ðàêåòû ïðè âåðòèêàëüíîìïîäúåìå â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè:à. ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ;á. ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì.Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ ïîñòîÿííà.2. Ñîñòàâèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âîñõîäÿùåãî äâèæå-íèÿ ðàêåòû. Ý��åêòèâíóþ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ u ñ÷èòàòü24



ïîñòîÿííîé. Ìàññà ðàêåòû èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó m = m0f(t)(çàêîí ñãîðàíèÿ). Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ÿâëÿåòñÿ çàäàí-íîé �óíêöèåé ñêîðîñòè è ïîëîæåíèÿ ðàêåòû: R(x, ẋ).3. �àêåòà íà÷àëüíîé ìàññû m0 ïîäíèìàåòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõâ îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì ng (g� óñêîðåíèå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ). Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåìàòìîñ�åðû è ñ÷èòàÿ ý��åêòèâíóþ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ uïîñòîÿííîé, îïðåäåëèòü:à. çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû ðàêåòû;á. çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû ðàêåòû ïðè îòñóòñòâèè ïîëÿ òÿãî-òåíèÿ.4. �àêåòà äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå ñèëû òÿæåñòè ââåðõ ñ ïî-ñòîÿííûì óñêîðåíèåì a. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì àòìîñ�å-ðû è ñ÷èòàÿ ý��åêòèâíóþ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ u ïîñòîÿí-íîé, îïðåäåëèòü âðåìÿ T , çà êîòîðîå ìàññà ðàêåòû óìåíüøèòñÿâ äâà ðàçà.5. Ý��åêòèâíàÿ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ èç ðàêåòû u = 2.4 êì/ñ.Êàêîé ïðîöåíò äîëæåí ñîñòàâëÿòü âåñ òîïëèâà îò ñòàðòîâîãîâåñà ðàêåòû, ÷òîáû ðàêåòà, äâèæóùàÿñÿ âíå ïîëÿ òÿãîòåíèÿ èàòìîñ�åðû, ïðèîáðåëà ñêîðîñòü 9 êì/ñ?6. Òåëî ïåðåìåííîé ìàññû, èìåÿ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü, ðàâíóþ íó-ëþ, äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a ïî ãîðèçîíòàëüíûìíàïðàâëÿþùèì. Ý��åêòèâíàÿ ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ u ïî-ñòîÿííà. Îïðåäåëèòü, ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåì, ïóòü, ïðîé-äåííûé òåëîì äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà åãî ìàññà óìåíüøèòñÿ â
k ðàç.7. Êàêîé ïóòü ïðîéäåò ðàêåòà íà ïðÿìîëèíåéíîì àêòèâíîì ó÷àñò-êå â ïóñòîòå è ïðè îòñóòñòâèè ñèë òÿãîòåíèÿ çà âðåìÿ ðàçãîíàîò íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè äî ñêîðîñòè, ðàâíîé ý��åêòèâ-íîé ñêîðîñòè èñòå÷åíèÿ ïðîäóêòîâ ñãîðàíèÿ u, åñëè èçâåñòíàíà÷àëüíàÿ ìàññà ðàêåòû m0 è ñåêóíäíûé ðàñõîä β?25



8. �àêåòà ïîäíèìàåòñÿ ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ âåðòèêàëü-íî ââåðõ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ìàññà ðà-êåòû (ñ òîïëèâîì) ðàâíà m0. Ñêîðîñòü ãàçîâîé ñòðóè ïîñòîÿííàè ðàâíà u îòíîñèòåëüíî ðàêåòû. Ïðåíåáðåãàÿ ñîïðîòèâëåíèåìâîçäóõà, íàéòè ñêîðîñòü ϑ ðàêåòû â çàâèñèìîñòè îò åå ìàññû mè âðåìåíè ïîäúåìà t.9. Æåëåçíîäîðîæíàÿ ïëàò�îðìà â ìîìåíò t = 0 íà÷èíàåò äâè-ãàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû òÿãè ~F . Ïðåíåáðåãàÿòðåíèåì â îñÿõ, íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñêîðîñòè ïëàò-�îðìû ϑ(t), åñëè:à. ïëàò�îðìà íàãðóæåíà ïåñêîì, êîòîðûé âûñûïàåòñÿ ÷åðåçîòâåðñòèå â åå äíå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ µ, à â ìîìåíò
t = 0 ìàññà ïëàò�îðìû ñ ïåñêîì ðàâíà m0;á. íà ïëàò�îðìó, ìàññà êîòîðîé m0, â ìîìåíò t = 0 íà÷èíàåòâûñûïàòüñÿ ïåñîê èç íåïîäâèæíîãî áóíêåðà òàê, ÷òî ñêî-ðîñòü ïîãðóçêè ïîñòîÿííà è ðàâíà µ.10. �àêåòà ñ çàïàñîì òîïëèâà èìååò íà÷àëüíóþ ìàññó m0. Òîïëèâîñæèãàåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ðàñõîäîì, òàê ÷òî dm/dt = −c, ãäåm �ìãíîâåííàÿ ìàññà ðàêåòû. Ïðîäóêòû ñãîðàíèÿ âûáðàñûâàþòñÿñ ïîñòîÿííîé îòíîñèòåëüíî ðàêåòû ñêîðîñòüþ u. Ïðåíåáðåãàÿñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, íàéòè ñêîðîñòü ϑ ðàêåòû, äâèæóùåé-ñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ, â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t. Óñêî-ðåíèå ñèëû òÿæåñòè g ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì.11. �àêåòà äâèæåòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæå-ñòè. Íàéòè ñêîðîñòü è ïîëîæåíèå ðàêåòû ïîñëå ñãîðàíèÿ òîïëè-âà ìàññûM . Ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãàçîâ u ïîñòîÿííà è ïîñòîÿíåíðàñõîä òîïëèâà dm/dt = k = 
onst. Íà÷àëüíàÿ ìàññà ðàêåòûâìåñòå ñ òîïëèâîì ðàâíà m0.

26



�5. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è�àìèëüòîíà. Ñêîáêè Ïóàññîíà1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ qi íàçûâàþòñÿ óðàâíåíè-ÿìè Ëàãðàíæà
d

dt

(

∂L
∂q̇α

)

− ∂L
∂qα

= 0,ãäå L(qα, q̇α, t) = T (qα, q̇α) − U(qα, t) � �óíêöèÿ Ëàãðàíæà, Tè U � ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿìàòåðèàëüíîé òî÷êè (α = 1, 2, ..., s, ãäå s � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâî-áîäû).2. Â êàíîíè÷åñêîì (ãàìèëüòîíîâîì) �îðìàëèçìå ìåõàíè÷åñêîå ñî-ñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îáîáùåííûõ êîîðäè-íàò qα è îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ pα (α = 1, 2, ..., s, ãäå s � ÷èñëîñòåïåíåé ñâîáîäû). Ïî îïðåäåëåíèþ
pα =

∂L
∂q̇α

. (1)Ïåðåìåííûå qα è pα íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìèïåðåìåííûìè. Åñëè ââåñòè �óíêöèþ �àìèëüòîíà H, îïðå-äåëÿåìóþ �îðìóëîé
H(q, p, t) =

s
∑

β=1

pβ q̇β −L(q, q̇, t), (2)â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîé âåëè÷èíû q̇ âûðàæåíû êàê �óíêöèè p,
q è t ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1), òî óðàâíåíèÿ äëÿ pα(t) è qα(t)(óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà) èìåþò âèä:

dpα
dt

= −∂H
∂qα

,
dqα
dt

=
∂H
∂pα

, α = 1, ..., s. (3)Âûðàæåíèå (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:
H(q, p, t) = T (p, q) + U(q, t),

T è U � êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñèñòåìû.27



3. Ñêîáêîé Ïóàññîíà äâóõ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé èìïóëüñîâ èêîîðäèíàò, φ(p, q, t) è ϕ(p, q, t), íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
{φ, ϕ} =

s
∑

α

{

∂φ

∂pα

∂ϕ

∂qα
− ∂φ

∂qα

∂ϕ

∂pα

}

.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêîáîê Ïóàññîíà:à. Àíòèêîììóòàòèâíîñòü:
{

φ, ϕ
}

= −
{

ϕ, φ
}

.á. Äëÿ c = 
onst:
{

φ, c
}

≡ 0.â. Äèñòðèáóòèâíîñòü:
{

c1φ+ c2ϕ, ψ
}

= c1
{

φ, ψ
}

+ c2
{

ϕ, ψ
}

,ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.ã. �àñïðåäåëèòåëüíîå ñâîéñòâî:
{

φ · ϕ, ψ
}

= φ
{

ϕ, ψ
}

+ ϕ
{

φ, ψ
}

.ä. Äè��åðåíöèðîâàíèå:
∂

∂t

{

φ, ϕ

}

=

{

∂φ

∂t
, ϕ

}

+

{

φ,
∂ϕ

∂t

}

.å. Äëÿ ϕ = pα:
{

φ, pα
}

=
∂φ

∂qα
.æ. Äëÿ ϕ = qα:

{

φ, qα
}

=
∂φ

∂pα
.ç. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñêîáêè Ïóàññîíà:

{

pα, qβ
}

= δα,β,
{

pα, pβ
}

=
{

qα, qβ
}

= 0.è. Òîæäåñòâî ßêîáè:
{

φ,
{

ϕ, ψ
}}

+
{

ϕ,
{

ψ, φ
}}

+
{

ψ,
{

φ, ϕ
}}

= 0.28



Äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f(q, p, t) èìååì:
df

dt
=
∂f

∂t
+
{

H, f
}

.4. Ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííûõ p, q ê íîâûì ïåðåìåííûì
Pα = Pα(q, p, t), Qα = Qα(q, p, t)íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè óðàâíåíèÿ äëÿ

P , Q ñíîâà èìåþò âèä óðàâíåíèé �àìèëüòîíà
dPα

dt
= − ∂H′

∂Qα
,

dQα

dt
=
∂H′

∂Pα
, α = 1, ..., s.

H′ 6= H, åñëè P è Q ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äëÿ âñÿêîãî êàíî-íè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ,èç êîòîðîãî îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèìîãóò áûòü çàäàíû êàê �óíêöèè îäíîãî èç ÷åòûðåõ íàáîðîâíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:
qα,Qβ; qα,Pβ; pα,Qβ; pα,Pβ.Ïóñòü, íàïðèìåð, F = F(qα,Qβ, t) � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ âïåðåìåííûõ qα,Qβ. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

pα =
∂F
∂qα

, Pα = − ∂F
∂Qα

, H′ = H+
∂F
∂t
.Ïðèìåð 1. Ñîñòàâèòü �óíêöèþ Ëàãðàíæà è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿËàãðàíæà äëÿ ñëåäóþùèõ ñâîáîäíûõ ñèñòåì:à. Ñâîáîäíî äâèãàþùàÿñÿ ÷àñòèöà;á. Ëèíåéíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð;â. ×àñòèöà, äâèãàþùàÿñÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå ïîääåéñòâèåì ñèëû ïðèòÿæåíèÿ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé êâàä-ðàòó ðàññòîÿíèÿ äî ñèëîâîãî öåíòðà.�åøåíèå: 29



à. Òàê êàê íà ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó íå äåéñòâóþò íèêàêèå ñèëû, òîåå �óíêöèÿ Ëàãðàíæà áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè:
L =

m

2

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

.Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
d

dt

(

∂L
∂ẋ

)

− ∂L
∂x

= 0,
d

dt

(

∂L
∂ẏ

)

− ∂L
∂y

= 0,
d

dt

(

∂L
∂ż

)

− ∂L
∂z

= 0,íàéäåì
mẍ = 0, mÿ = 0, mz̈ = 0.Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (~r(t =

0) = ~r0, ~ϑ(t = 0) = ~ϑ0
), ïîëó÷èì:
~r(t) = ~r0 + ~ϑ0t.á. Ëèíåéíûì ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì íàçûâàþò ÷àñòèöó ìàñ-ñû m, äâèãàþùóþñÿ ïî ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = −kx(k = 
onst). Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ñèëû ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
~F = −gradU(x),ïîëó÷èì
U(x) =

kx2

2
.Òàê êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà

T =
mẋ2

2
,òî äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæà íàéäåì

L =
mẋ2

2
− kx2

2
.Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèå Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿîñöèëëÿòîðà â âèäå

ẍ + ω2x = 0,ãäå ω2 = k/m. 30



â. Çàïèøåì ñèëó äåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ïîëå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
~F = − α

ρ2
~eρ,ãäå α � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîëàãàÿ ïîòåíöèàë ðàâíûìíóëþ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå îò ñèëîâîãî öåíòðà, äëÿïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû íàéäåì

U(ρ) =
α

ρ
.Òàê êàê êâàäðàò ñêîðîñòè ÷àñòèöû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò èìååò âèä ϑ2 = ρ̇2 + ρ2ϕ̇2, òî äëÿ �óíêöèè Ëàãðàíæàïîëó÷àåì âûðàæåíèå

L =
m

2

(

ρ̇2 + ρ2ϕ̇2
)

− α

ρ
.Ñîñòàâëÿÿ óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

d

dt

(

∂L
∂ρ̇

)

− ∂L
∂ρ

= 0,
d

dt

(

∂L
∂ϕ̇

)

− ∂L
∂ϕ

= 0,íàéäåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
mρ̈−mρϕ̇2 +

α

ρ2
= 0, mρ2ϕ̈+ 2mρρ̇ϕ̇ = 0,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ÷àñòèöûâ ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

maρ = − α

ρ2
, maϕ = 0,ãäå aρ è aϕ � ðàäèàëüíîå è óãëîâîå óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû.Ïðèìåð 2. Ñîñòàâèòü �óíêöèþ �àìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå òÿ-æåñòè, â äåêàðòîâîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîð-äèíàò. Äëÿ ñëó÷àÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìû ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.�åøåíèå: Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �àìèëüòîíà èñïîëüçóåì ñî-îòíîøåíèå (2), çàìåíèâ â íåì îáîáùåííûå ñêîðîñòè q̇α íà èìïóëüñû

pα ñ ïîìîùüþ (1). 31



à. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ:
L(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) = m

2

(

ẋ2 + ẏ2 + ż2
)

−mgz,

px =
∂L
∂ẋ

= mẋ, py =
∂L
∂ẏ

= mẏ, pz =
∂L
∂ż

= mż.Òîãäà ñ ïîìîùüþ (2), íàõîäèì
H(x, y, z, px, py, pz) =

p2x + p2y + p2z
2m

+mgz.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ:
{

ṗx = 0, ṗy = 0, ṗz = −mg,
ẋ =

px
m
, ẏ =

py
m
, ż =

pz
m
.Îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä:







px(t) = p0x, py(t) = p0y, pz(t) = p0z −mgt,

x(t) =
p0xt

m
+ x0, y(t) =

p0yt

m
+ y0, z(t) = −gt

2

2
+
p0zt

m
+ z0.Çäåñü ïîñòîÿííûå p0x, p0y, p0z, x0, y0, z0 îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿèìïóëüñà è êîîðäèíàò â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.á. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

L(̺, ϕ, z, ˙̺, ϕ̇, ż) = m

2

(

˙̺2 + ̺2ϕ̇2 + ż2
)

−mgz,

p̺ =
∂L
∂ ˙̺

= m ˙̺, pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= m̺2ϕ̇, pz =
∂L
∂ż

= mż.

H(̺, ϕ, z, p̺, pϕ, pz) =
1

2m

(

p2̺ +
p2ϕ
̺2

+ p2z

)

+mgz.â. Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:
L(ρ, φ, θ, ρ̇, φ̇, θ̇) = m

2

(

ρ̇2 + ρ2φ̇2 + ρ2θ̇2 sin2 φ

)

−mgρ cos φ,

pρ =
∂L
∂ρ̇

= mρ̇, pφ =
∂L
∂φ̇

= mρ2φ̇, pθ =
∂L
∂θ̇

= mρ2θ̇ sin2 φ.

H(ρ, φ, θ, pρ, pφ, pθ) =
1

2m

(

p2ρ +
p2φ
ρ2

+
p2θ

ρ2 sin2 φ

)

+mgρ cos φ.32



Çàäà÷è1. Ñîñòàâèòü �óíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêàñ ìàññîém è äëèíîé l ïðè îòêëîíåíèè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿíà óãîë ϕ.2. Çàïèñàòü �óíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìàñ-ñû m è äëèíû l, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî äâèæåòñÿ â ãîðèçîí-òàëüíîé ïëîñêîñòè ïî çàêîíó x = x(t).3. Çàïèñàòü �óíêöèþ Ëàãðàíæà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìàñ-ñû m è äëèíû l, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî äâèæåòñÿ â âåðòèêàëü-íîé ïëîñêîñòè ïî çàêîíó y = y(t) è x = x(t).4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàñ-ñîé m â ïîëå ñèëû òÿæåñòè.5. Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ìàòåìàòè-÷åñêîãî ìàÿòíèêà äëèíû l, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî êîëåáëåòñÿïî ãîðèçîíòàëè ïî çàêîíó x = a cos
(

γt
).6. Íàéòè �óíêöèþ Ëàãðàíæà, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì

H =
p21
2
+

1

2

(

q1 + q2

)2

.7. Íàéòè �óíêöèþ Ëàãðàíæà, åñëè �óíêöèÿ �àìèëüòîíèàíà ðàâ-íàà. H(~p, ~r) =
~p2

2m
− (~p,~a), (~a = 
onst);á. H(~p, ~r) =

c|~p|
n(~r)

.8. Ïîñòðîèòü �óíêöèþ �àìèëüòîíà è âûïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ äëÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, �óíêöèÿ Ëàãðàíæàêîòîðîãî èìååò âèä:
L(x, ẋ) = ẋ2

2
− ω2x2

2
− αx3 + βxẋ2,ãäå ω, α, β � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.33



9. Îïðåäåëèòü ñêîáêè Ïóàññîíà, ñîñòàâëåííûå èç äåêàðòîâûõ êîì-ïîíåíò èìïóëüñà è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ~M =
[

~r, ~p
].10. Îïðåäåëèòü ñêîáêè Ïóàññîíà, ñîñòàâëåííûå èç êîìïîíåíò ïîë-íîãî âåêòîðà ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû N -÷àñòèö

~M =
N
∑

i=1

[

~ri, ~pi
].11. Íàéòè �óíêöèþ �àìèëüòîíà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ äâóìÿñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïî èçâåñòíîé �óíêöèè Ëàãðàíæà; q1, q2 �îáîáùåííûå êîîðäèíàòû.a. L = 6q̇22 + q̇1q̇2 + 2q21 + 4q22;á. L = 2q̇21 + q̇1q̇2 + 3q21 + 4q1q2;â. L = 2q̇21 + 2q̇22 + 4q22 + 2q1q2.
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�6. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿÇàêîíû ñîõðàíåíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðèâîäÿò ê èíòåãðàëàìäâèæåíèÿ. Èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿâðåìåíè, êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ÷àñòèö, êîòîðàÿ ïðè äâèæåíèè ìå-õàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, îïðåäåëÿåìîåíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñêîðî-ñòè ÷àñòèö, íàçûâàþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Âòîðû-ìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ íàçûâàþòñÿ òàêèå �óíêöèè âðåìåíè,êîîðäèíàò ÷àñòèö è ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò, êîòîðûå ïðè äâèæåíèèñèñòåìû ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè è ñâÿçàííûå ñ íèìèèíòåãðàëû äâèæåíèÿ.1. Èç îäíîðîäíîñòè âðåìåíè ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîéýíåðãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (dE
dt

= 0

).2. Ñ îäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ñâÿçàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ èì-ïóëüñà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ( d

dt

∑

i

~pi = 0

).3. Èçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿìîìåíòà èìïóëüñà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (d ~M
dt

= 0

).Ïðèìåð 1. Ïóñòü �óíêöèÿ �àìèëüòîíà H ñèñòåìû ÷àñòèö íåèçìåíÿåòñÿ ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïåðåíîñå (ïîâîðîòå). Âûâåñòè îò-ñþäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà (ìîìåíòà èìïóëüñà).�åøåíèå: Ïóñòü ~ε � âåêòîð áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñìåùåíèÿ; ïðèýòîì
~rα → ~r′α = ~rα + ~ε, ~pα → ~p′α = ~pα,

H(~rα, ~pα) = H(~r′α, ~p′α).Îòñþäà∑
α

∂H
∂~rα

= 0. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà, ïîëó÷àåì
~̇P =

∑

α

~̇pα = −
∑

α

∂H
∂~rα

= 0, ~P = 
onst.35



Ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ïîâîðîòå δ~ϕ (âåêòîð óãëà ïîâîðîòà)
~rα → ~r′α = ~rα +

[

δ~ϕ, ~rα
]

, ~pα → ~p′α = ~pα +
[

δ~ϕ, ~pα
]

,

H(~rα, ~pα) = H(~r′α, ~p′α),

∑

α

{

∂H
∂~rα

[

δ~ϕ, ~rα
]

+
∂H
∂~pα

[

δ~ϕ, ~pα
]

}

= 0

=
∑

α

{

− ~̇pα
[

δ~ϕ, ~rα
]

+ ~̇rα
[

δ~ϕ, ~pα
]

}

= −δ~ϕ
∑

α

d

dt

[

~rα, ~pα
]èëè

~M =
∑

α

[

~rα, ~pα
]

= 
onst.Îòâåò: ~P = 
onst, ~M =
∑

α

[

~rα, ~pα
]

= 
onst.Çàäà÷è1. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè z = 0 ïîçàêîíó x = R cos(ωt), y = R sin(ωt). Ïðèâåäèòå ñîõðàíÿþùèåñÿâåëè÷èíû ïðè òàêîì äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.2. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò è àáñîëþòíîé âå-ëè÷èíû ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû:à. â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (̺, ϕ, z);á. â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ρ, φ, θ).3. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññû m äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè z = 0 ïîçàêîíó x = α
h(kt), y = βsh(kt). Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñîõðà-íÿþùèõñÿ ïðè òàêîì äâèæåíèè äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí è òðà-åêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.4. Âûâåñòè ñ ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà çàêîíñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè â ïîëå U(r) = α

r
âåëè÷èíà

~A =
[

~ϑ, ~M
]

+
α~r

råñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ. 36



6. Çàðÿä e äâèæåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå âèäà ~H = q
~r

r3
(ïîëå ìàãíèò-íîãî ìîíîïîëÿ). Äîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà ~A = ~M−eq
c

~r

r
ÿâëÿåòñÿèíòåãðàëîì äâèæåíèÿ.7. Çàðÿä e äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå

~H. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà
A =

(

~M, ~H
)

+
e

2c

[

~r, ~H
], ãäå ~M � ìîìåíò èìïóëüñà çàðÿäà.
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�7. �åëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà1. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îïèñûâàþò èçìåíåíèÿ êîîðäèíàòè âðåìåíè ïðè ðàññìîòðåíèè îäíèõ è òåõ æå ñîáûòèé â ðàçëè÷-íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà K è K ′.






















x = γ(x′ + V t′),
y = y′,
z = z′,

t = γ

(

t′ +
V x′

c2

)

,ãäå γ =
1

√

1− V 2

c2

� ðåëÿòèâèñòñêèé ìíîæèòåëü. Åñëè íàáëþ-äàòåëÿ ïîìåñòèòü â ñèñòåìó K ′, òî ñèñòåìà K ïî îòíîøåíèþ êíåìó äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ −V , íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó îò-ðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé îñè x′. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòè âðåìåíè, èçìåðåííûõ â ñèñòåìå K, íàáëþäàòåëü â ñèñòåìå K ′ïîëó÷èò ñõîäíûå âûðàæåíèÿ:






















x′ = γ(x− V t),

y′ = y,
z′ = z,

t′ = γ

(

t− V x

c2

)

.2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòåé. Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâè-æåòñÿ â ñèñòåìå K ′ ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòüþ
~u′
(

dx′

dt
,
dy′

dt
,
dz′

dt

)

= u′x~i
′ + u′y~j

′ + u′z~k
′,òî ñêîðîñòü åå äâèæåíèÿ â ñèñòåìå K

~u

(

dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)

= ux~i+ uy~j + uz~k38



ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà






















































ux =
u′x + V

1 +
u′xV

c2

,

uy =
u′y

1 +
u′xV

c2

√

1− V 2

c2
,

uz =
u′z

1 +
u′xV

c2

√

1− V 2

c2
.3. Ñîêðàùåíèå äëèíû.Ïóñòü ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð íåïîäâèæ-íîãî â ñèñòåìå K ′ òåëà èçìåðåí ïî îñè x′ è ñîñòàâëÿåò l0. Íà-áëþäàòåëü èç ñèñòåìûK â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè èçìåðÿåò

x-îâûå êîîðäèíàòû êîíöîâ òåëà, ÷òîáû ïîëó÷èòü åãî ãîðèçîí-òàëüíûé ðàçìåð l â ñèñòåìå K. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
l = l0

√

1− V 2

c2
.Ïðîèñõîäèò ëîðåíöîâî ñîêðàùåíèå ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà òåëà,èëè ñîêðàùåíèå äëèíû.4. Çàìåäëåíèå âðåìåíè. Ïóñòü â ñèñòåìå K ′ çàêðåïëåíû ÷àñû,êîòîðûå îòñ÷èòàëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ0. Íàáëþäàòåëü, íà-õîäÿùèéñÿ â ñèñòåìå K, ïî ñâîèì ÷àñàì èçìåðèò ñîîòâåòñòâó-þùèé ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ , ñâÿçàííûé ñ ïðîìåæóòêîì â ñè-ñòåìå K ′:

τ =
τ0

√

1− V 2

c2

.5. Îòíîñèòåëüíîñòü îäíîâðåìåííîñòè. Ïóñòü â ñèñòåìå K ′â äâóõ òî÷êàõ îñè x′ îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäÿò äâà íåçàâèñèìûõñîáûòèÿ, ïðè÷åì èõ îäíîâðåìåííîñòü óñòàíîâëåíà ïî ÷àñàì ñè-ñòåìû K. Åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ñèñòåìå K ′, òî äëÿíåãî ñîáûòèÿ îêàæóòñÿ íåîäíîâðåìåííûìè: èõ ðàçäåëÿåò ïðî-ìåæóòîê âðåìåíè
∆τ ′ =

V∆x′

c2
,39



ãäå ∆x′ � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, â êîòîðûõ ïðîèçîøëèñîáûòèÿ.6. �åëÿòèâèñòñêèé èìïóëüñ òåëà â ñèñòåìå K:
~p =

m0~u
√

1− V 2

c2

,ãäå m0 � ìàññà ïîêîÿ òåëà, ~u � âåêòîð ñêîðîñòè òåëà.7. �åëÿòèâèñòñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà â ñèñòåìå K:
E =

m0c
2

√

1− V 2

c2

.Èñêëþ÷èâ èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøåíèé ñêîðîñòü u, ìîæíîíàéòè ñâÿçü ýíåðãèè òåëà è åãî èìïóëüñà:
E2 = m2

0c
4 + p2c2.Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äàæå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ(p = 0) íåïîäâèæíîå òåëî îáëàäàåò ýíåðãèåé E = m0c

2, êî-òîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ýíåðãèÿ ïîêîÿ. Ýòà ýíåðãèÿ çàâèñèòòîëüêî îò ìàññû òåëà, à ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå óêàçûâàåò íàåå òîæäåñòâåííóþ ñâÿçü ñ ìàññîé.8. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T òåëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàêïðåâûøåíèå ïîëíîé ýíåðãèè òåëà íàä åãî ýíåðãèé ïîêîÿ:
T = E −m0c

2.Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì îïðåäåëåíèåì, ëåãêî óñòàíîâèòü ñâÿçüêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èìïóëüñà òåëà:
p2 = T

(

T

c2
+ 2m0

)

.Ïðèìåð 1. Äâà �îòîíà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã ê äðóãó. Êà-êîâà îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü îäíîãî �îòîíà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿ-çàííîé ñî âòîðûì �îòîíîì? 40



�åøåíèå: Ñèñòåìó K áóäåì ñ÷èòàòü ëàáîðàòîðíîé, à ñèñòåìó K ′ñâÿæåì ñ ïåðâûì �îòîíîì òàê, ÷òîáû åãî ñêîðîñòü áûëà íàïðàâëåíàâ ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíè-ÿìè ñêîðîñòåé
ux =

u′x + V

1 +
u′xV

c2

,ãäå ux = −c � ñêîðîñòü âòîðîãî �îòîíà â ñèñòåìå K, u′x � ñêîðîñòüâòîðîãî �îòîíà â ñèñòåìå K ′, V = c � ñêîðîñòü ïåðâîãî �îòîíàâ ñèñòåìå K. �àññìîòðèì ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå êàê óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî u′x
u′x =

ux − V

1− uxV

c2

.Ïîäñòàíîâêà çíà÷åíèé äàåò u′x = −c, òî åñòü ïîëó÷åííîå çíà÷åíèåîòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè �îòîíîâ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íå ïðå-âûøàåò ñêîðîñòè ñâåòàÎòâåò: −c.Ïðèìåð 2. ×àñòèöà âûëåòàåò ñî ñêîðîñòüþ u ïîä óãëîì α ê îñè
x ñèñòåìû K. Ïîä êàêèì óãëîì α′ ê îñè x′ ñèñòåìû K ′ äâèæåòñÿ÷àñòèöà? Êàêîâà åå ñêîðîñòü u′ â ýòîé ñèñòåìå?�åøåíèå: Â ñèñòåìå K ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà îñè x è yñîñòàâëÿþò

ux = u cosα, uy = u sinα.Îíè çàäàþò ìîäóëü ñêîðîñòè è óãîë íàêëîíà âåêòîðà ê îñè x:
u =

√

u2x + u2y, α = ar
tg(uy
ux

)

.Àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó èñêîìûìè âåëè÷èíàìè è ïðîåêöèÿìè âåê-òîðà ñêîðîñòè ñóùåñòâóåò â ñèñòåìå K ′. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçî-41



âàíèÿìè êîîðäèíàò è ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåé çàäà÷è:






































u′x =
ux − V

1− uxV

c2

=
u cosα− V

1− uV cosα

c2

,

u′y =
uy

1− uxV

c2

√

1− V 2

c2
=

u sinα

1− uV cosα

c2

√

1− V 2

c2
.Â ñèñòåìå K ′ óãîë íàêëîíà âåêòîðà ñêîðîñòè ê îñè x ñîñòàâèò

α′ = ar
tg(u′y
u′x

)

= ar
tg( u sinα

u cosα− V

√

1− V 2

c2

)

,à ìîäóëü âåêòîðà ñêîðîñòè
u′ =

√

(

u cosα− V

)2

+

(

1− V 2/c2
)2

u2 sin2 α

1− uV cosα

c2

.

Îòâåò: u′ = √

(u cosα− V )2 + (1− V 2/c2)2u2 sin2 α

1− uV cosα/c2
,

α′ = ar
tg( u sinα

u cosα− V

√

1− V 2

c2

).Ïðèìåð 3. Ñîáñòâåííîå âðåìÿ æèçíè íåñòàáèëüíîé ÷àñòèöû ñî-ñòàâëÿåò τ0. Âû÷èñëèòü ïóòü ÷àñòèöû äî ðàñïàäà â ëàáîðàòîðíîéñèñòåìå îòñ÷åòà, åñëè âðåìÿ æèçíè ÷àñòèöû â íåé óâåëè÷èâàåòñÿ äî
τ . �åøåíèå: Ñèñòåìó K ′ ñâÿæåì ñ ÷àñòèöåé, â êîòîðîé îíà îêàæåò-ñÿ ïîêîÿùåéñÿ. Çíà÷èò, ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþýòîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû K.Çà âðåìÿ τ ÷àñòèöà âìåñòå ñ ñèñòåìîé K ′ ïðîéäåò â ñèñòåìå K ïóòü
s = V τ . Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî íàéòè ñêîðîñòü V ÷àñòèöû âëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. Ý��åêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíè äàåò ñâÿçü

τ =
τ0

√

1− V 2/c2
,42



Îòêóäà, V = c
√

1− τ 20/τ
2. Ïðîéäåííûé ïóòü s = c

√

τ 2 − τ 20 .Îòâåò: s = c
√

τ 2 − τ 20 . Çàäà÷è1. Äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà îáëàäàåò èìïóëüñîì p, íàïðàâëåííûì âäîëüîñè x, è ïîëíîé ýíåðãèåé E. Íàéòè èìïóëüñ è ýíåðãèþ ÷àñòèöûâ ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ V âäîëü òîé æåîñè x. Êàêîâ áóäåò ðåçóëüòàò, åñëè âìåñòî ÷àñòèöû äâèæåòñÿ�îòîí, òî åñòü êâàíò èçëó÷åíèÿ?2. Äâå îäèíàêîâûå ÷àñòèöû, ìàññû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò m0, äâè-æóòñÿ ñ îäèíàêîâûìè èìïóëüñàìè p, íàïðàâëåííûìè íàâñòðå÷óäðóã äðóãó. Íàéòè ìàññó ÷àñòèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòåíåóïðóãîãî ñîóäàðåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíûõ ÷àñòèö. ×òî èçìåíèòü-ñÿ, åñëè ÷àñòèöû áóäóò äâèãàòüñÿ âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-íûõ íàïðàâëåíèÿõ?3. Ñòåðæåíü äëèíîé l0 íàïðàâëåí ïîä óãëîì α ê îñè x ñèñòåìû K.Êàêóþ äëèíó áóäåò èìåòü ñòåðæåíü â ñèñòåìå K ′, äâèãàþùåéñÿñî ñêîðîñòüþ V â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x ñèñòåìû
K?4. Íà ïîêîÿùóþñÿ ÷àñòèöó ìàññîé M1 íàëåòàåò ÷àñòèöû ìàññîé
M2, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîé ðàâíà T2. Ïîñëå ñòîëêíîâå-íèÿ ÷àñòèöû ñëèïàþòñÿ è äâèãàþòñÿ êàê åäèíîå öåëîå. Íàéòèìàññó îáðàçîâàâøåéñÿ ÷àñòèöû M è åå ñêîðîñòü V .5. Ñòåðæåíü, ñîáñòâåííàÿ äëèíà êîòîðîãî l0 = 5 ì, äâèæåòñÿ âïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ V îòíîñèòåëüíî K ñè-ñòåìû îòñ÷åòà. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè V äëèíà ñòåðæíÿ â K ñè-ñòåìå áóäåò l = 3 ì?6. Ïðîòîí äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 0.7c. Íàéòè èìïóëüñ è êèíåòè-÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðîòîíà.7. Ñ ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ äî ðàñïàäà π-ìåçîí ïðîëåòåë ðàññòîÿ-íèå s = 1.35 êì. Âðåìÿ æèçíè π-ìåçîíà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå43



êîîðäèíàò ðàâíî τ ′ = 5 ìêñ. Îïðåäåëèòü âðåìÿ æèçíè π-ìåçîíàïî ÷àñàì â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèæóùåéñÿ âìåñòå ñ íèì.8. Ïðîòîí äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé 0.8 ñêîðîñòè ñâåòà. Íà-âñòðå÷ó åìó äâèæåòñÿ ýëåêòðîí ñî ñêîðîñòüþ 0.9 ñêîðîñòè ñâå-òà. Êàêîâû èõ ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà? Îïðåäåëèòüïîëíóþ è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíà.9. �åëÿòèâèñòñêèé ïðîòîí ñ èìïóëüñîì ~p0 âëåòåë â ìîìåíò t = 0â îáëàñòü, ãäå èìååòñÿ ïîïåðå÷íîå îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå ñ íàïðÿæåííîñòüþ ~E, ïðè÷åì ~p0⊥ ~E. Íàéòè çàâèñèìîñòüîò âðåìåíè óãëà α, íà êîòîðûé ïðîòîí áóäåò îòêëîíÿòüñÿ îòïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.10. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè ÷àñòèöû åå íüþòîíîâñêèé èì-ïóëüñ îòëè÷àåòñÿ îò ðåëÿòèâèñòñêîãî íà 1% (íà 10%)?11. Êàêóþ ðàáîòó íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü, ÷òîáû óâåëè÷èòü ñêî-ðîñòü ÷àñòèöû ñ ìàññîé ïîêîÿ m0 îò 0.6 äî 0.8ñ? Ñðàâíèòü ïî-ëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñî çíà÷åíèåì, âû÷èñëåííûì ïî íåðåëÿòè-âèñòñêîé �îðìóëå.
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ�1. Êèíåìàòèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè1. ~ϑ = ṙ~er + rϕ̇~eϕ.2. a = −kϑ2.3. ϑ =

∣

∣

∣

∣

dx

dt

∣

∣

∣

∣

=
eA

mk

(

1− cos(kt)

), ϑmin =
eA

mk

(

1− cos 0◦
)

= 0,
ϑmin =

eA

mk

(

1− cosπ
)

=
2eA

mk
.4. ϑx = ϑα

y
, ϑy = th(x

α

), ax = −ϑ
2α2

y3
sh(x

α

), ay = ϑ2α2

y3
,

a =
ϑ2α

y2
.5. Òðàåêòîðèÿ � ïàðàáîëà y = xtgα− gx2

2ϑ20 cos
2 α

,âûñîòà H =
ϑ20
2g sin2 α, L =

ϑ20g sin 2α, T = 2
ϑ0g sinα.6. r = α, ϕ = kt, z = ϑt.7. Îêðóæíîñòü, (x− α)2 + y2 = α, s = αkt.8. Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñ�åðû x2 + y2 + z2 = R2 è öèëèíäðà (x −

R/4)2 + y2 = R2/4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñ�åðè÷åñêèõ êîîð-äèíàòàõ: ρ = R, φ = kt/2, θ = kt/2.9. a =

√

ϑ21x
2
2 − ϑ22x

2
1

ϑ21 − ϑ22
, k =

√

ϑ21 − ϑ22
x22 − x21

.10. à. ϑ(t) = αx0 exp(αt), a(t) = α2x0 exp(αt);á. 〈ϑ〉s = α(x0 + s)

ln

(

(x0 + s)/x0

) .
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�2. Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè1. ymax =
ϑ20 sin

2 α

2g , xmax =
ϑ20g sin 2α.2. Hmax = H +

ϑ20 sin
2 α

2g = 13.83 ì,
xmax = ϑ0t cosα = 23.8 ì,ãäå t = ϑ0 sinαg +

√

(

ϑ0 sinαg )2

+
2Hg .3. à. Fc = −mϑ0

t
= −1.2 · 104 Í; á. l = mϑ20

2Fc
= 7.5 · 10−2 ì.4. s = 2πF0

mω2
.5. t = m

k
ln

(

kϑ0
mg + 1

).6. ϑ = ϑ0 exp

(

kt

m

), s = mϑ0
k

[

exp

(

kt

m

)

− 1

].7. ∆t = tβ − tα =
2ϑ0 sin(α− β)g(cosα + cos β)

.8. t = h

ϑ0

(

2− α

1− α

)

[

1−
(

ϑ/ϑ0
)1−α

1−
(

ϑ/ϑ0
)2−α

].9. F = k2mr.10. Rx = −aϑx, ãäå ϑx = ϑ0 exp

(−ag
P

t

).11. mb = m
(

ϑ20 + 2a0H
)

/
(

ϑ20 + 2gH).12. t = m

k
ln

(

kϑ0 +mgf
kϑ1 +mgf).13. ϑ =

Q

mk

[

1− cos(kt)
]

sinα. 46



14. t2 = t1
(

1 +m2/m1

).
�3. Äâèæåíèå â ïîëÿõ1. Òðàåêòîðèÿ � ïàðàáîëà, y =

eE

2mϑ20
x2.2. T =

2mϑ0
eE

.3. Îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì ϑ0/ωH , ãäå ωH =
eµ0H

m
� ýëåêòðîííàÿ(öèêëîòðîííàÿ) ÷àñòîòà.4. z = eE0

mω2

(

1− cos
(

ωx/ϑ0
)

). Îñü Oz íàïðàâëåíà âäîëü ïîëÿ.5. ~r(t) = ~r0 + ~ϑ0t+
e ~E0

mω2

(

1− cos(ωt)
);

~ϑ(t) = ~ϑ0 +
e ~E0

mω
sin(ωt).6. ~r(t) = ~r0 cos(ωt) +
~ϑ0
ω

sin(ωt);
~ϑ(t) = ~ϑ0 cos(ωt)− ~r0ω sin(ωt);òðàåêòîðèÿ � ýëëèïñ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~r0 è ~ϑ0, óðàâíåíèåêîòîðîãî â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ x âäîëü âåêòîðà ~r0 èìååòâèä: x2 sin2 α− xy sin(2α) + y2

(

cos2 α+ r20ω
2/ϑ20

)

= r20 sin
2 α, ãäå

α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~r0 è ~ϑ0, ω =
√

k/m.7. ~r(t) = ~r0 +
m

k
~ϑ0
(

1− e−kt/m
)

+
m

k
~g

[

t− m

k

(

1− ekt/m
)

],
~ϑ(t) = ~ϑ0e

−kt/m +
m

k
~g
(

1− e−kt/m
); òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåæèòâ ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~ϑ0 è ~g è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

z = r0 + x

(tgα +
mg

kϑ0 cosα

)

+
m2g

k2
ln

(

1− kx

mϑ0 cosα
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8. x(t) = x(0)
[

1± x(0)t
√

2A
m

] .9. ~F =
{

mk2x,mk2y, 0
}10. 〈F 〉 = 2E/a.11. ẋ = aωth(ωt), x = a ln(
hωt), ẏ =

aω
hωt , y = a arcsin(thωt).�4. Äâèæåíèå òåë ïåðåìåííîé ìàññû1. à. m = m0e
−gt/u; á. m = m0e

−(a+g)t/u.2. ẍ = −g− ḟ(t)

f(t)
u− R(x, ẋ)

m0f(t)
.3. à. m = m0 exp

(

− n+ 1

u
gt); á. m = m0 exp

(

− ng
u
t

).4. T = u ln

(

2

a+ g).5. Ïðèìåðíî 98 %.6. s = u2
(

ln k
)2
/(2a).7. s = m0u

β

e− 2

e
.8. ϑ(t) = u ln

(

m0/m
)

− gt.9. à. ϑ =
F

µ
ln

(

m0

m0 − µt

); á. ϑ = Ft/(m0 + µt).10. ϑ(t) = ϑ0 − gt+ u ln

(

m0

m0 − ct

).11. ϑ = u ln

(

m0

m0 −M

)

− gM
k
;

z = u
M

k
− gM2

2k2
− u

k

(

m0 −M
)

ln

(

m0

m0 −M

).48



�5. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà è �àìèëüòîíà. Ñêîáêè Ïóàññîíà1. L =
ml2

2
ϕ̇2 +mgl cosϕ.2. Êîîðäèíàòû òåëà ìàññû m â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå çàïèñûâà-þòñÿ â âèäå: x = x(t) + l sinϕ, y = l cosϕ;�óíêöèÿ Ëàãðàíæà: L =

ml2

2
ϕ̇2 +mgl cosϕ−mẍl sinϕ.3. L =

ml2

2
ϕ̇2 +mgl cosϕ−mẍ(t)l cosϕ−mÿ(t)l sinϕ.4. m~̈r = −m~g.5. ϕ̈+ ω2

0ϕ = α cos
(

γt
), ãäå ω2

0 = g/l, α =
aγ2

l
.6. H =

p21
2
− 1

2

(

q1 + q2

)2.7. a. L =
m
(

~p/m− ~a
)2

2
; á. L = 0; ïîäîáíûå �÷àñòèöû� íåëüçÿîïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ �óíêöèè Ëàãðàíæà.8. H(p, x) =

p2

2
(

1 + 2βx
)2 +

ω2x2

2
+ αx3, ẋ =

p

1 + 2βx
,

ṗ =
βp2

(

1 + 2βx
)2 − ω2x− 3αx2.9. {Mx, py

}

= −pz, {My, pz
}

= −px, {Mz, px
}

= −py,
{

Mx, px
}

= 0, {My, py
}

= 0, {Mz, pz
}

= 0,
{

Mx, ~p
}

=
[

~i, ~p
], {My, ~p

}

=
[

~j, ~p
], {Mz, ~p

}

=
[

~k, ~p
].10. {Mx,My

}

= −Mz, {My,Mz

}

= −Mx, {Mz,Mx

}

= −My.11. a. H = −6p21 + p1p2 − 2q21 − 4q22;á. H = p1p2 − 2p22 − 3q21 − 4q1q2;â. H = (1/8)p21 + (1/8)p22 − 4q22 − 2q1q2.49



�6. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ1. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ è ìîìåíò èìïóëüñà.2. à. Mx = m
(

̺ż − z ˙̺
)

sinϕ−m̺zϕ̇ cosϕ,
My = m

(

z ˙̺ − ̺ż
)

cosϕ−m̺zϕ̇ sinϕ,
Mz = m̺2ϕ̇,
M2 = m2̺2ϕ̇2

(

̺2 + z2
)

+m2
(

̺ż − z ˙̺
)2.á. Mx = −mρ2

(

θ̇ sinφ+ φ̇ sin θ cos θ cosφ
),

My = mρ2
(

θ̇ cosφ− φ̇ sin θ cos θ sinφ
),

Mz = mρ2 sin2 θ · φ̇,
M2 = m2ρ4

(

θ̇2 + sin2 θ · φ̇2
).3. Ñîõðàíÿþòñÿ âåëè÷èíû: ìîìåíò èìïóëüñà ~M = {0, 0, mkαβ};ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E =

mk2

2

(

β2 − α2
);

z-ïðîåêöèÿ èìïóëüñà pz = 0.Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè: x2
α2

− y2

β2
= 1.

�7. �åëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà
1. p′x = px −

EV

c2
√

1− V 2/c2
,E ′ =

E − pxV
√

1− V 2/c2
, äëÿ �îòîíà E ′ = E

√

1− V/c

1 + V/c
.2. M = 2m0

√

1 +
p2

m2
0c

2
, M = 2m0

√

1 +
p2

2m2
0c

2
.3. l′ = l

√

1− V 2

c2
cosα.4. M = (M1 +M2)

√

1 +
2M1T2

(M1 +M2)2c2
, V =

c
√

T2(2M2c2 + T2)

(M1 +M2)c2 + T2
.5. V = c

√

1− (l/l0)2 = 4/5c. 50



6. p = mϑ
√

1− ϑ2/c2
= 4.91 · 10−19 êã·ì/ñ,

T = mc2
(

1

1− ϑ2/c2
− 1

)

= 6.02 · 10−11 Äæ.7. τ = τ ′
√

1− s2

c2τ ′2
= 2.2 · 10−6 ñ.8. u′ = u+ ϑ

1 + uϑ/c2
= 2.97 · 108 ì/ñ,

E =
mc2

√

1− ϑ2/c2
= 1.173 ÌýÂ, T = E − E0 = 0.662 ÌýÂ.9. tgα = ϑy/ϑx = eEt/p0.10. ϑ/c =√η

(

2− η
)

= 0.14, ïðè η = 0.01 (0.45, ïðè η = 0.1).11. A = 0.42m0c
2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ æå ðàáîòà, ïî íåðåëÿòèâèñò-ñêîé �îðìóëå, A = 0.14m0c

2.
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ÏðèëîæåíèåÒàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ
∫

adu = au + C,
(

a ∈ R,C = 
onst, u = u(x)
)

.

∫

umdu =
um+1

m+ 1
+ C,

(

m 6= −1
)

.

∫

du√
u
= 2

√
u+ C,

∫

eudu = eu + C.

∫

du

u
= ln |u|+ C,

∫

audu =
au

ln a
+ C.

∫

cosudu = sinu + C,

∫

sinudu = − cosu + C.

∫

du

cos2 u
= tgu+ C,

∫

du

sin2 u
= −
tgu+ C.

∫

du√
a2 − u2

= arcsin

(

u

a

)

+ C,

∫

du√
a2 + u2

=
1

a
ar
tg(u

a

)

+ C.

∫

du√
u2 ± a2

= ln
∣

∣u+
√

u2 ± a2
∣

∣+ C.

∫

du

u2 − a2
=

1

2a
ln

∣

∣

∣

∣

u− a

u+ a

∣

∣

∣

∣

+ C.Îñíîâíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �îðìóëû
cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sin β.

sin(α± β) = sinα cos β ± cosα sinβ.

cos2 α =
1 + cos 2α

2
, sin2 α =

1− cos 2α

2
.shx =

1

2

(

ex − e−x
)

, 
hx =
1

2

(

ex + e−x
)

, thx =
shx
hx.52
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