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Введение.

Данное учебное пособие является продолжением части 1 вводного кур-
са по метрической геометрии и предназначено для студентов математиков
старших курсов университетов. Часть 2 рассчитана на 20 часов аудитор-
ной нагрузки и включает некоторые приложения метрической геометрии,
связанные с теорией приближений, метрической проекцией, квазирешени-
ями операторных уравнений. Все задачи в пособии служат для контроля
правильного усвоения основных понятий.

В пособии приняты следующие обозначения.
|xy| = ρ(x, y) — расстояние между точками x, y в метрическом про-

странстве (X, ρ).
� — символ начала (конца) доказательства.
Т.1.2 (Л.1.2, З.1.2, Пр.1.2, C.1.2) обозначает теорему 2 (лемму 2,

задачу 2, пример 2, следствие 2) лекции 1.
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1. β-непрерывность многозначного отображения метрических
пространств. Метрическая δ-проекция. Множество

существования и чебышевское множество. Аппроксимативная
компактность.

Отображение f : (X, ρ) → (B(Y ), d) называется β-непрерывным в
точке x0 ∈ X, если для каждой последовательности (xn)n∈N

lim
n→∞

β(f(xn), f(x)) = 0.

β-непрерывное в каждой точке области определения отображение назы-
вается β-непрерывным отображением. При замене в этом определении β
на α, мы получим определение непрерывности этого отображения отно-
сительно псевдометрики α Хаусдорфа.

Л.1.1 β-непрерывное в каждой точке отображение
f : (X, ρ) → (B(Y ), d) является β-непрерывным на любом компакте

M ⊂ X, т.е. для каждого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε,M) > 0, что
β(f(W ), f(M)) ≤ ε для каждого W ⊂ B(M, δ).

� По определению β-непрерывности в произвольной точке x ∈ X

найдется такое δ = δ(ε, x) > 0, что β(f(x′), f(x)) < ε для каждого
x′ ⊂ B(x, δ). Из покрытия M такими δ(ε, x)-шарами выбираем конечное
покрытие

G =
n⋃

i=1

B(xi, δ(ε, xi)),

где xi ∈ M для каждого i ∈ {1, . . . , n}. Множество G — открыто, сле-
довательно, множество X\G — замкнуто, причем ρ(M,X\G) > 0. Пусть
δ(ε,M) = ρ(M,X\G) и W ⊂ B(M, δ(ε,M)) ⊂ G — произвольное под-
множество. Тогда по свойствам отклонения Хаусдорфа установленным в
первой части пособия
β(f(W ), f(M)) ≤ sup{inf{β(f(y), f(x)) : x ∈M} : y ∈ W} ≤

sup{min{β(f(y), f(xi)) : i ∈ {1, . . . , n}} : y ∈ W} ≤ ε.�

C.1.1 Суперпозиция двух β-непрерывных отображений, в первом из
которых любой точке отвечает бикомпакт, является β-непрерывным
отображением.
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Пусть δ ≥ 0, x ∈ X, M ⊂ X, M 6= ∅.

xδ
M = {y ∈M : |xy| ≤ |xM |+ δ} (xM = x0

M)

— метрическая δ-проекция (метрическая проекция) точки x на множе-
ство M .

P : X × 2X × R+ → 2X , P (x,M, δ) = xδ
M

— оператор метрического δ-проектирования (оператор метрического
проектирования, если δ ≡ 0). Мы будем использовать также следующие
обозначения:

PM(x) = P (M,x) = xM .

Множество M ⊂ X называется множеством существования (чебы-
шевским множеством), если для каждого x ∈ X xM 6= ∅ (xM —
одноточечно). Чебышевское множество M называется сильно чебышев-
ским, если отображение PM — непрерывно.

Последовательность (yn)n∈N в множестве M ⊂ X называется миними-
зирующей последовательностью для точки x ∈ X, если

lim
n→∞

|xyn| = |xM |.

Множество M ⊂ X называется аппроксимативно компактным, если
для каждой точки x ∈ X любая минимизирующая последовательность
(yn)n∈N ⊂ M имеет подпоследовательность, сходящуюся к элементу из
M .

Л.1.2
(i) Если M — множество существования, то M 6= � — замкнутое
множество и для каждого x ∈ X xM — замкнутое множество.
(ii) Если M — аппроксимативно компактное множество, то M — мно-
жество существования и для каждого x ∈ X xM — компактное мно-
жество.
(iii) Если M — аппроксимативно компактное множество, то метри-
ческая проекция PM : X → 2X является β-непрерывным отображением.

� (i) Пусть x ∈ M и y ∈ xM . Тогда |xy| = |xM | = 0. Следовательно,
M = M . Пусть x ∈ X и (yn)n∈N — последовательность в xM , сходящаяся
к точке y ∈ X. Тогда

|xy| = lim
n→∞

|xyn| = |xM |

4



и y ∈M = M . Таким образом, y ∈ xM и xM — замкнутое множество.
(ii) Пусть x ∈ X и (yn)n∈N — минимизирующая последовательность для
точки x ∈ X, т.е.

lim
n→∞

|xyn| = |xM |.

Тогда найдется подпоследовательность такая (ym)m∈N последовательно-
сти (yn)n∈N, что

lim
m→∞

ym = y ∈M.

Кроме того,
|xy| = lim

m→∞
|xym| = |xM |.

Следовательно, y ∈ xM и M — множество существования. В силу дока-
занного утверждения (i), множества M , xM замкнуты. Следовательно,
xM — компактное множество.
(iii) Докажем методом от противного. Пусть последовательность (xn)n∈N
сходится к точке x ∈ X, но

β(PM(xn), PM(x))

не сходится к нулю. Тогда найдутся число a > 0, подпоследовательность
(xm)m∈N ⊂ (xn)n∈N, точка zm ∈ PM(xm) для каждого m ∈ N такие, что
начиная с некоторого номера m0 ∈ N |zmPM(x)| > a. Докажем, что после-
довательность (zm)m∈N минимизирующая для точки x. Переходя в нера-
венствах

|xM | ≤ |xzm| ≤ |xxm|+ |xmzm| = |xxm|+ |xmM | ≤ 2|xxm|+ |xM |

к пределу при m→∞, получим, что

lim
m→∞

|xzm| = |xM |.

В силу аппроксимативной компактности множества M , найдется под-
последовательность (zk)k∈N ⊂ (zm)m∈N, сходящаяся к некоторой точке
z ∈ PM(x). Тогда

lim
k→∞

|zkPM(x)| ≤ lim
k→∞

|zkz| = 0.

Получили противоречие. �
С.1.2 Метрическая проекция на аппроксимативно компактное чебы-

шевское множество непрерывна.
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З.1.1 Пусть M — непустое замкнутое выпуклое множество в гиль-
бертовом пространстве (X, || · ||). Тогда метрическая проекция произ-
вольной точки x ∈ X на множество M состоит не более чем из одной
точки.

З.1.2 Используя задачу 1.1, докажите, что непустое замкнутое вы-
пуклое множество M в гильбертовом пространстве (X, || · ||) является
чебышевским множеством.

2. Непрерывность метрической δ-проекции и
β-непрерывность обратного отображения.

Установим сначала факт непрерывности метрической δ-проекции.

Л.2.1 Пусть x ∈ (X, ρ), M ⊂ X — компактно,

lim
n→∞

|xnx| = 0, lim
n→∞

α(Mn,M) = 0, lim
n→∞

δn = 0,

где для каждого n ∈ N δn ≥ 0. Тогда

lim
n→∞

β(Pn(xn,Mn, δn), P (x,M)) = 0.

В случае, когда δn ≡ 0 считается, что для каждого

n ∈ N Pn(xn,Mn, δn) 6= �.

� Докажем методом от противного. Пусть утверждение неверно. Тогда
найдется такое ε > 0, что для бесконечной последовательности индексов
n (можно считать, для всех индексов) найдутся такие

qn ∈ Pn(xn,Mn, δn) ∩ (X\B(P (x,M), ε)),

что множество предельных точек последовательности (qn)n∈N не пересека-
ется с открытым шаром B(P (x,M), ε). С другой стороны, для каждого
n ∈ N найдется такое zn ∈ M , что |znqn| ≤ 2α(Mn,M). Следователь-
но, множество предельных точек последовательности (qn)n∈N совпадает
с непустым множеством предельных точек последовательности (zn)n∈N.
Кроме того, для каждого n ∈ N

qn ∈ B[xn, |xnMn|+ δn] ⊂ B[xn, |xM |+ α(Mn,M) + |xxn|+ δn]

⊂ B[x, |xM |+ α(Mn,M) + 2|xxn|+ δn].
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Тогда непустое множество предельных точек последовательности (qn)n∈N
принадлежит шару B[x, |xM |], а следовательно и множеству

P (x,M) = M ∩B[x, |xM |].

Получили противоречие. �
Пр.2.1 При выполнении условий леммы 2.1 сходимость по Хаусдорфу

может отсутствовать. Пусть для каждого n ∈ N Mn = M , δn ≡ 0,

X = R2, M = {(x; y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x ≤ 0},

x0 = (0; 0), xn = (1/n; 0). Тогда

P (xn,M) = {(0; 1), (0;−1)}, P (x0,M) = M

и для каждого n ∈ N β(P (xn,M), P (x,M)) = β({(0; 1), (0;−1)},M) = 0,

α(P (xn,M), P (x,M)) = β(M,P (xn,M)) =
√

2.

В случае, когда X — линейное нормированное пространство, приведем
без доказательства один из результатов А. В. Маринова о непрерывности
метрической δ-проекции. Для геодезических пространств специального
типа существуют аналогичные результаты, но их описание выходит за
рамки этого пособия.

Т.2.1 Пусть M — выпуклое множество линейного нормированного
пространства X, x, y ∈ X, N ⊂ X, ε, δ > 0. Тогда выполняется нера-
венство :

α(yδ
N , x

ε
M) ≤ (

2|xM |}
ε

+ 1)(|ε− δ|+ 2|xy|+ 3α(M,N)).

Если оба множества M , N выпуклы, ε, δ ≥ 0, µ = max(ε, δ) > 0, то

α(yδ
N , x

ε
M) ≤ (

2 min{|xM |, |yN |}
µ

+ 1)(|ε− δ|+ 2|xy|+ 3α(M,N)).

В следующей лемме рассмотрена β-непрерывность обратного отображе-
ния.

Л.2.2 Пусть A : (Xρ) → (Y, d) — замкнутый оператор с областью
определения D(A), M̂ ⊂ X компакт, M = D(A) ∩ M̂ 6= �, y ∈ A(M),

lim
n→∞

|yny| = 0, lim
n→∞

β(Mn,M) = 0,
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где для каждого n ∈ N Mn ⊂ D(A) и yn ∈ A(Mn). Тогда

lim
n→∞

β(Bn(yn), B(y)) = 0,

где B : A(M) → M , Bn : A(Mn) → Mn — обратные отображения для A
и A|Mn

соответственно.

� Докажем методом от противного. Пусть утверждение неверно. То-
гда найдутся такие y ∈ A(M), ε > 0 и бесконечные последовательности
объектов, удовлетворяющих условиям леммы 2.2, для которых

Bn(yn) ∩ (X\B(B(y), ε)) 6= �

при n ≥ 1. Взяв прообразы при n ≥ 1

xn ∈ Bn(yn)\B(B(y), ε),

убеждаемся, что множество предельных точек последовательности
(xn)n∈N не принадлежит шару B(B(y), ε). С другой стороны, xn ∈
Mn ⊂ B(M, 2β(Mn,M)). Следовательно, можно найти zn ∈ M ∩
B(xn, 2β(Mn,M)) ⊂ M̂ . В силу компактности M̂ , множество пре-
дельных точек последовательности (zn)n∈N непусто. Тогда непусто и
множество предельных точек последовательности (xn)n∈N, поскольку
lim
n→∞

β(Mn,M) = 0. Пусть x — предельная точка последовательности
(xn)n∈N. Упрощая обозначения, можно считать, что

lim
n→∞

|xnx| = 0, (xn)n∈N ⊂ D(A).

Тогда A(xn) = yn → 0 при n→∞. Но оператор A замкнут, следователь-
но, x ∈ D(A) и x ∈ M . Таким образом, A(x) = y и x ∈ B(y). Получили
противоречие. �

С.2.1 Если оператор A биективен на M , то при выполнении осталь-
ных условий леммы 2.2

lim
n→∞

α(Bn(yn), B(y)) = 0.

Если же оператор A биективен на X, то имеет место обычная сходи-
мость.

3. Метрическая δ-проекция и ε-квазирешение операторного
уравнения первого рода.
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Операторным уравнением первого рода называется уравнение вида
Ax = y, x ∈ X, y ∈ (Y, d), где X — топологическое пространство. Требу-
ется по заданному элементу y найти решение — элемент x.

Если обратный оператор A−1 неограничен, то решение x неустойчи-
во относительно погрешности задания элемента y, т.е. малые изменения
правой части приводят к большим изменениям решения.

Пусть M ⊂ X. Элемент x′ ∈ M назавается ε-квазирешением опера-
торного уравнения первого рода на множестве M ⊂ X при ε ≥ 0, если

d(Ax′, y) ≤ inf{d(Au, y) + ε : u ∈M}.

Если ε = 0, то ε-квазирешение называется квазирешением или обоб-
щенным решением, при этом неравенство можно заменить равенством.
Другими словами, элемент x′ минимизирует невязку d(Au, y) уравнения
первого рода на множестве M с погрешностью, не превосходящей задан-
ного ε ≥ 0. Совокупность всех ε-квазирешений уравнения первого рода
на множестве M обозначается Q(y, A,M, ε). Найдем связь между сово-
купностью всех ε-квазирешений уравнения первого рода, метрической ε-
проекцией и обратным оператором.

Л.3.1 Пусть Ax = y — операторное уравнение первого рода, где x ∈
X, y ∈ (Y, d) и X — топологическое пространство. Тогда для всех � 6=
M ⊂ X, ε ≥ 0 имеет место равенство

Q(y, A,M, ε) = RM ◦ P (y, A(M), ε),

где RM : A(M) → 2M , RM = M ∩ A−1(y). В частности, при X = (Y, d)

Q(x, id,M, ε) = P (x,M, ε).

� Утверждение следует из следующих импликаций

z ∈ Q(y, A,M, ε) ⇔ z ∈M, d(Az, y) ≤ inf{d(Au, y) + ε : u ∈M} ⇔

Az ∈ B[y, inf{d(Au, y) + ε : u ∈M}]∩A(M) ⇔ z ∈ RM ◦ P (y, A(M), ε).�
Замечание 3.1 Преимуществом ε-квазирешений является их суще-
ствование и эффективная вычислимость.

Пусть каждому элементу y ∈ (Y, d) отвечает единственное решение
x = RM(y) = M ∩A−1(y). Задача опеределения решения x = RM(y) из X
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по исходным данным y ∈ Y называется устойчивой на пространствах
(X, ρ), (Y, d), если для каждого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε), что |x1x2| ≤
ε при d(y1, y2) ≤ δ, где xi = RM(yi), yi ∈ Y , xi ∈ X, i = 1, 2. Эта задача
называется корректно поставленной по Адамару на паре метрических
пространств ((X, ρ), (Y, d)), если удовлетворяются требования :

(i) для каждого y ∈ Y существует единственное решение x ∈ X, т.е.
Ax = y;

(ii) задача устойчива на пространствах (X,Y ).
Если одно из этих условий не выполнено, то задача называется некор-

ректно поставленной.

Эта же задача называется корректной по Тихонову, если
(i) известно, что для точного значения y = yT существует единственное

решение xT уравнения AxT = yT , принадлежащее заданному компакту
M ⊂ X (т.е. xT ∈M);

(ii) и если вместо элемента yT известен такой элемент yδ, что
d(yT , yδ) ≤ δ и yδ ∈ A(M) при δ ≥ 0, то в качестве приближенного
решения операторного уравнения с правой частью y = yδ можно взять
xδ = A−1(yδ) (т.е. при δ → 0 yδ ∈ A(M) и xδ → xT ).

Т.3.1 Если уравнение Ax = y может иметь на компакте M не более
одного решения и проекция каждого элемента y ∈ Y на множество
A(M) единственна, то квазирешение этого уравнения единственно и
непрерывно зависит от правой части y.

� Пусть x̂ — квазирешение и ŷ = Ax̂. Тогда

d(Ax̂, y) ≤ inf{d(Au, y) : u ∈M}.

Следовательно, ŷ = yA(M). В силу биективности A : M → A(M), квази-
решение x̂ = A−1ŷ = A−1yA(M) единственно. Кроме того, оператор A−1

непрерывен на A(M) и оператор проектирования P непрерывен на Y .
Следовательно, оператор A−1 ◦ P непрерывен на Y и квазирешение x̂

непрерывно зависит от правой части y �
Замечание 3.2 Теорему 2.1 можно доказать без условия един-

ственности, если понимать непрерывность множества квазирешений
в смысле непрерывности многозначных отображений.

Пусть m ∈ (X, ρ). Для заданных на m операторов
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A1, A2 : (X, ρ) → (Y, d) определим расстояние

ρm(A1, A2) = sup{d(A1x,A2x)

|xθ|
: x ∈ m},

где θ ∈ X фиксированный элемент. Наряду с точным уравнением Ax = y,
y ∈ Y и множеством его квазирешений Q = Q(y, A,M) на M ⊂ X,
рассмотрим приближенные уравнения Anx = yn, yn ∈ Y , n ≥ 1 и
Q(yn, An,Mn) на Mn ⊂ X, n ≥ 1. Операторы A, An определены на

m =
⋃
n≥1

Mn

⋃
M

и действуют в пространство (Y, d).

Т.3.2 Пусть M ∈ (X, ρ) — компакт,оператор A : X → (Y, d) непре-
рывен на множестве

m =
⋃
n≥1

Mn

⋃
M, lim

n→∞
yn = y, lim

n→∞
ρm(An, A) = 0, lim

n→∞
α(Mn,M) = 0.

Тогда при непустых Qn = Q(yn, An,Mn) (n ≥ 1)

lim
n→∞

β(Qn, Q) = 0.

� A(M) — компакт, т.к. M — компакт и оператор A непрерывен. Тогда
P (y, A(M)) 6= � — компакт и существует квазирешение операторного
уравнения. Пусть xn ∈ Qn приближенное квазирешение при n ≥ 1. Тогда
d(yn, An(Mn)) = d(yn, Anxn). Кроме того, при n ≥ 1

d(yn, Axn) ≤ d(yn, Anxn)+d(Axn, Anxn) = d(yn, An(Mn))+d(Axn, Anxn) ≤

d(yn, A(Mn)) + β(A(Mn), An(Mn)) + d(Axn, Anxn).

Следовательно, Axn ∈ P (yn, A(Mn), ηn), где

ηn = d(Axn, Anxn) + β(A(Mn), An(Mn)), n ≥ 1.

Множество m можно считать ограниченным, поскольку M — компакт и

lim
n→∞

α(Mn,M) = 0.

Тогда найдется такая константа R > 0, что для каждого x ∈ m |xθ| ≤ R

и для каждого n ≥ 1 d(Axn, Anxn) ≤ rnR, где rn = ρm(An, A). Теперь
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для каждого n ≥ 1 нетрудно получить, что β(A(Mn), An(Mn)) ≤ rnR и
ηn ≤ 2rnR. Тем самым доказано, что для каждого n ≥ 1

A(Qn) ⊂ P (yn, A(Mn), 2rnR).

Применяя к этому включению обратный оператор B : A(Mn) → Mn,
получим для каждого n ≥ 1 включение Qn ⊂ B ◦ P (yn, A(Mn), 2rnR). Из
леммы 1.1, непрерывности оператора A и условия

lim
n→∞

α(Mn,M) = 0

следует, что
lim
n→∞

β(A(Mn), A(M)) = 0.

Теперь, применяя лемму 2.1 и следствие 2.1, получим

lim
n→∞

β(B ◦ P (yn, A(Mn), 2rnR), B ◦ P (y, A(M))) = 0,

где B : A(M) → M — обратный оператор. Это тем более справедливо
для меньших множеств Qn, n ≥ 1. �

4. Наилучшее аппроксимирующее множество. Относитель-
ные чебышевский центр и чебышевский радиус. Множество
диаметральных точек непустого ограниченного множества мет-
рического пространства.

Пусть Σ — семейство непустых подмножеств в пространстве (X, ρ).
Множество S∗ ∈ Σ называется наилучшим аппроксимирующим множе-
ством из семейства Σ для множества M ∈ B(X), если
β(M,S∗) = RΣ(M), где RΣ(M) = inf{β(M,S) : S ∈ Σ}.
Пусть M ∈ B(X), W непустое подмножество в X. Oтносительным

чебышевский радиусом множества M называется число
RW (M) = inf{β(M,x) : x ∈ W}, а множество
ZW (M) = {x ∈ W : β(M,x) = RW (M)} называется множеством всех

относительных чебышевских центров множества M . R(M) = RX(M)
(Z(M) = ZX(M)) — чебышевский радиус (множество всех чебышевских
центров) множества M . H(M) = {x ∈ M : β(M,x) = D(M)} — мно-
жество диаметральных точек множества M . Кроме того, используем
обозначениия R0(M) = RM(M), Z0(M) = ZM(M).
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Cначала найдем оценки изменения диаметра D(M) и относительного
чебышевского радиуса RW (M) при изменении множеств
M, W ∈ (B(X), α).

Т.4.1 Пусть X — метрическое пространство, M, W, A, B ∈ B(X).
Тогда

(i) |RW (M)−RB(A)| ≤ max[β(M,A) + β(B,W ), β(A,M) + β(W,B)];
(ii) RW (M) ≤ R(M) + |Z(M)W | при Z(M) 6= �;
(iii) RW (M) ≤ R0(M) + |Z0(M)W | при Z0(M) 6= �;
(iv) |RΣ(M)−RΣ(W )| ≤ α(M,W );
(v) |D(M)−D(W )| ≤ 2α(M,W ).

� (i) Для любых x ∈ W , y ∈ B верно неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y) + |yx|. Тогда
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | ≤ β(M, y) + β(B,W ). Следовательно,
RW (M) ≤ RB(M) + β(B,W ). Кроме того, для любого x ∈ B,
β(M,x) ≤ β(M,A)+β(A, x). Тогда RB(M) ≤ β(M,A)+RB(A). Учитывая
эти неравенства, получим

RW (M)−RB(A) ≤ RW (M)−RB(M) +RB(M)−RB(A) ≤

β(B,W ) + β(M,A).

Из полученного неравенства следует требуемое неравенство.
(ii) Для любых y ∈ Z(M), x ∈ W верно неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y)+|yx|. Тогда из этого неравенства и определенийR(M),
Z(M) следует, что
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | = R(M) + |Z(M)W |.

(iii) Для любых y ∈ Z0(M), x ∈ W верно неравенство
β(M,x) ≤ β(M, y) + |yx|. Тогда из этого неравенства и определений
R0(M), Z0(M) следует, что
RW (M) ≤ β(M, y) + |yW | = R0(M) + |Z0(M)W |.

(iv) Пусть x ∈ M и τ > 0. Тогда найдется точка z ∈ W такая, что
|xz| ≤ |xW |+ τ . Кроме того, получим неравенства
|xS| ≤ |xz|+ |zS| ≤ |xW |+ |zS|+ τ ≤

sup
x∈M

|xW |+ sup
z∈W

|zS|+ τ ≤ α(M,W ) + sup
z∈W

|zS|+ τ

для S ∈ Σ. Отсюда следует, что

inf
S∈Σ

sup
x∈M

|xS| ≤ α(M,W ) + sup
z∈W

|zS|+ τ.
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Переходя к точной нижней грани в правой части и используя произволь-
ность выбора τ > 0, получим

RΣ(M) = inf
S∈Σ

sup
x∈M

|xS| ≤ α(M,W ) + inf
S∈Σ

sup
z∈W

|zS| = α(M,W ) +RΣ(W ).

Неравенство RΣ(W ) ≤ α(M,W ) +RΣ(M) получается аналогично.
(v) Для любого ε > 0 выберем такие элементы x, y ∈M , u, v ∈ W , что
D(M) ≤ |xy|+ ε, |xu| ≤ |xW |+ ε, |yv| ≤ |yW |+ ε. Тогда

D(W ) ≥ |uv| ≥ |xy| − |xu| − |yv| ≥ |xy| − |xW | − |yW | − 2ε ≥

D(M)− 2α(M,W )− 3ε.

Используя произвольность выбора ε > 0, получим D(M) − D(W ) ≤
2α(M,W ). Осталось использовать произвольность выбораM, W ∈ B(X).
�

С.4.1 В условиях теоремы 4.1 имеют место неравенства.

|RW (M)−RB(A)| ≤ α(M,A) + α(W,B),

|R0(M)−R0(A)| ≤ β(M,A) + β(A,M) ≤ 2α(M,A).

З.4.1 Если M ∈ B(X), то условие а) H(M) = M равносильно условию
б) Z0(M) = M . Из этих условий следует, что в) R0(M) = D(M). Если
M — компакт, то условия а), б), в) равносильны.

З.4.2 Пусть M ∈ B(X). Если M∩Z(M) 6= ∅, то Z0(M) = M∩Z(M),
R0(M) = R(M).

З.4.3 Пусть M , W , T ∈ B(X). Тогда RW (M) ≤ RT (M) + RW (T ) и
θ : B(X) × B(X) → R+, θ(M,W ) = max{RW (M), RM(W )} — функция,
удовлетворяющая неравенству треугольника, а также неравенствам
α(M,W ) ≤ θ(M,W ) ≤ D(M,W ) = sup{|xy| : x ∈M, y ∈ W}.

З.4.4 Для любых M, W ∈ B[X] множество ZW (M) (H(M)) замкну-
то в множестве W (M) с индуцированной метрикой.

5. Наилучшая N-сеть непустого ограниченного множества со-
пряженного пространства.

N -сетью пространства X называется непустое множество, состоящее
не более чем из N точек. Обозначим через ΣN множество всех N -сетей
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пространства (X, ρ). Радиусом покрытия множества M ∈ B(X)
N -сетью S ∈ ΣN называется число β(M,S). При Σ = ΣN , M ∈ B(X)
используем обозначение RN(M) = inf{β(M,S) : S ∈ ΣN}. Наиболее об-
щая теорема, в которой устанавливаются достаточные условия для су-
ществования наилучшей N -сети непустого ограниченного множества со-
пряженного пространства доказана Гаркави А. Л. (в случае метрического
пространства такие условия пока (2008 г.) не известны).

Т.5.1 Если пространство (X, || · ||) является сопряженным к неко-
торому нормированному пространству X̂, то для каждого M ∈ B(X)
найдется наилучшая N -сеть.

� Для последовательности положительных вещественных чисел
(εn)n∈N и для каждого n ∈ N выберем такую N -сеть Sn = {yn

1 , . . . , y
n
N},

что
β(M,Sn) ≤ RN(M) + εn.

При этом для всех k ∈ {1, . . . , N}, n ∈ N нормы элементов
||yn

k || ограничены некоторой константой A > 0 : ||yn
k || ≤ A. Пусть

B(1)[0, A], . . . , B(N)[0, A] — N экземпляров замкнутого шара пространства
X. В произвольном шаре из этого набора зададим окрестность точки x0

неравенствами |fm(x − x0)| < ε, где m принадлежит конечному подмно-
жеству множества N, fm ∈ X̂ и fm(x) = x(fm). Тем самым, в этом шаре
индуцируется слабая топология, относительно которой он компактен по
теореме Банаха-Алаоглу. Следовательно, множество

Q = B(1)[0, A]× . . .×B(N)[0, A]

компактно по теореме Тихонова и для последовательности
(un) = ((yn

1 , . . . , y
n
N)) найдется предельная точка u∗ = (y∗1, . . . , y

∗
N) ∈ Q.

Кроме того, для каждого x ∈M

||x− yn
kn
|| ≤ RN(M) + εn,

где kn = kn(x) ∈ {1, . . . , N}. Предположим, что N -сеть S∗ = {y∗1, . . . , y∗N}
не является наилучшей. Тогда найдутся такие точка x ∈M и число α > 0,
что для всех k ∈ {1, . . . , N}

||x− y∗k|| > RN(M) + α.
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Кроме того, найдутся такие элементы f1, . . . , fN ∈ X̂, что для всех
k ∈ {1, . . . , N}

||fk|| = 1, |fk(x)− fk(y
∗
k| > RN(M) + α.

С другой стороны, найдется такое m ∈ N, что для всех n > m

|fk(x)− fk(y
∗
k| ≤ |fk(x)− fk(y

n
kn

)|+ |fk(y
n
kn

)− fk(y
∗
k)| ≤

||x− yn
kn
||+ |fk(y

n
kn

)− fk(y
∗
k)| ≤ RN(M) + εn + |fk(y

n
kn

)− fk(y
∗
k)|.

Зададим окрестность O(u∗) точки u∗ неравенствами |fk(y)−fk(y
∗
k)| < α/2

при k = 1, . . . , N . В силу того, что u∗ — предельная точка последователь-
ности (un), найдется такое n0 > m, что un0

∈ O(u∗), т.е.

|fk(y
n0

k )− fk(y
∗
k)| < α/2

при k = 1, . . . , N . Тогда, полагая kn0
= k0 ∈ {1, . . . , N}, получим

|fk0
(x)− fk0

(y∗k0
| ≤ |fk0

(x)− fk0
(yn0

k0
)|+ |fk0

(yn0

k0
)− fk0

(y∗k0
)| ≤ RN(M) + α.

Получили противоречие. �
З.5.1 Найти наилучшую N -сеть для круга евклидовой плоскости.

З.5.2 Найти Z0(S), где S — 3-сеть евклидовой плоскости.

З.5.3 Найти наилучшую 2-сеть для эллипса евклидовой плоскости.

З.5.4 Найти наилучшую 2-сеть для прямоугольника евклидовой плос-
кости.

6. Достаточные условия существования и единственности че-
бышевского центра непустого ограниченного множества.

Для формулировки достаточных условий существования и единствен-
ности чебышевского центра непустого ограниченного множества введем
несколько условий.

A. Для любых x, y ∈ (X, ρ) существует единственная точка
ω(x, y) ∈ X такая, что

|xω(x, y)| = |yω(x, y)| = |xy|/2.

B1. Для всех p, x, y ∈ (X, ρ) верно неравенство

|pω(x, y)| ≤ max{|px|, |py|}.
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B2. Отображение ω : X×X → X равномерно непрерывно на каждом
множестве B×B, где В — произвольный замкнутый шар пространства
(X, ρ).

C1. Для каждого r > 0 и для любых ограниченных последователь-
ностей (pn), (xn), (yn) в пространстве (X, ρ) таких, что для каждого
n ∈ N

|pnxn| ≤ r, |pnyn| ≤ r, lim
n→∞

|pnω(xn, yn)| = r

верно равенство lim
n→∞

|xnyn| = 0.

C2. Для каждого r > 0, для каждой сходящейся к нулю после-
довательности неотрицательных вещественных чисел (εn) и для лю-
бых ограниченных последовательностей (pn), (xn), (yn) в пространстве
(X, ρ) таких, что для каждого n ∈ N

|pnxn| ≤ r + εn, |pnyn| ≤ r + εn, lim
n→∞

|pnω(xn, yn)| = r

верно равенство lim
n→∞

|xnyn| = 0.

Примерами полных метрических пространств, в которых выполнены
условия (A), (B1), (B2), (C2), являются равномерно выпуклое банахово
пространство и пространство Адамара (в частности, пространство Лоба-
чевского). Напомним, что полное метрическое пространство (X, ρ) назы-
вается пространством Адамара, если для любых x, y ∈ X найдется такое
m ∈ X, что для любого z ∈ X

|xy|2 + 4|zm|2 ≤ 2(|xz|2 + |yz|2).

Т.6.1 Для каждого непустого ограниченного множества метриче-
ского пространства, удовлетворяющего условиям (A), (B1), (C1), суще-
ствует не более одного чебышевского центра.

� Пусть x, y чебышевские центры множества M ∈ B(X). Тогда из
определения чебышевского центра и условий (A), (B1) следует, что верны
неравенства

sup
u∈M

|ω(x, y)u| ≤ sup
u∈M

max{|xu|, |yu|} ≤ R(M).

Тогда ω(x, y) — чебышевский центр множества M и из определения че-
бышевского центра следует, что в множестве M найдется такая последо-
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вательность (pn), что для каждого n ∈ N

lim
n→∞

|pnω(x, y)| = R(M), |pnx| ≤ R(M), |pny| ≤ R(M).

В силу условия (C1), получим x = y. �
Т.6.2 Для каждого непустого ограниченного множества полного

метрического пространства, удовлетворяющего условиям (A), (B1),
(C2), существует единственный чебышевского центр.

� Для множества M ∈ B(X) рассмотрим семейство непустых замкну-
тых множеств

Kε(M) = {y ∈ X : β(M, y) ≤ R(M) + ε},

где ε > 0.
Это семейство обладает следующими элементарными свойствами :
a) если α ≤ ε, то Kα(M) ⊂ Kε(M) ;
b) ∩{Kε(M) : ε > 0} есть множество всех чебышевских центров множе-
ства M .
По теореме 6.1 существует не более одного чебышевского центра мно-
жества M . Выберем сходящуюся к нулю последовательность положи-
тельных вещественых чисел (εn) и для каждого n ∈ N такие точки xn,
yn ∈ Kεn

(M), что
diam(Kεn

(M)) ≤ |xnyn|+ εn.

В силу условий (A), (B1), определения чебышевского радиуса и множе-
ства Kε(M) для каждого n ∈ N получим

R(M) ≤ sup
z∈M

|zω(xn, yn)| ≤ sup
z∈M

max{|zxn|, |zyn|} ≤ R(M) + εn. (1)

Следовательно, в множестве M найдется такая последовательность (zn),
что

lim
n→∞

|znω(xn, yn)| = R(M). (2)

Теперь, в силу условия (C2), получим lim
n→∞

|xnyn| = 0. Тогда по теореме
Кантора ([9], c. 399) множество ∩{Kε(M) : ε > 0} состоит из одной точки.
�

Т.6.3 Для каждого непустого ограниченного множества полного
метрического пространства, удовлетворяющего условиям (A), (B1),
(B2), (C1), существует единственный чебышевский центр.
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� Начало доказательства этой теоремы совпадает с доказательством
теоремы 6.2 за исключением последнего равенства. Рассмотрим для каж-
дого n ∈ N такие точки un, vn в сегментах [zn, xn], [zn, yn], что

|unxn| = µn|znxn|, |vnyn| = µn|znyn|,

где
µn =

εn

R(M) + εn
.

Используя эти равенства и неравенства (1) получим для каждого n ∈ N
вспомогательные неравенства

|unxn| ≤ εn, |ynvn| ≤ εn, |znun| ≤ R(M), |znvn| ≤ R(M).

В свою очередь, из этих неравенств, определений точек un, vn, равенства
(2) и условия (B2), получим

lim
n→∞

|znω(un, vn)| = R(M).

Следовательно, в силу условия (C1),

lim
n→∞

|unvn| = 0.

Из этого равенства и неравенств

|xnyn| ≤ |xnun|+ |unvn|+ |vnyn| ≤ 2εn + |unvn|

для каждого n ∈ N получим lim
n→∞

|xnyn| = 0. Тогда по теореме Кантора
множество
∩{Kε(M) : ε > 0} состоит из одной точки. �

З.6.1 Найти чебышевский центр для треугольника и четырехуголь-
ника евклидовой плоскости.

7. Наилучшие аппроксимирующие компакты и чебышевские
центры выпуклых множеств специальных геодезических про-
странств.

Т.7.1 Пусть X — полное метрическое пространство, удовлетворяю-
щее условиям (A), (B1), (B2), (C1). Тогда каждое выпуклое замкнутое
множество является аппроксимативно компактным, сильно чебышев-
ским множеством.
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� Докажем аппроксимативную компактность множестваM . Пусть p ∈
X\M , (xn) — минимизирующая последовательность в множестве M и
yn = [p, xn] ∩ S(p, pM) для каждого n ∈ N. Тогда

lim
n→∞

|xnyn| = lim
n→∞

(|xnp| − |pyn|) = lim
n→∞

(|xnp| − |pM |) = 0.

Из условия (B2) следует, что |ω(xn, xm)ω(yn, ym)| → 0 при n → ∞, m →
∞. Кроме того, ω(yn, ym) ∈ B[p, pM ], ω(xn, xm) ∈ M для всех n, m ∈ N,
поскольку M , B[p, pM ] — выпуклые множества. Пусть для всех n, m ∈ N

anm ∈ S(p, pM) ∩ [ω(xn, xm), ω(yn, ym)].

Тогда

|pM | − |ω(yn, ym)anm| = |panm| − |ω(yn, ym)anm| ≤ |pω(yn, ym)| ≤ |pM |

и значит, |pω(yn, ym)| → |pM | при n→∞, m→∞.
Из условия (C1) получим |ynym| → 0 при n → ∞, m → ∞. Но про-
странство X — полное, поэтому найдется такая точка y ∈ S(p, |pM |), что
lim
n→∞

yn = y. Из неравенства |yxn| ≤ |xnyn|+ |yyn| следует теперь, что

lim
n→∞

xn = y ∈M ∩ S(p, |pM |).

Значит, множество M — аппроксимативно компактно. Пересечение
M ∩S(p, |pM |) содержит не более одной точки. Действительно, в против-
ном случае сфера содержала бы невырожденный отрезок, поскольку мно-
жества M , B[p, |pM |] выпуклые. Тогда в силу условия (C1) мы получили
бы противоречие. Следовательно, множество M чебышевское. Осталось
использовать следствие 1.2. �

В дальнейшем вместо
⋃

x∈W

PM(x) будем писать PM(W ), где � 6= W ⊂

X. Нам понадобится еще одно условие на пространство (X, ρ)

(D) Для каждого x ∈ (X, ρ) и для любой точки p из произвольного
сегмента [u, v] ⊂ X верно неравенство |pP[u,v](x)| ≤ |px|.

Л.7.1 Пусть X — полное метрическое пространство, удовлетворя-
ющее условиям (A), (B1), (B2), (C1), (D), W — непустое множество в
X, M — непустое замкнутое ограниченное выпуклое множество в X.
Тогда имеют место неравенства :
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(i) |xPM(W )| ≤ |xW | для каждого x ∈M ;
(ii) β(M,PM(W )) ≤ β(M,W ).

� (i) Из теоремы 7.1 и условий леммы 7.1 следует, что оператор PM

является однозначным и непрерывным в пространстве X. Выберем про-
извольно x ∈M , y ∈ W . Тогда найдется единственная точка y1 = PM(y).
В силу выпуклости множества M , [x, y1] ⊂ M . Тогда, используя условие
(D), получим, что

|xPM(y)| = |xP[x,y1](y)| ≤ |xy|.

Следовательно, |xPM(W )| ≤ |xy| и |xPM(W )| ≤ |xW |.
(ii) Неравенство (ii) доказывается переходом к точной верхней грани по
всем x ∈M сначала в правой части неравенства (i), а затем в левой части
полученного неравенства. �

С. 7.1 Пусть X — полное метрическое пространство, удовлетворя-
ющее условиям (A), (B1), (B2), (C1), (D), Z — наилучшее аппроксими-
рующее множество из семейства Σ для непустого замкнутого ограни-
ченного выпуклого множества M ⊂ X и PM(Z) ∈ Σ. Тогда PM(Z) —
наилучшее аппроксимирующее множество для множества M .

Л.7.2 Пусть X — полное метрическое пространство, удовлетворя-
ющее условиям (A), (B1), (B2), (C1), (D), M ∈ B(X). Тогда существу-
ет единственный чебышевский центр множества M , принадлежащий
замыканию выпуклой оболочки множества M , совпадающий с чебышев-
скими центрами замыкания выпуклой оболочки множества M и выпук-
лой оболочки множества M .

� Существование и единственность чебышевского центра Cheb(M)
непустого ограниченного множества M следует из теоремы 6.3, а из усло-
вий (A), (B1) следует, что замкнутые шары пространства X выпуклые.
Тогда

M ⊂ C(M) ⊂ C(M) ⊂ B[Cheb(M), R(M)] ⇒
R(M) = R(C(M)) = R(C(M)).

Из Следствия 7.1 и единственности чебышевского центра следует, что

Cheb(M) ⊂ C(M), Cheb(M) = Cheb(C(M)) = Cheb(C(M)).�

З.7.1 Пространство Адамара удовлетворяет условиям (A), (B1), (B2),
(C1), (D).
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8. Непрерывность метрической проекции. Cвойства близкие к
β-непрерывности множества всех относительных чебышевских
центров, множества диаметральных точек и наилучших аппрок-
симирующих компактов.

Л.8.1 Пусть X — полное метрическое пространство, удовлетворяю-
щее условиям (A), (B1), (B2), (C1), (D), M — непустое ограниченное за-
мкнутое выпуклое множество пространства X, (Wn) — последователь-
ность непустых ограниченных замкнутых множеств пространства X,
сходящаяся в метрике Хаусдорфа к некоторому компакту W ⊂ X. То-
гда

lim
n→∞

α(PM(Wn), PM(W )) = 0.

� Из теоремы 7.1 и условий леммы 8.1 следует, что M является аппрок-
симативно компактным, сильно чебышевским множеством. Кроме того, в
силу утверждения (iii) леммы 1.2, оператор PM является β-непрерывным
на компакте W ⊂ X, поэтому

lim
n→∞

β(PM(Wn), PM(W )) = 0.

Докажем, что
lim
n→∞

β(PM(W ), PM(Wn)) = 0

методом от противного. Пусть это утверждение неверно, тогда найдут-
ся константа c > 0 и подпоследовательность (Wm) ⊂ (Wn) такие, что
β(PM(W ), PM(Wm)) > c для каждого m ∈ N. Следовательно, найдется
последовательность (zm) ⊂ W такая, что |PM(zm)PM(Wm)| > c для каж-
дого m ∈ N. Кроме того, найдется подпоследовательность (zk) ⊂ (zm),
сходящаяся к некоторой точке z ∈ W , так как W — компактно. Но опе-
ратор PM является непрерывным, поэтому найдется такое число k0 ∈ N,
что |PM(z)PM(Wk)| > c для каждого k > k0. Из условия

lim
k→∞

α(Wk,W ) = 0

следует, что найдется последовательность (yk), yk ∈ Wk, сходящаяся к
точке z. Но тогда

lim
k→∞

|PM(z)PM(Wk)| ≤ lim
k→∞

|PM(z)PM(yk)| = 0.

Получили противоречие. �
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Т.8.1 Пусть X — метрическое пространство, M, Mn ∈ K(X),
n ∈ N,

lim
n→∞

α(Mn,M) = 0.

Тогда найдется такая подпоследовательность (Mk) ⊂ (Mn), что

(i) lim
k→∞

β(Z0(Mk), Z0(M)) = 0;

(ii) lim
k→∞

β(H(Mk), H(M)) = 0.

� Из задачи 4.4 и компактности множеств M, Mn следует, что для каж-
дого n ∈ N найдется такой элемент zn ∈ Z0(Mn) (zn ∈ H(Mn)), что

|znZ0(M)| = β(Z0(Mn), Z0(M)) (|znH(M)| = β(H(Mn), H(M))).

(i) Тогда α(Mn, zn) = β(Mn, zn) = R0(Mn). Используя условия теоремы,
найдем такие подпоследовательность (zk) ⊂ (zn) и элемент z ∈M , что

lim
k→∞

|zkz| = 0.

Тогда, в силу следствия 4.1 и непрерывности метрики α, получим
β(M, z) = α(M, z) = R0(M). Следовательно, z ∈ Z0(M) и

lim
k→∞

β(Z0(Mk), Z0(M)) = lim
k→∞

|zkZ0(M)| = 0.

(ii) Тогда α(Mn, zn) = β(Mn, zn) = D(Mn). Используя условия теоремы,
найдем такие подпоследовательность (zk) ⊂ (zn) и элемент z ∈M , что

lim
k→∞

|zkz| = 0.

Тогда, в силу утверждения (v) теоремы 4.1 и непрерывности метрики α,
получим β(M, z) = α(M, z) = D(M). Следовательно, z ∈ H(M) и

lim
k→∞

β(H(Mk), H(M)) = lim
k→∞

|zkH(M)| = 0.�

Пр.8.1. Рассмотрим в евклидовой плоскости R2 3-сети

S = {O(0; 0), A(1/2;
√

3/2), B(−1/2;
√

3/2)},

Sn = {Cn(0; 1/n), A(1/2;
√

3/2), B(−1/2;
√

3/2)},
где n ∈ {2, 3, . . .}. Тогда нетрудно проверить, что при n ∈ {2, 3, . . .}

α(Sn, S) = 1/n, Z0(S) = H(S) = S, Z0(Sn) = {Cn}, H(Sn) = {A,B},
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α(Z0(Sn), Z0(S)) = |BCn|, α(H(Sn), H(S)) = 1.

Таким образом, в теореме 8.1, в общем случае, нельзя заменить отклоне-
ние β на метрику Хаусдорфа.

Л.8.2 Пусть X — равномерно выпуклое банахово пространство и
множества M , W ∈ B(X) такие, что Cheb(M) ∈ C(M),

Cheb(W ) ∈ C(W ), B(Cheb(M), R(M)) ∩B(Cheb(W ), R(W )) = �.

Тогда
|Cheb(M)Cheb(W )| ≤ 2α(M,W ).

� Отметим, что условие Cheb(M) ∈ C(M) для M ∈ B(X) автома-
тичеси выполнено для вещественного гильбертова пространства, в силу
леммы 7.2, или двумерного равномерно выпуклого банахова пространства
X. Пусть для определенности R(W ) ≤ R(M). Тогда

|Cheb(M)Cheb(W )| = |Cheb(M)B[Cheb(W ), R(W )]|+R(W ) ≤

sup{|xB[Cheb(W ), R(W )]| : x ∈ C(M)}+R(W ) =

sup{|xB[Cheb(W ), R(W )]| : x ∈M}+R(W ) ≤ 2α(M,W ).�
Но отображение Cheb в общем случае не является липшицевым.

Л.8.3 Пусть N > 2, X — евклидово пространство (пространство
Лобачевского) размерности больше единицы и U — окрестность Σ2(X)
в пространстве (ΣN(X), α). Тогда
(i) отображение cheb : (U, α) → X не является липшицевым;
(ii) в евклидовом случае отображение cheb : (ΣN(X), α) → X не явля-
ется равномерно непрерывным.

� Нетрудно понять, что доказательство достаточно изложить в случае
плоскости при N = 3. Пусть x, y — две различные точки в евклидовой
плоскости (плоскости Лобачевского) и S+ — половина окружности, по-
строенная на отрезке [x, y] как на диаметре. Определим переменную точку
z ∈ S+ такую, что |yz| ∈ (0, |xy|/2). Затем найдем точку u, удовлетворяю-
щую условиям : a) z ∈ [x, u]; b) точка y принадлежит окружности, постро-
енной на отрезке [x, u] как на диаметре. Рассмотрим 3-сети M = {x, y, z},
Z = {x, y, u} ∈ Σ3(X)\Σ2(X) в евклидовой плоскости (плоскости Ло-
бачевского). Тогда, очевидно, v = cheb(M) = ω(x, y), w = cheb(Z) =
ω(x, u) и |uz| = α(M,Z). В евклидовой плоскости для каждой константы
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L > 0 уточним положение точки z ∈ S+, подчинив ее дополнительно-
му условию 2L|yz| < |xy|. Тогда нетрудно получить |cheb(M)cheb(Z)| =
|vw| = (|xy|)(|uz|)/(2|zy|) > L|uz| = Lα(M,Z). Отсюда следует верность
леммы 8.3 в случае евклидового пространства. Пусть p — основание пер-
пендикуляра, проведенного из точки v к отрезку [x,w], и ψ — угол при
вершине w треугольника 4xvw в плоскости Лобачевского. По построе-
нию треугольники 4xvw, 4wpv — прямоугольные. Следовательно, име-
ют место формулы tanh |pv| = sinh |pw| tanψ, tanh |vx| = sinh |vw| tanψ.
Тогда отношение sinh |vw|/ sinh |pw| = tanh |vx|/ tanh |pv| стремится к
∞ при (|pv| → 0). Но тогда отношение |cheb(M)cheb(Z)|/α(M,Z) =
|vw|/(2|pw|) также стремится к ∞ при (|pv| → 0). Отсюда следует вер-
ность леммы 8.3 и в случае пространства Лобачевского. �

Т.8.2 Пусть (Mn) — последовательность непустых ограниченных за-
мкнутых множеств пространства (X, ρ). Тогда
A. Если M ∈ Σ,

lim
n→∞

α(Mn,M) = 0,

(Kn) ⊂ Σ — последовательность наилучших аппроксимирующих мно-
жеств для последовательности (Mn) такая, что для каждого нату-
рального n Kn ⊂Mn, то

lim
n→∞

α(Kn,M) = 0;

B. Если M — компакт в X,

lim
n→∞

α(Mn,M) = 0,

(Sn
N) – последовательность наилучших N -сетей для последовательно-

сти (Mn) такая, что для каждого натурального n Sn
N ⊂ Mn, то най-

дется подпоследовательность последовательности (Sn
N), сходящаяся в

метрике Хаусдорфа к некоторой наилучшей N -сети множества M .

� A. Из условий теоремы 8.2 и утверждения (iv) теоремы 4.1 нетрудно
получить :

β(Kn,M) ≤ β(Mn,M) ≤ α(Mn,M),

β(M,Kn) ≤ β(M,Mn) + β(Mn, Kn) = β(M,Mn) +RΣ(Mn) ≤ 2α(M,Mn)

для каждого n ∈ N. Следовательно,

lim
n→∞

α(Kn,M) = 0.
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B. Из условий теоремы 8.2 следует, что найдется такая подпоследователь-
ность

(Sm
N = {ym

1 , . . . y
m
N}) ⊂ (Sn

N),

что существуют пределы

y∗i = lim
m→∞

ym
i (1 ≤ i ≤ N).

Пусть S∗N = {y∗1, . . . y∗N}. Тогда для каждого m ∈ N

β(M,S∗N) ≤ β(M,Mm) + β(Mm, S
m
N ) + β(Sm

N , S
∗
N) ≤

α(M,Mm) +RN(Mm) + β(Sm
N , S

∗
N).

Из условия теоремы, утверждения (iv) теоремы 4.1 и определения N -
сети S∗N следует, что правая часть полученного неравенства стремится к
RN(M) при (m→∞). Следовательно, S∗N является наилучшей N–сетью
для множества M . �

Следствие 8.1 (теоремы 8.2 и следствия 7.1) Пусть X — пол-
ное метрическое пространство, удовлетворяющее условиям (A), (B1),
(B2), (C1), (D), (Mn) — последовательность непустых ограниченных за-
мкнутых выпуклых множеств пространства X, сходящаяся в метрике
Хаусдорфа к некоторому компакту M ⊂ X. Тогда
A. Если (Kn) — последовательность наилучших аппроксимирующих
компактов для последовательности (Mn), то найдется подпоследова-
тельность (Mm) ⊂ (Mn), для которой найдется последовательность
(K̂m) наилучших аппроксимирующих компактов, сходящаяся в метри-
ке Хаусдорфа к множеству M ;
B. Если (Sn

N) — последовательность наилучших N -сетей для последо-
вательности (Mn), то найдется подпоследовательность (Mm) ⊂ (Mn),
для которой найдется последовательность (Ŝm

N ) наилучших N -сетей,
сходящаяся в метрике Хаусдорфа к некоторой наилучшей N -сети мно-
жества M .
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