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Ââåäåíèå.

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå âêëþ÷àåò ìèíèìóì ââîäíîãî êóðñà ïî ìåòðè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêîâ ñòàðøèõ
êóðñîâ óíèâåðñèòåòîâ. ×àñòü 1 ðàññ÷èòàíà íà 30 ÷àñîâ àóäèòîðíîé íà-
ãðóçêè. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, îñíîâíîé íàáîð ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ ïî
ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñëåäóþùèé: [1-9]. Åñëè èñêëþ÷èòü ïîâòîðû è äî-
áàâèòü åùå ìàòåðèàë èç îêîëî 500 ñòàòåé, íå âîøåäøèé â ýòè ìîíîãðàôèè,
òî ïîëó÷èòñÿ îêîëî 4000 ñòðàíèö ïîëíîãî ñîâðåìåííîãî êóðñà ïî ìåòðè-
÷åñêîé ãåîìåòðèè. Êðîìå òîãî, åñòü ìíîãî âçàèìîñâÿçåé ñ íåðåãóëÿðíîé
ðèìàíîâîé ãåîìåòðèåé, ãèïåðáîëè÷åñêèìè ãðóïïàìè, òåîðèåé ôðàêòàëîâ,
ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèåé ìåðû, íåëèíåéíûì ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì,
òåîðèåé íåêîððåêòíûõ çàäà÷ è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêîé. Ýòè âçàèìîñâÿçè
ïîääåðæèâàþò àêòóàëüíîñòü ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïîñòîÿííûé ïðè-
òîê â íåå íîâûõ çàäà÷. Âñå çàäà÷è â ïîñîáèè ýëåìåíòàðíû è ñëóæàò äëÿ
êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîãî óñâîåíèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé.

Â ïîñîáèè ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
|xy| = ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y â ìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå (X, ρ).
� � ñèìâîë íà÷àëà (êîíöà) äîêàçàòåëüñòâà.
Ò.1.2 (Ë.1.2, Ç.1.2, Ïð.1.2, C.1.2) îáîçíà÷àåò òåîðåìó 2 (ëåììó 2,

çàäà÷ó 2, ïðèìåð 2, ñëåäñòâèå 2) ëåêöèè 1.
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1. Ïðîñòîé ïóòü. Ïðîñòàÿ äóãà. Äëèíà ïóòè. Ýêâèâàëåíòíûå
ïóòè. Êðèâàÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γ : [a, b]→ X íàçûâàåòñÿ ïóòåì (ïàðàìåò-
ðèçîâàííîé êðèâîé) ñ êîíöàìè γ(a), γ(b). Ïóòü íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
ïóòåì, åñëè γ(a) = γ(b). Ïóòü ñ êîíöàìè x, y îáîçíà÷èì γx,y.

Èíúåêòèâíûé ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (æîðäàíîâûì) ïóòåì.

Ìíîæåñòâî γ̂ ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äóãîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé
ïðîñòîé ïóòü γ : [a, b] → X, ÷òî γ̂ = γ([a, b]). γ(a), γ(b) � êîíöû äóãè.
Îñòàëüíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè ïðîñòîé äóãè.

Ìíîæåñòâî Γ ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè íåêîòîðîì ãîìåîìîðôèçìå îêðóæíîñòè S(O, 1) ⊂
R2 â X.

Ìíîæåñòâî Γ ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé êðèâîé, åñëè îíî çàìêíóòî è
ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé, ëèáî îáðàçîì ïðè íåêîòîðîì
ãîìåîìîðôèçìå ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà I =< a, b >⊂ R.

Êîíå÷íîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî σ ⊂ [a, b], ñîäåðæàùåå a, b, íà-
çûâàåòñÿ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [a, b]. Åñëè a = t0 < t1 < . . . < tn = b, òî
σ = (ti)i=0,n, n+ 1 = card(σ) � äëèíà ðàçáèåíèÿ, |σ| = max{ti+1 − ti : i ∈
{0, . . . , n− 1}} � ìîäóëü ðàçáèåíèÿ.

Ïîëíîé âàðèàöèåé ïóòè γ : [a, b] → X îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ σ =
(ti)i=0,n íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Vσ(γ) =
n−1∑
i=0

|γ(ti)γ(ti+1)|.

Äëèíîé ïóòè γ : [a, b]→ X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
L(γ) = sup{Vσ(γ) : σ}. Ïóòü γ � ñïðÿìëÿåìûé, åñëè L(γ) < +∞.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî (ìåòðè÷åñêè) ñâÿç-

íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ (ñïðÿì-
ëÿåìûé) ïóòü ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Ïð.1.1. Ïóòü γ : [0, 1]→ X, γ(t) = t sin(1/t), åñëè t ∈ (0, 1], è γ(0) = 0,
ÿâëÿåòñÿ íåñïðÿìëÿåìûì.
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� Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 σn = {0, 1}∪{ 2

π(2i+ 1)
: i ∈ {0, 1, . . . , n}}.

Òîãäà Vσn
(γ) = | 2

π(2n+ 1)
sin(π(2n+ 1)/2)|+

n−1∑
i=0
| 2

π(2i+ 3)
sin(π(2i+3)/2)− 2

π(2i+ 1)
sin(π(2i+1)/2)|+ |2

π
−sin 1| ≥

n−1∑
i=0

(
2

π(2i+ 3)
+

2

π(2i+ 1)
) =

2

π
+

2

π(2n+ 1)
+

4

π

n−1∑
i=1

1

(2i+ 1)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòü γ íåñïðÿìëÿåìûé, ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî
íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê ∞ ïðè n→∞. �

Ïóòè γ : [a, b] → X, γ1 : [c, d] → X íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïó-

òÿìè, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå (â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîå) ìîíîòîííîå,
ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ψ : [c, d] → [a, b], ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [c, d]
γ1(t) = γ(ψ(t)). Îòîáðàæåíèå ψ íàçûâàåòñÿ çàìåíîé ïàðàìåòðà. (ìîíîòî-
íîñòü ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ ïîíèìàåòñÿ òàê: åñëè t < u, òî êàæäûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà ψ(t) íå áîëüøå (èëè íå ìåíüøå) êàæäîãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà ψ(u) ).

Êðèâîé ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x, y íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ïóòåé ñ òåìè æå êîíöàìè.

Ë.1.1. Äëèíû ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé ðàâíû.

� 1. Ñ êàæäûì ðàçáèåíèåì σ = (ti)i=0,n îòðåçêà [a, b] ñâÿæåì ðàçáèåíèå

σ̂ = (t̂i)i=0,n îòðåçêà [c, d], âûáðàâ òî÷êè t̂i ∈ ψ−1(ti) (i = 0, n). Òîãäà
Vσ̂(γ1) = Vσ(γ) ⇒ L(γ1) ≥ Vσ(γ) ⇒ L(γ1) ≥ L(γ).

2. Ïóñòü σ = (ti)i=0,n ðàçáèåíèå îòðåçêà [c, d]. Âûáåðåì òàêîå ðàçáèåíèå

σ̂ ⊂ ψ(σ). ÷òî t̂i ∈ ψ(ti) (i = 0, n). Òîãäà Vσ(γ1) = Vσ̂(γ) ⇒ Vσ(γ1) ≤ L(γ)
⇒ L(γ1) ≤ L(γ). �

Ò.1.1. Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [a, b]→ X L(γ) = lim
|σ|→0

Vσ(γ).

� Ïóñòü n > 1, M ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñ-
ëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó M < L(γ). Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
ñëåäóþùåå: íàéäåòñÿ òàêîå η > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ σ îòðåçêà
[a, b], óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó |σ| < η, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
M ≤ Vσ(γ) ≤ L(γ). Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äëèíû
ïóòè γ. Âûáåðåì 0 < ε < (L(γ)−M)/2 è òàêîå ðàçáèåíèå τ = (ti)i=0,n îò-
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ðåçêà [a, b], ÷òî M + ε < Vτ(γ). Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ïóòè
γ, íàéäåòñÿ òàêîå 0 < η < 1

4 min{ti+1 − ti : i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}, ÷òî
|γ(u)γ(v)| ≤ ε

2n
äëÿ ëþáûõ u, v ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|u − v| ≤ η. Ôèêñèðóåì η è ïóñòü σ ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íåðàâåíñòâó |σ| < η. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî i ∈ {0, . . . , n − 1} âåð-
øèíà t̂i ∈ σ (ñîîòâåòñòâåííî t̃i ∈ σ), áëèæàéøàÿ èç σ ê ti, è òàêàÿ, ÷òî
t̂i ≤ ti (ti < t̃i). Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà |σ| < η, ïîëó÷èì äëÿ êàæäîãî
i ∈ {0, . . . , n−1} ti < t̃i < t̂i+1 ≤ ti+1. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå σ∪τ îòðåçêà
[a, b]. Òîãäà

Vσ∪τ(γ) − Vσ(γ) =
n−1∑
i=0

(|γ(ti)γ(t̂i)| + |γ(ti)γ(t̃i)| − |γ(t̂i)γ(t̃i)|) ≤
n−1∑
i=0

(|γ(ti)γ(t̂i| + |γ(ti)γ(t̃i)|) ≤ 2n
ε

2n
= ε. Ñëåäîâàòåëüíî, Vτ(γ) ≤

Vσ∪τ(γ) ≤ Vσ(γ) + ε è M ≤ Vσ(γ). �
Ç.1.1. Åñëè Γ ∈ X � ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, òî íàéäåòñÿ òàêîé

çàìêíóòûé ïóòü γ : [a, b]→ X, ÷òî γ([a, b]) = Γ è γ(u) 6= γ(v) äëÿ âñåõ

u, v ∈ [a, b], u 6= v, {u, v} 6= {a, b}.

Ç.1.2. Äëÿ êàæäîãî ïóòè γ : [a, b] → X èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|γ(a)γ(b)| ≤ L(γ).

Ç.1.3. Ïóñòü γx,y : [0, 1] → X � àôôèííûé ïóòü â íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå (X, ||.||), ò.å. γ(t) = (1− t)x+ ty. Òîãäà L(γ) = ||x− y||.

Ç.1.4. Ïóòü γ èç ïðèìåðà 1 åñòü ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñïðÿìëÿåìûõ ïóòåé γn : [0, 1] → X, γn(t) = γ(t), åñëè t ∈ [ 1
nπ , 1],

è γn(t) = 0, åñëè t ∈ [0, 1
nπ ]. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñïðÿìëÿåìûõ ïóòåé â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ñïðÿì-

ëÿåìûì ïóòåì.

Ç.1.5. Áèíàðíîå îòíîøåíèå, ââåäåííîå íà ìíîæåñòâå âñåõ ïóòåé

ïðîñòðàíñòâà X, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ç.1.6. Äëÿ êàæäîãî ïóòè γ : [a, b] → X íàéäåòñÿ ýêâèâàëåíòíûé

ïóòü γ1 : [0, 1]→ X.

2. Êðèâàÿ Êîõà. Ñâîéñòâà äëèíû ïóòè. Äëèíà äóãè, êàê ïà-
ðàìåòð. Õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèè äëèíû äóãè.
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Ïð.2.1. Ïóñòü ïóòü γ : [0, 1] → R2 ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïóòåé γn : [0, 1]→ R2 (n ∈ {0, 1, . . .}), îïðåäåëÿåìûõ
èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) γ0(t) = (t; 0) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1];
á) ïóòü γn ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì íà êàæäîì èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ σn =

{ i
4n

: i = 0, 1, . . . , 4n} îòðåçêà [0, 1] äëÿ êàæäîãî n ∈ {0, 1, . . .};
â) äëÿ êàæäîãî n ∈ {0, 1, . . .} êóñî÷íî-ëèíåéíûé ïóòü γn+1 ïîëó÷àåòñÿ

èç γn ðàçðåçàíèåì êàæäîãî îòðåçêà I ðàçáèåíèÿ σn íà òðè ÷àñòè ðàâíîé
äëèíû è èçìåíåíèåì ïóòè γn íà ñðåäíåé ÷àñòè J ñëåäóþùèì îáðàçîì:
îòðåçîê γn(J) çàìåíÿåòñÿ íà ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç áîêîâûõ ñòîðîí ðàâ-
íîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì γn(J).

Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ {0, 1, . . .} L(γn+1) = 4
3L(γn).

Òîãäà

L(γ) ≥ lim
n→∞

Vσn
(γ) = lim

n→∞
Vσn

(γn) = lim
n→∞

4n

3n
=∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿþùèé êðèâóþ Êîõà ïóòü γ, ÿâëÿåòñÿ íåñïðÿì-
ëÿåìûì.

Ò.2.1(àääèòèâíîñòü äëèíû ïóòè). Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [a, b]→ X

è äëÿ êàæäîãî c ∈ [a, b] L(γ) = L(γ|[a,c]) + L(γ|[c,b]).

� Âûáåðåì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé (σn) (n ∈ {1, 2, . . .})
îòðåçêà [a, b], ÷òî c ∈ σn è |σn| → 0 ïðè n → ∞. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî
n ∈ {1, 2, . . .} σ̂n = σn ∩ [a, c], σ̃n = σn ∩ [c, b]. Òîãäà Vσn

(γ) = Vσ̂n
(γ|[a,c]) +

Vσ̃n
(γ|[c,b]) è
lim
n→∞
|σ̂n| = lim

n→∞
|σ̃n| = 0.

Èç òåîðåìû 1.1 ïîëó÷èì L(γ) = lim
n→∞

Vσn
(γ) = lim

n→∞
(Vσ̂n

(γ|[a,c]) +

Vσ̃n
(γ|[c,b])) = L(γ|[a,c]) + L(γ|[c,b]). �

Ò.2.2. Äëÿ êàæäîãî ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè γ : [a, b] → X ôóíêöèÿ ψ :
[a, b] → [0, L(γ)], ψ(t) = L(γ|[a,t]) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íåïðåðûâíîé

ñþðúåêöèåé.

� Èç àääèòèâíîñòè äëèíû ïóòè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ψ íåóáûâàþùàÿ.
Ôèêñèðóåì ε > 0. Â ñèëó òåîðåìû 1.1 è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè γ,
íàéäåòñÿ η > 0, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) L(γ)− Vσ(γ) < ε äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ σ îòðåçêà [a, b] òàêîãî, ÷òî
|σ| < η; 2) |γ(u)γ(v)| < ε äëÿ ëþáûõ u, v ∈ [a, b] òàêèõ, ÷òî |u− v| < η.
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Ïóñòü u, v ∈ [a, b] è ðàçáèåíèå σ îòðåçêà [a, b] òàêèå, ÷òî v − u < η,
|σ| < η, σ∩ [u, v] = {u, v}. Ïîëîæèì σ1 = σ∩ [a, u] è σ2 = σ∩ [v, b]. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü äëèíû ïóòè è óñëîâèÿ 1, 2, ïîëó÷èì
L(γ|[a,u]) + L(γ|[u,v]) + L(γ|[v,b]) = L(γ) < Vσ(γ) + ε = Vσ1

(γ|[a,u]) +
|γ(u)γ(v)| + Vσ2

(γ|[v,b]) + ε < L(γ|[a,u]) + ε + L(γ|[v,b]) + ε. Ñëåäîâàòåëü-
íî, L(γ|[u,v]) < 2ε. Ñíîâà èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü äëèíû ïóòè, ïîëó÷èì
îòñþäà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè ψ. �

Ïóñòü a ≤ c ≤ b. Ïðîèçâåäåíèåì (êîíêàòåíàöèåé) ïóòåé γ1 : [a, c] →
X, γ2 : [c, b] → X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ γ1(c) = γ2(c), íàçûâàåòñÿ
òàêîé ïóòü γ1 ∗ γ2 : [a, b] → X, ÷òî γ1 ∗ γ2(t) = γ1(t) ïðè a ≤ t ≤ c,
γ1 ∗ γ2(t) = γ2(t) ïðè c ≤ t ≤ b.

Ò.2.3 (Õàðàêòåðèçàöèÿ ôóíêöèè äëèíû äóãè). Ïóñòü C ìíîæå-

ñòâî âñåõ ïóòåé â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) è L : C → R+ � ôóíêöèÿ, ñîïî-

ñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó ïóòè åãî äëèíó. Òîãäà L � íàèìåíüøàÿ ôóíêöèÿ

èç ôóíêöèé F : C → R+, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(i) äëÿ êàæäîãî ïóòè γ : [a, b]→ X F (γ) ≥ |γ(a)γ(b)|;
(ii) F (γ1 ∗ γ2) = F (γ1) + F (γ2).

� Ïóñòü ôóíêöèÿ F : C → R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i), (ii) è

σ = (ti)i=0,n � ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Òîãäà F (γ) ≥
n−1∑
i=0

F (γ|[ti,ti+1]) ≥
n−1∑
i=0
|γ(ti)γ(ti+1)| ≥ Vσ(γ). Ñëåäîâàòåëüíî, F (γ) ≥ L(γ). Îñòàëîñü çàìå-

òèòü, ÷òî â ñèëó çàäà÷ 1.2, 2.1, ôóíêöèÿ L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i),
(ii). �

Ãîâîðÿò, ÷òî ñïðÿìëÿåìûé ïóòü γ : [a, b]→ X ïàðàìåòðèçîâàí äëèíîé

äóãè èëè èìååò íàòóðàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ (ïàðàìåòðèçîâàí ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v > 0), åñëè äëÿ ëþáûõ t, t1, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ a ≤ t ≤ t1 ≤ b, âåðíî ðàâåíñòâî L(γ|[t,t1]) = t1−t (L(γ|[t,t1]) = v(t1−t)).

Ò.2.4. Ïóñòü γ : [a, b] → X ñïðÿìëÿåìûé ïóòü. Òîãäà ïóòü λ :
[0, L(γ)] → X, λ(u) = γ(t), ãäå ψ(t) = L(γ|[a,t]) = u, ýêâèâàëåíòåí ïóòè

γ è ïàðàìåòðèçîâàí äëèíîé äóãè.

� Â ñèëó òåîðåìû 2.2 ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé íà
[a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî u ∈ [0, L(γ)] íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ [a, b],
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÷òî ψ(t) = u. Ïóñòü t, t̂ ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî t ≤ t̂ è L(γ|[a,t]) = L(γ|[a,t̂]). Òîãäà
â ñèëó àääèòèâíîñòè äëèíû äóãè ïîëó÷èì L(γ|[t,t̂]) = L(γ|[a,t̂])−L(γ|[a,t]) =

0. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå γ ïîñòîÿííî íà îòðåçêå [t, t̂] è γ = λ ◦ ψ.
Ïóñòü v ∈ [0, L(γ)] è t̃ ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî u ≤ v L(γ|[a,t̃]) = v. Òî-

ãäà |λ(u)λ(v)| = |γ(t)γ(t̃)| ≤ L(γ|[t,t̃]) = L(γ|[a,t̃]) − L(γ|[a,t]) = v − u.
Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå λ íåðàñòÿãèâàþùåå è ÿâëÿåòñÿ ïóòåì, ýêâè-
âàëåíòíûì ïóòè γ = λ ◦ ψ. Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.1, ïîëó÷èì
L(λ|[u,v]) = L((λ ◦ ψ)|[t,t̃]) = L(γ|[t,t̃]) = L(γ|[a,t̃])− L(γ|[a,t]) = v − u. Òàêèì
îáðàçîì, ïóòü λ ïàðàìåòðèçîâàí äëèíîé äóãè. �

Ãîâîðÿò, ÷òî ïóòü γ : [a, b] → X, ãäå a < b, ïàðàìåòðèçîâàí ïðî-

ïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè, åñëè èëè γ � ïîñòîÿííûé ïóòü, èëè íàéäåòñÿ
òàêîé íàòóðàëüíî ïàðàìåòèçîâàííûé ïóòü γ̂ : [c, d]→ X, ÷òî γ = γ̂ ◦ ψ è
ψ : [a, b]→ [c, d] � åäèíñòâåííûé àôôèííûé ãîìåîìîðôèçì, ò.å

ψ(t) =
(d− c)t+ bc− ad

b− a
.

Ç.2.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî L(γ1 ∗ γ2) = L(γ1) + L(γ2).

Ç.2.2. Åñëè γ = γ1 ∗ γ2 è ïóòè γ1, γ2 ïàðàìåòðèçîâàíû äëèíîé äóãè,

òî ïóòü γ ïàðàìåòðèçîâàí äëèíîé äóãè.

Ç.2.3. Åñëè γ : [0, 1]→ X ïóòü, ïàðàìåòðèçîâàííûé ïðîïîðöèîíàëü-

íî äëèíå äóãè, òî γ � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ñ êîíñòàíòîé L(γ) (ñì.
îïðåäåëåíèå ëèïøèöåâà îòîáðàæåíèÿ â ëåêöèè 5).

3. Äèôôåðåíöèðóåìûå ïóòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðî-
ñòðàíñòâî ïóòåé.

Ò.3.1. Ïóñòü γ : [a, b] → Rn C1-ïóòü è γ′ : [a, b] → Rn åãî ïðîèçâîä-

íàÿ. Òîãäà

L(γ) =

b∫
a

|γ′(t)|dt.

� Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ : [a, b] → [0, L(γ)], ψ(t) =
L(γ|[a,t]) äèôôåðåíöèðóåìà è ψ′(t) = |γ′(t)|, ò.ê. ψ(a) = 0. Èç àääèòèâ-
íîñòè äëèíû äóãè ïîëó÷èì ψ(t̂) − ψ(t) = L(γ|[t,t̂]), ãäå a ≤ t < t̂ ≤ b.
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Ôèêñèðóåì ε > 0. Äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, 2, . . . , n} ôóíêöèÿ γ′j : [a, b] → R
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå η > 0, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t, t̂, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì a ≤ t < t̂ ≤ b, t̂−t < η, èìååì äëÿ
âñåõ j ∈ {1, 2, . . . , n}, τ ∈ [t, t̂] (γ′j(τ))2 ≤ (γ′j(t))

2 +ε. Ïóñòü t, t̂ óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì a ≤ t < t̂ ≤ b, t̂− t < η è σ = (ti)i=0,k ïðîèçâîëüíîå ðàçáè-

åíèå îòðåçêà [t, t̂]. Òîãäà äëÿ ëþáûõ i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, j ∈ {1, 2, . . . , n}
íàéäóòñÿ òàêèå τi,j ∈ [ti, ti+1], ÷òî γj(ti) − γj(ti+1) = γ′j(τi,j)(ti − ti+1) è,
ñëåäîâàòåëüíî,

Vσ(γ|[t,t̂]) =
k−1∑
i=0

√
n∑
j=1

(γj(ti)− γj(ti+1))2 ≤
k−1∑
i=0

√
nε+ |γ′(t)|2(ti+1 − ti) =√

nε+ |γ′(t)|2(t̂ − t). Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò σ, ñëåäîâàòåëüíî

L(γ|[t,t̂]) ≤
√
nε+ |γ′(t)|2(t̂ − t) è

ψ(t̂)− ψ(t)

t̂− t
≤

√
nε+ |γ′(t)|2. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû,
|γ(t̂)− γ(t)|
|t̂− t|

≤ ψ(t̂)− ψ(t)

t̂− t
. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ âîçðàñòàþùàÿ, ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ ëþáûõ t, t̂ ∈
[a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì t 6= t̂, |t̂ − t| < η. Êðîìå òîãî,

lim
|t̂−t|→0

|γ(t̂)− γ(t)|
|t̂− t|

= |γ′(t)|. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå η̂ > 0, ÷òî äëÿ ëþ-

áûõ t, t̂ ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì t 6= t̂, |t̂ − t| < η̂,

|γ′(t)|−ε ≤ ψ(t̂)− ψ(t)

t̂− t
. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

δ = min{η, η̂}, ÷òî äëÿ ëþáûõ t, t̂ ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì

t 6= t̂, |t̂ − t| < δ, |γ′(t)| − ε ≤ ψ(t̂)− ψ(t)

t̂− t
≤

√
nε+ |γ′(t)|2. Îñòàëîñü ïå-

ðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0. �

Ìíîæåñòâî C([a, b], X) âñåõ ïóòåé, îïðåäåëåíûõ íà îòðåçêå [a, b] è
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ), îáû÷íî íàäåëÿþò ìåòðè-
êîé δ, îïðåäåëÿþùåé òîïîëîãèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè, ò.å. δ(γ, γ1) =
sup{|γ(t)γ1(t)| : t ∈ [a, b]} äëÿ γ, γ1 ∈ C([a, b], X). ×àñòî íà ìíîæåñòâå
ïóòåé C([a, b], X) ðàññìàòðèâàþò è áîëåå ñëàáóþ òîïîëîãèþ ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü E � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ f : E → R = R∪∞
íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â òî÷êå x0 ∈ E, åñëè äëÿ êàæäîãî âå-
ùåñòâåííîãî m, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ m < f(x0), íàéäåòñÿ òàêàÿ
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îêðåñòíîñòü W (x0) ⊂ E, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ W (x0) m ≤ f(x). Ôóíêöèÿ
f : E → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â E, åñëè îíà ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñíèçó â êàæäîé òî÷êå èç E.

Ë.3.1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N ñõîäèòñÿ â òîïîëîãè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå E ê òî÷êå x0 ∈ E, I � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è ôóíê-

öèè f : E → R, fi : E → R (i ∈ I) ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó â òî÷êå x0.

Òîãäà

(i) ôóíêöèÿ F : E → R, F (x) = sup{fi(x) : i ∈ I} ïîëóíåïðåðûâíà
ñíèçó â òî÷êå x0;

(ii) f(x0) ≤ lim
n→∞

inf f(xn).

� (i) Â ñèëó ñâîéñòâà âåðõíåé ãðàíè, äëÿ êàæäîãî âåùåñòâåííîãî m,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ m < F (x0), íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ j ∈ I,
÷òî m < fj(x0). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü W (x0) ⊂ E, ÷òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ W (x0) m ≤ fj(x), ò.ê. ôóíêöèÿ fj ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó â
òî÷êå x0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ W (x0) m ≤ fj(x) ≤ F (x).
(ii) Â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè f â òî÷êå x0, äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî m, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ m < f(x0), íàéäåòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü W (x0) ⊂ E, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ W (x0) m ≤ f(x). Êðîìå
òîãî, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n xn ∈ W (x0), ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)
ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x0 ∈ E. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n m ≤ f(xn).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî lim

n→∞
inf f(xn) < f(x0). Òîãäà, âûáðàâ òàêîå m,

÷òî lim
n→∞

inf f(xn) < m < f(x0), ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. �

Ò.3.2. Ôóíêöèîíàë äëèíû L : C([a, b], X) → R+ ∪ ∞ ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëóíåïðåðûâíûì ñíèçó îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-

ñòè (è, êàê ñëåäñòâèå, îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäè-

ìîñòè). Êðîìå òîãî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé γn : [a, b] → X
(n ∈ N) ïîòî÷å÷íî (ðàâíîìåðíî) ñõîäèòñÿ ê ïóòè γ : [a, b] → X, òî

L(γ) ≤ lim
n→∞

inf L(γn).

� Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ [a, b] îòîáðàæåíèå âû÷èñëåíèÿ
γ → γ(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõî-
äèìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàçáèåíèÿ σ îò-
ðåçêà [a, b] ôóíêöèÿ Vσ : C([a, b], X)→ R+ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñè-
òåëüíî òîïîëîãèè ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, êàê ñóììà ñóïåðïîçèöèé íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò òåïåðü èç
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óòâåðæäåíèÿ (i) ëåììû 3.1 è îïðåäåëåíèÿ ôóêöèîíàëà äëèíû. Ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2 ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
ýòîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ (ii) ëåììû 3.1. �

Ñ.3.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñïðÿìëÿåìûõ ïóòåé γn : [a, b] →
X (n ∈ N), äëèíû êîòîðûõ îãðàíè÷åíû îäíîé êîíñòàíòîé, ïîòî÷å÷íî

(ðàâíîìåðíî) ñõîäèòñÿ ê ïóòè γ : [a, b]→ X, òî ïóòü γ ñïðÿìëÿåìûé.

Ñ.3.2. Ïóñòü M ∈ R+. Òîãäà ìíîæåñòâî {γ ∈ C([a, b], X) : L(γ) ≤
M} çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå C([a, b], X) îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ïî-

òî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè (òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè).

Ïð.3.1. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ {0, 1, . . .} Fn : [0, 1] → R � êóñî÷íî-
àôôèííûé ïóòü, ãðàôèê êîòîðîãî åñòü îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþ-

ùèõ ïàðû òî÷åê èç ìíîæåñòâà {( p
2n

;
ε(p)

2n
) : 0 ≤ p ≤ 2n}, ãäå ε(p) = 0

ïðè ÷åòíîì p è ε(p) = 1 ïðè íå÷åòíîì p, â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ïåð-
âîé êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé γn : [0, 1] → R2,
γn(t) = (t;Fn(t)) (n ∈ {0, 1, . . .}). Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ïóòè
γ : [0, 1] → R2, γn(t) = (t; 0), äëèíà êîòîðîãî L(γ) = 1. Íî L(γn) =

√
2

(n ∈ {0, 1, . . .}). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ äëèíû íå ÿâëÿåòñÿ â îáùåì
ñëó÷àå íåïðåðûâíîé.

Ïð.3.2. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ N γn : [0, π] → R, γn(t) =
cos(tn2)

n
.

Ôóíêöèÿ cos(tn2) ïðèíèìàåò n2 ðàç çíà÷åíèå 1 (−1), êîãäà t ïðîáåãàåò îò-

ðåçîê [0, π]. Ñëåäîâàòåëüíî, L(γn) ≥
2n2

n
= 2n → ∞ ïðè n → ∞. Êðîìå

òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γn) (n ∈ N) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ïîñòîÿííî-
ìó ïóòè γ : [0, π]→ R, γ(t) = 0, äëèíà êîòîðîãî L(γ) = 0. Òàêèì îáðàçîì,
L(γn) 9 L(γ) ïðè n→∞.

Ïð.3.3. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ N γn : [0, 1] → R, γn(t) = 0 ïðè t = 0

è γn(t) =
t sin(1/t)

n
ïðè t ∈ (0, 1]. Òîãäà èç ïðèìåðà 1.1 ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ

êàæäîãî n ∈ N L(γn) = ∞. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî n ∈ N è
äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] γn(t) ≤ 1/n. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(γn) (n ∈ N) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ïîñòîÿííîìó ïóòè γ : [0, 1] → R,
γ(t) = 0, äëèíà êîòîðîãî L(γ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå òàêæå
L(γn) 9 L(γ) ïðè n→∞.
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4. Òåîðåìà Àðöåëà-Àñêîëè. Ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøåãî ïó-
òè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fn : (X, ρ)→ (Y, d) (n ∈ N) íàçûâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ýêâèíåïðåðûâíîé (ðàâíîñòåïåííî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íîé), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî d(fn(x), fn(y)) < ε
äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ âñåõ x, y ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
ρ(x, y) < δ.

Ïð.4.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fn : (X, ρ)→ (Y, d) (n ∈ N),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ : íàéäóòñÿ òàêèå êîíñòàíòû α >
0, K ≥ 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ âñåõ x, y ∈ X d(fn(x), fn(y)) ≤
Kρα(x, y), ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýêâèíåïðåðûâíîé.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûì
(êîíå÷íî-êîìïàêòíûì, ñîáñòâåííûì), åñëè ëþáîå åãî îãðàíè÷åííîå çà-
ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíî.

Ïð.4.2. Ïóñòü n ∈ N. Ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííî êîìïàêòíûì, à åãî ïîäïðîñòðàíñòâî Qn � íåñîáñòâåí-
íûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ò.4.1 (Àðöåëà-Àñêîëè). Ïóñòü (fn)n∈N ðàâíîìåðíî ýêâèíåïðåðûâ-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé èç ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ) â ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, d)
è äëÿ êàæäîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))n∈N îãðàíè÷åíà. Òî-

ãäà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn)n∈N, ñõî-

äÿùàÿñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå K ⊂ X ê

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f : (X, ρ)→ (Y, d).

� Ïóñòü D = {x1, x2, . . .} áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî â X. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Y ñîáñòâåííîå è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (fn(x1))n∈N îãðàíè÷åíà, îíà èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (fn1

(x1))n1∈N. Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (fn2

)n2∈N ⊂ (fn1
)n1∈N, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn2

(x1))n1∈N,
(fn2

(x2))n2∈N ñõîäÿòñÿ. Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k > 1
íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fnk

)nk∈N ⊂ (fnk−1
)nk−1∈N, ÷òî äëÿ

êàæäîãî i ∈ {1, . . . , k} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fnk
(xi))nk

∈ N ñõîäÿòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî x ∈ D ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fnn

(x))nn∈N ñõî-
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äèòñÿ. Óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ, çàìåíèâ èíäåêñ nn íà èíäåêñ n. Ïóñòü
ε > 0. Èñïîëüçóåì ðàâíîìåðíóþ ýêâèíåïðåðûâíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (fn)n∈N. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî d(fn(x), fn(y)) < ε äëÿ
êàæäîãî n ∈ N è äëÿ âñåõ x, y ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
|xy| < δ. Äëÿ äàííîãî x ∈ X âûáåðåì òàêóþ òî÷êó y ∈ D, ÷òî
|xy| < δ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n0 ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ m, n ≥ n0

d(fm(x), fn(x)) ≤ d(fm(x), fm(y)) + d(fm(y), fn(y)) + d(fn(y), fn(x)) < 3ε,
ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(y))n∈N ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäî-
ãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn(x))n∈N ñõîäèòñÿ, êàê ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ïîñëåäîâàòåüíîñòü â ñîáñòâåííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëî-
æèì äëÿ êàæäîãî x ∈ X f(x) = lim

n→∞
fn(x). Ïåðåõîäÿ â îïðåäåëåíèè

ðàâíîìåðíîé ýêâèíåïðåðûâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn)n∈N ê ïðåäåëó
ïðè n→∞, ïîëó÷èì ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f . Ïóñòü
K ⊂ X � êîìïàêòíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð n1 ∈ N, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî x ∈ K íàéäåòñÿ òàêîé x∗ ∈ {x1, . . . , xn1

} ⊂ D, ÷òî |xx∗| < δ. Êðîìå
òîãî, íàéäåòñÿ òàêîé, íåçàâèñÿùèé îò âûáîðà x ∈ K, íîìåð n2 ∈ N, ÷òî
äëÿ êàæäîãî n ≥ n2 è äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n1} d(fn(xi), f(xi)) < ε.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X è äëÿ êàæäîãî n ≥ n2 d(f(x), fn(x)) ≤
d(f(x), f(x∗)) + d(f(x∗), fn(x

∗)) + d(fn(x
∗), fn(x)) < 3ε. Òàêèì îáðàçîì,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)n∈N ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòíîì ïîäìíî-
æåñòâå K ⊂ X ê îòîáðàæåíèþ f . �

Ò.4.2. Ïóñòü X ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M ≥ 0 êîí-

ñòàíòà, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïóòü γn : [a, b] → X ïàðàìåòðèçîâàí ïðî-

ïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè, L(γn) ≤ M è ìíîæåñòâî {γn(a) : n ∈ N}
îãðàíè÷åíî â X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé (γn)n∈N èìååò ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ïóòè γ è

L(γ) ≤M .

� Â ñèëó çàäà÷è 2.3 äëÿ êàæäîãî n ∈ N îòîáðàæåíèå γn : [a, b]→ X M -
ëèïøèöåâî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γn)n∈N ðàâíîìåðíî ýêâè-
íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γm(a))m∈N ⊂
(γn(a))n∈N, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X
ñîáñòâåííîå. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð m0 ∈ N,
÷òî äëÿ ëþáîãî m ≥ m0 è äëÿ êàæäîãî t ∈ [a, b] |xγm(t)| ≤ |xγm(a)| +
|γm(a)γm(t)| ≤ ε + L(γm)|t − a| ≤ M(b − a) + ε è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(γm(t))m∈N îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè è ïî
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òåîðåìå 3.2 íàéäåòñÿ òàêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (γm)m∈N, äëÿ êîòîðîé äëèíà ïðåäåëüíîãî ïóòè íå áîëüøå,
÷åì M . �

Êðèâàÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, åñëè åå
äëèíà íàèìåíüøàÿ ñðåäè âñåõ êðèâûõ ñ òåìè æå êîíöàìè. Êðèâàÿ γ : I →
X äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíòåðâàëà I ⊂ R íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé, åñëè åå
ñóæåíèå íà ëþáîé çàìêíóòûé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé.

Ò.4.3. Ïóñòü X ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, x, y ∈ X
è íàéäåòñÿ ñïðÿìëÿåìûé ïóòü ñ êîíöàìè â x, y. Òîãäà ñóùåñòâóåò

êðàò÷àéøèé ïóòü ñ êîíöàìè â x, y.

� Ïóñòü τ = inf{L(γ) : γ � ïóòü ñ êîíöàìè â x, y} è (γn)n∈N òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè x, y, ÷òî L(γn) → τ ïðè
n → ∞. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N
ïóòü γn ïàðàìåòðèçîâàí ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè è îïðåäåëåí íà îò-
ðåçêå [0, 1]. Â ñèëó òåîðåìû 4.2, íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè (γn)n∈N, ñõîäÿùàÿñÿ ðàâíîìåðíî ê íåêîòîðîìó ïóòè γ, ñî-
åäèíÿþùåìó òî÷êè x, y. Èç îïðåäåëåíèÿ τ ïîëó÷èì τ ≤ L(γ). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ñèëó òåîðåìû 3.2, L(γ) ≤ lim

n→∞
inf L(γn) = τ . �

Ç.4.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííî êîì-

ïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ X ôóíêöèÿ

ρx : X → R+, ρx(y) = |xy| � ñîáñòâåííàÿ (ò.å. ïðîîáðàç êîìïàêòíîãî

ìíîæåñòâà êîìïàêò)

Ç.4.2. Ñîáñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è

ñåïàðàáåëüíûì. Çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííîãî ìåòðè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ç.4.3. Íîñèòåëü êðàò÷àéøåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé. Âñÿêèé îòðå-

çîê êðàò÷àéøåé åñòü êðàò÷àéøàÿ.

5. Ëèïøèöåâû îòîáðàæåíèÿ, ïîäîáèÿ è èçîìåòðè÷åñêèå îòîá-
ðàæåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó.

Ïóñòü K ≥ 0. Îòîáðàæåíèå f : (X, ρ) → (Y, d) íàçûâàåòñÿ K-

ëèïøèöåâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X d(f(x), f(x′)) ≤ K|xx′|. Ïðè
K = 1 (0 ≤ K < 1) ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì
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(ñæèìàþùèì) îòîáðàæåíèåì. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâûì,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîå K ≥ 0, ÷òî f � K-ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå.

Ôóíêöèåé ñìåùåíèÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : (X, ρ) → (X, ρ) íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ ρf : (X, ρ)→ R+, ρf(x) = |xf(x)|.

Ðàñòÿæåíèå (äèëàòàöèÿ) îòîáðàæåíèÿ f : (X, ρ) → (Y, d) îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôîðìóëîé dil(f) = sup{d(f(x), f(x′))

|xx′|
: x 6= x′}. Ðàñòÿæåíèå

(äèëàòàöèÿ) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
dilx(f) = lim

ε→0
dil(f |B(x,ε)).

Ò.5.1. Ïóñòü X̂ âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ),
(Y, d) � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : (X̂, ρ)→ (Y, d) � ëèï-

øèöåâî îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå åäèíñòâåííîå ëèïøèöå-

âî îòîáðàæåíèå f̃ : (X, ρ)→ (Y, d), ÷òî dil(f̃) = dil(f).

� Ïóñòü x ∈ X è K � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ f . Âûáåðåì òà-
êóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn)n∈N ⊂ X̂, ÷òî xn → x ïðè n → ∞. Òîãäà
(f(xn))n∈N ⊂ Y ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ
i, j ∈ N d(f(xi), f(xj)) ≤ K|xixj| è |xixj| → 0 ïðè i, j →∞. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè (f(xn))n∈N ñõîäèòñÿ â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå
(Y, d). Ïîëîæèì f̃(x) = lim

n→∞
f(xn). Åñëè x = lim

n→∞
xn, x

′ = lim
n→∞

x′n, òî

d(f̃(x), f̃(x′)) = lim
n→∞

d(f(xn), f(x′n)) ≤ K lim
n→∞
|xnx′n| = K|xx′|. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îòîáðàæåíèå f̃ ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì è dil(f̃) = dil(f). Êðîìå
òîãî, åñëè äâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò íà âñþäó ïëîòíîì
ìíîæåñòâå, òî îíè ñîâïàäàþò âñþäó. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå f̃ åäèíñòâåííî.
�

Îòîáðàæåíèå f : (X, ρ) → (Y, d) íàçûâàåòñÿ áèëèïøèöåâûì, åñëè ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c è C, ÷òî äëÿ âñåõ x, x′ ∈ X
c|xx′| ≤ d(f(x), f(x′)) ≤ C|xx′|.

Ìåòðèêè ρ è ρ′ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàþòñÿ ëèïøèöåâî-

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè id : (X, ρ)→ (X, ρ′) áèëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî âñå íîðìû íà êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
ëèïøèöåâî-ýêâèâàëåíòíû.

Ñþðúåêöèÿ f : (X, ρ)→ (Y, d) íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì ñ êîýôôèöèåíòîì
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ïîäîáèÿ σf > 0, åñëè äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X d(f(x), f(x′)) = σf |xx′|. Ïî-
äîáèå f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäîáèåì (èçîìåòðèåé), åñëè σf 6= 1
(σf = 1).

Îòîáðàæåíèå f : (X, ρ)→ (Y, d) íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îòîáðà-

æåíèåì (îòîáðàæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì ðàññòîÿíèÿ), åñëè äëÿ ëþáûõ x,
x′ ∈ X d(f(x), f(x′)) = |xx′|. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî èçî-

ìåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü V (x), ÷òî f |V (x) èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Ðàññòîÿíèåì ïî Ëèïøèöó ìåæäó ìåòðèêàìè ρ, ρ1 íà ìíîæåñòâå X

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà |ρρ1|L = sup{| ln ρ1(x, x
′)

|xx′|
| : x 6= x′}.

Ðàññòîÿíèåì ïî Ëèïøèöó dL ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè

(X, ρ), (Y, d) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà dL(X, Y ) = inf{|ρf ∗d|L : f : (X, ρ) →
(Y, d) � áèåêöèÿ}, ãäå äëÿ ëþáûõ x, x′ ∈ X f ∗d(x, x′) = d(f(x), f(x′)).

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (Xn)n∈N
ñõîäèòñÿ ïî Ëèïøèöó ê ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó X, åñëè
dL(Xn, X)→ 0 ïðè n→∞.

Ò.5.2. Êîìïàêòû (X, ρ), (Y, d) èçîìåòðè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà dL(X, Y ) = 0.

� Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü dL(X, Y ) = 0. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèåêöèé (fn)n∈N èç X íà Y , ÷òî

1 − 1

n
≤ d(fn(x), fn(x

′))

|xx′|
≤ 1 +

1

n
äëÿ âñåõ x 6= x′. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü (fn)n∈N ðàâíîìåðíî ýêâèíåïðåðûâíà è èìååò ñõîäÿùó-
þñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî òåîðåìå Àðöåëà-Àñêîëè. ßñíî, ÷òî ïðåäåë
ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíòñòâà (X, ρ)
íà (Y, d). �

Ïð.5.1. Ïóñòü X ãðàô ñ äâóìÿ âåðøèíàìè è ðåáðàìè (en)n∈N, ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî n ∈ N ðåáðî en èçîìåòðè÷íî îòðåçêó [0, 1 + 1/n] ñî ñòàí-
äàðòíîé ìåòðèêîé. Ïðîñòðàíñòâî Y ïîëó÷åíî èç ïðîñòðàíñòâà X äîáàâ-
ëåíèåì îäíîãî ðåáðà e0, èçîìåòðè÷íîãî îòðåçêó [0, 1]. Òîãäà |XY |L = 0 è
ïðîñòðàíñòâà X, Y íå ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
n ≥ 2. Ïîëîæèì fn : (X, ρ) → (Y, d), fn(en) = e0, fn(ek) = ek ïðè
k = 1, . . . , n − 1, fn(ek) = ek−1 ïðè k ≥ n + 1. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâå-
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ðèòü, ÷òî |ρf ∗nd|L → 0 ïðè n→∞.

Ç.5.1. Äëÿ êàæäîãî � 6= M ⊂ X ôóíêöèÿ ρM : (X, ρ)→ R+, ρM(x) =
inf{|xy| : y ∈M} ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùåé ôóíêöèåé.

Ç.5.2. Åñëè îòîáðàæåíèå f : (X, ρ) → (X, ρ) ÿâëÿåòñÿ K-

ëèïøèöåâûì, òî ôóíêöèÿ ñìåùåíèÿ äëÿ íåãî ÿâëÿåòñÿ (K + 1)-
ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé.

Ç.5.3. Äëÿ K-ëèïøèöåâà (ëèïøèöåâà) îòîáðàæåíèÿ dil(f) ≤ K
(dil(f) < ∞). Åñëè f : (X, ρ) → (Y, d), g : (Y, d) → (Z, d1) � ëèïøè-

öåâû îòîáðàæåíèÿ, òî ñóïåðïîçèöèÿ g ◦ f � ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå

è dil(g ◦ f) ≤ dil(g)dil(f).

Ç.5.4. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé èç ìåòðè÷åñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà â íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì. Äëÿ ëþáûõ òàêèõ ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé f , g è

÷èñëà λ ∈ R èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà dil(g + f) ≤ dil(g) + dil(f),
dil(λf) ≤ |λ|dil(f).

Ç.5.5. Äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, ρ), (Y, d) ñëåäóþùèå òðè

ìåòðèêè íà ìíîæåñòâå X × Y ëèïøèöåâî-ýêâèâàëåíòíû:

ρ2((x1, y1), (x2, y2)) =
√
|x1x2|2 + |y1y2|2,

ρ1((x1, y1), (x2, y2)) = |x1x2|+ |y1y2|,
ρ∞((x1, y1), (x2, y2)) = max{|x1x2|, |y1y2|}.

Ç.5.6. Äâå ëèïøèöåâî-ýêâèâàëåíòíûå ìåòðèêè � îäíîâðåìåííî ïîë-

íûå èëè íåïîëíûå.

Ç.5.7. Ðàññòîÿíèå ïî Ëèïøèöó íåîòðèöàòåëüíàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

6. Ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ñåãìåíò. Ãåîäåçè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ X è äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ X, ÷òî
max{|xz|, |yz|} ≤ |xy|/2 + ε.

Ë.6.1. Ïóñòü X ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé è x, y ∈ X.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðà-

17



æåíèå z : { äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå â [0, 1]} → X, îáëàäàþùåå ñâîéñòâà-

ìè

(i) z(0) = x, z(1) = y;

(ii) |z(
k

2n
)z(

k + 1

2n
)| ≤ 1

2n
(|xy| + ε) äëÿ êàæäîãî n ∈ N è äëÿ âñåõ

k = 0, . . . , 2n − 1.

� Ïîëîæèì z(0) = x, z(1) = y è ïðåäïîëîæèì, îòîáðàæåíèå z óæå

îïðåäåëåíî äëÿ ÷èñåë âèäà
k

2n−1 ïðè k = 0, . . . , 2n−1 ñ áîëåå ñèëüíûì

óñëîâèåì, ÷åì (ii): (iii) |z(
k

2n−1 )z(
k + 1

2n−1 )| ≤ 1

2n−1 (|xy| + ε(
1

2
+ . . . +

1

2n−1 )). Âûáåðåì äëÿ k = 0, . . . , 2n−1 − 1 òàêóþ òî÷êó z(
2k + 1

2n
), ÷òî

max{|z(
k

2n−1 )z(
2k + 1

2n
)|, |z(

2k + 1

2n
)z(

k + 1

2n−1 )|} ≤ 1

2
|z(

k

2n−1 )z(
k + 1

2n−1 )|+ ε

22n .

Èñïîëüçóÿ íàøå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðà-

âåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò
1

2n
(|xy|+ ε(

1

2
+ . . .+

1

2n
)) Ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-

íîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ òåïåðü íåòðóäíî ïîëó÷èòü èç (ii). �

Ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííåé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ X (íàçûâàåìàÿ ñåðåäèíîé

ìåæäó x, y), ÷òî |xz| = |yz| = |xy|/2.

Ïð.6.1. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî áåç íåíóëåâîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê ñ
èíäóöèðîâàííîé èç åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âíóòðåííåé
ìåòðèêîé.

Â ìåòðè÷åñêè ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) îïðåäåëèì ìåòðèêó ρl, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ðàññòîÿíèå |xy|l ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè äâóìÿ òî÷êà-
ìè x, y ∈ X ðàâíî íèæíåé ãðàíè äëèí êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ýòè òî÷êè
(ýòó ìåòðèêó èíîãäà íàçûâàþò âíóòðåííåé ìåòðèêîé îòíîñèòåëüíî èñ-

õîäíîé ìåòðèêè, íî ÷àùå � the length metric èëè the path metric).

Ë.6.2. Â ìåòðè÷åñêè ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ρl � âíóòðåííÿÿ

ìåòðèêà è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X |xy| ≤ |xy|l.

� Èç îïðåäåëåíèé íèæíåé ãðàíè, äëèíû êðèâîé è çàäà÷è 1.2 ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X 0 ≤ |xy| ≤ |xy|l = |yx|l. Êðîìå òîãî, åñëè
|xy|l = 0, òî x = y. Ïóñòü ε > 0 ïðîèçâîëüíî è x, y, z ∈ X. Âûáåðåì

18



òàêèå ïóòè γ : [a, b] → X, γ1 : [a1, b1] → X, ÷òî γ(a) = x, γ(b) = y,
γ1(a1) = y, γ(b1) = z, L(γ) ≤ |xy|l + ε/2, L(γ1) ≤ |yz|l + ε/2. Òîãäà
ïóòü γ ∗ γ1 ñîåäèíÿåò òî÷êè x, z è |xz|l ≤ L(γ ∗ γ1) = L(γ) + L(γ1) ≤
|xy|l + |yz|l + ε Èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíîñòü ε > 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà äëÿ ôóíêöèè ρl. Êðîìå òîãî, â ñèëó òåîðåìû 2.2 íàéäåòñÿ
òàêîå t ∈ [a, b], ÷òî L(γ|[a,t]) = L(γ|[t,b]) = L(γ)/2. Ïîëàãàÿ u = γ(t),

ïîëó÷èì max{|xu|, |yu|} ≤ L(γ)/2 ≤ 1

2
|xy|l + ε/4. �

Ïð.6.2. Ïóñòü X = ([0, 1] × {1}) ∪ ({0} × [0, 1]) ∪ {{1

n
} × [0, 1] : n ∈

N} ⊂ R2 ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé. Òîãäà |( 1

n
; 0)(0; 0)| → 0 ïðè n→∞,

íî äëÿ êàæäîãî n ∈ N |( 1

n
; 0)(0; 0)|l ≥ 2. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå

id : (X, ρ)→ (X, ρl) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, â îòëè÷èå îò îáðàòíîãî ê
íåìó îòîáðàæåíèÿ (ñîãëàñíî ëåììå 6.2).

Ïð.6.3. Ïóñòü K ⊂ R2 ⊂ R3 � êðèâàÿ Êîõà, p ∈ R3\R2 è ìíîæåñòâî
D = ∪{[p, z] : z ∈ K} ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé èç R3. Òîãäà (D, ρ)
ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó äèñêó. Íî (D, ρl) íå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôíûì
çàìêíóòîìó äèñêó. Äåéñòâèòåëüíî, |xy|l = |xy| ïðè z ∈ K, x, y ∈ [p, z]
è |xy|l = |px| + |py| â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî
x ∈ D\{p} íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî øàð B(x, ε) ⊂ (D, ρl) ãîìåîìîðôåí
îòêðûòîìó èíòåðâàëó â R, à íå äâóìåðíîìó äèñêó.

Ë.6.3.
(i) Åñëè γ : [a, b] → (X, ρ) ñïðÿìëÿåìûé ïóòü, òî γ : [a, b] → (X, ρl) �
ïóòü.

(ii) Åñëè γ : [a, b] → (X, ρl) ïóòü, òî γ : [a, b] → (X, ρ) � ïóòü è

Lρ(γ) = Lρl
(γ).

(iii) Åñëè (X, ρ) � ìåòðè÷åñêè ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî, òî (ρl)l = ρl.

�
(i) Èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü äëèíû äóãè äëÿ âñåõ t0, t ∈ [a, b] ïîëó÷èì
|γ(t0)γ(t)|l ≤ L(γ|[t0,t]) = |L(γ|[a,t]) − L(γ|[a,t0])|. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2.2
|γ(t)γ(t0)|l → 0 ïðè t→ t0.
(ii) Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç ëåììû 6.2. Ïóñòü σ = (ti)i=0,n
ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]. Èç ëåììû 6.2 ïîëó÷èì V ρ

σ (γ) ≤ V ρl
σ (γ)⇒ Lρ(γ) ≤
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Lρl
(γ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, V ρl

σ (γ) =
n−1∑
i=0
|γ(ti)γ(ti+1|l ≤

n−1∑
i=0

Lρ(γ|[ti,ti+1]) =

Lρ(γ) ⇒ Lρl
(γ) ≤ Lρ(γ).

(iii) Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ρl è äîêàçàííîãî
óòâåðæäåíèÿ (ii). �

Ñåãìåíòîì [x, y] ñ êîíöàìè x, y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
åòñÿ êðèâàÿ c ýòèìè êîíöàìè, äëèíà êîòîðîé ðàâíà |xy|. ×àñòî ñåãìåíò
îòîæäåñòâëÿþò ñ îáðàçîì èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòîãî èí-
òåðâàëà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñåãìåíòîì.

Ò.6.1. Ïóñòü (X, ρ) ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé
ìåòðèêîé. Òîãäà ρl = ρ. Åñëè, êðîìå òîãî, ìåòðèêà ρ ñòðîãî âíóòðåí-

íÿÿ, òî (X, ρ) � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

� Ïóñòü x, y ∈ X è ε > 0 (â ñëó÷àå, êîãäà ìåòðèêà ρ ñòðîãî âíóòðåí-
íÿÿ, ñ÷èòàåì ε = 0). Èñïîëüçóÿ ëåììó 6.1, íàéäåì ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå z : { äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå â [0, 1]} → X, îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè (i), (ii) ýòîé ëåììû. Ýòî îòîáðàæåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæ-
íî ïðîäîëæèòü äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ẑ : [0, 1] → X, ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ïëîòíî â îòðåçêå [0, 1], ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå z îòîáðàæàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êî-
øè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè è ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ïîëíîå. Èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî (ii), ïîëó÷èì L(ẑ) ≤ |xy|+ ε. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè ε > 0 è îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ρl, |xy|l ≤ |xy|. Îáðàòíîå íåðàâåí-
ñòâî ïîëó÷åíî â ëåììå 6.2. Â ñëó÷àå ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêè ïîëó÷èëè
L(ẑ) ≤ |xy|. Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ çàäà÷ó 1.2, L(ẑ) = |xy| è ïóòü ẑ
ïàðàìåòðèçóåò ñåãìåíò [x, y]. �

Ç.6.1. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé |xy| < r1 + r2,
òî B(x, r1) ∩B(y, r2) 6= �.

Ç.6.2. Â ïðîñòðàíñòâå ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé äëÿ âñåõ x ∈ X r > 0
B(x, r) = B[x, r].

Ç.6.3. Â ïðîñòðàíñòâå (X, ρl) êðèâàÿ êðàò÷àéøàÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì.
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Ç.6.4. Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.

7. Ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ëó÷, ïðÿìàÿ. Âûïóêëîñòü ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïî Ìåíãåðó. Òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà�Êîí-
Ôîññåíà.

Ïóñòü I èíòåðâàë â R. Ëîêàëüíî èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå γ : I →
(X, ρ) íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé ïàðàìåòðèçîâàííîé êðèâîé.

Ïðÿìîé (ëó÷îì) â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) íàçûâàåòñÿ îáðàç ïðè èçîìåò-
ðè÷åñêîì îòîáðàæåíèè γ : R→ X (γ : R+ → X).

Ïðÿìûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, â êîòîðîì ÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè
åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ.

Ë.7.1. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ((X, ρl)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåã-
ìåíòîâ (êðàò÷àéøèõ) (γn)n∈N ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé êðèâîé γ, òî ýòà

êðèâàÿ � ñåãìåíò.

� Ïóñòü x, y � êîíöû êðèâîé γ. Â ñèëó òåîðåìû 3.2, ïîëó÷èì
L(γ) ≤ lim

n→∞
inf L(γn) = |xy|.

Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü çàäà÷è 1.2, 6.3. �

Ò.7.1 (Òåîðåìà Õîïôà�Ðèíîâà�Êîí-Ôîññåíà). Äëÿ ëîêàëüíî-

êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ïðîñòðàíñòâî X ñîáñòâåííîå;

(ii) ïðîñòðàíñòâî X ïîëíîå;

(iii) êàæäûé ãåîäåçè÷åñêèé ïóòü γ : [0, a)→ X ìîæåò áûòü ïðîäîë-

æåí äî ïóòè γ̂ : [0, a]→ X;

(iv) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà p ∈ X, ÷òî êàæäûé êðàò÷àéøèé ïóòü

γ : [0, a)→ X c γ(0) = p ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî ïóòè γ̂ : [0, a]→ X.

Êàæäîå èç óñëîâèé (i) − (iv) âëå÷åò, ÷òî X � ãåîäåçè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

� (i) ⇒ (ii) Ñì. çàäà÷ó 4.2.
(ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) Îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå ïðîñòûõ óïðàæíåíèé.
(iv)⇒ (i) Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåêîì-
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ïàêòíûé çàìêíóòûé øàð. Ïîëîæèì R = sup{r : øàð B[p, r] êîìïàêòåí}.
Òîãäà R < ∞. Äîêàæåì, ÷òî øàð B(p,R) ïðåäêîìïàêòåí. Ïóñòü (xn)n∈N
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ýòîãî øàðà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
|pxn| → R ïðè n → ∞. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N, ñîäåðæàùàÿñÿ â øàðå ìåíüøåãî
ðàäèóñà è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàþùàÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ, ò.ê. ïîñëåäíèé øàð êîìïàêòåí. Â ñèëó òåîðåì 4.3, 6.1 è çàäà÷è 6.3
äëÿ êàæäîãî n ∈ N íàéäåòñÿ íàòóðàëüíî-ïàðàìåòðèçîâàííûé ñåãìåíò
γn : [0, |pxn|] → X, ñîåäèíÿþùèé p ñ xn ∈ B[p, |pxn|]. Èç ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (γn)n∈N ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ñóæå-
íèÿ ïóòåé íà îòðåçîê [0, |px1|] ñõîäÿòñÿ. Èç ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûáåðåì ñëåäóþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé, ñóæåíèÿ êîòîðûõ íà
îòðåçîê [0, |px2|] ñõîäÿòñÿ, è òàê äàëåå. Çàòåì êàíòîðîâñêèé äèàãîíàëü-
íûé ïðîöåññ (ò.å. âûáîð n-ãî ýëåìåíòà èç n-é ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ
n = 1, 2, . . .) äàåò òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γmn

)n∈N, ÷òî äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, R) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γmn

(t))n∈N ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
γ(t) ∈ X. Â ñèëó ëåììû 7.1 γ : [0, R) → X ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì è
êðàò÷àéøåé. Ñîãëàñíî (iv) ýòó êðàò÷àéøóþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ïóòè
γ̂ : [0, R]→ X. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xmn

)n∈N ñõîäèòñÿ ê γ̂(R) è çà-
ìêíóòûé øàðB[p,R] â ñèëó çàäà÷è 6.2 êîìïàêòåí. Äëÿ ëþáîãî x ∈ B[p,R]
íàéäåòñÿ òàêîå r(x) > 0, ÷òî øàðB(x, r(x)) ïðåäêîìïàêòåí, ò.ê. ïðîñòðàí-
ñòâîX ëîêàëüíî êîìïàêòíî. Âûáåðåì êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (B[xi, r(xi)])
èç ïîêðûòèÿ ýòèìè øàðàìè øàðà B[p,R]. Îáúåäèíåíèå øàðîâ ýòîãî êî-
íå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ ïðåäêîìïàêòíî è ñîäåðæèò øàð B(p,R + ε) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó R. �

Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 7.1 ñóùå-
ñòâåííû.

Ïð.7.1. Ïóñòü äëÿ âñåõ x, y ∈ R δ(x, y) = min{1, |x − y|}. Òî-
ãäà íà R ýòà ìåòðèêà ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé è
id : (R, δ)→ (R, |.|) � ãîìåîìîðôèçì. Ïðîñòðàíñòâî (R, δ) ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííûì, ïîëíûì, ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
è ïðîñòðàíñòâîì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Äåéñòâèòåëüíî, δ(x, y) = 1 äëÿ
âñåõ òàêèõ x, y, ÷òî |x− y| > 1, íî δl(x, y) = |x− y| > 1.

Ïð.7.2. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë (0, 1) ⊂ (R, |.|) ñ èíäóöèðîâàííîé ìåò-
ðèêîé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíî, çàìêíóòî â ñåáå, íî íå ÿâëÿåòñÿ
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êîìïàêòíûì.

Ïð.7.3. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé, êàê è ëþáîå íîðìèðî-
âàííîå ïðîñòðàíñòâî. Îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì, ò.ê. øàð
B[0, 1] ⊂ X çàìêíóò è îãðàíè÷åí, íî íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Ïð.7.4. Ïðîñòðàíñòâî X èç ïðèìåðà 7.3 ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóò-
ðåííåé ìåòðèêîé, íå ÿâëÿþùååñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì. Ñ ìåòðèêîé
δ(x, y) = min{1, ||x− y||} (x, y ∈ X) îíî íå ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, ò.ê. êàæäàÿ êðèâàÿ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x, y ñ ||x − y|| > 1
èìååò äëèíó áîëüøóþ åäèíèöû, íî δ(x, y) = 1.

Ë.7.2. Ïóñòü x ∈ (X, ρl), r > 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ y, z ∈ B(x, r)
íàéäåòñÿ ïóòü γ : [a, b] → X ñ êîíöàìè y, z äëèíû ìåíüøå, ÷åì 2r.
Êðîìå òîãî, γ([a, b]) ⊂ B(x, 2r).

� Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì |yz| ≤ |yx| + |xz| <
2r. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ïóòü γ : [a, b] → X ñ êîíöàìè y, z äëè-
íû ìåíüøå, ÷åì 2r. Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå äîêàæåì ìåòîäîì îò ïðî-
òèâíîãî. Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå t ∈ [a, b], ÷òî γ(t) /∈ B(x, 2r). Òîãäà
|yγ(t)| ≥ |xγ(t)| − |xy|, |zγ(t)| ≥ |xγ(t)| − |xz| > r. Ñëåäîâàòåëüíî,
L(γ) = L(γ|[a,t]) + L(γ[t,b]) ≥ |yγ(t)| + |zγ(t)| > 2r. Ïîëó÷èëè ïðîòèâî-
ðå÷èå. �

Ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà z ∈ (X, ρ) ëåæèò ìåæäó ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈
X, åñëè z 6= x, z 6= y è |xz|+ |zy| = |xy|. Ïèøóò: (xzy).

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì ïî Ìåíãåðó,
åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê èç X íàéäåòñÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ
ìåæäó íèìè.

Ìíîæåñòâî A â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) íàçûâàåòñÿ âûïóê-

ëûì, åñëè ñóæåíèå ìåòðèêè ρ íà A � ñòðîãî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âíóòðåííåé
ìåòðèêîé (â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ïî Ìåíãåðó.

Ë.7.3 (Òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ ìåæäó). Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ x, y, z, t ∈ X (xyz), (xzt) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (xyt),
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(yzt).

� Ïóñòü (xyz), (xzt). Òîãäà |xy| + |yz| = |xz|, |xt| = |xz| + |zt| =
|xy| + |yz| + |zt| ≥ |xy| + |yt| ≥ |xt|. Ñëåäîâàòåëüíî, |xy| + |yt| = |xt|
è |yz| + |zt| = |yt|. Òàêèì îáðàçîì, (xyt), (yzt). Â îáðàòíóþ ñòîðîíó,
àíàëîãè÷íî. �

Ç.7.1. Ïóñòü Y � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, X � ïðîñòðàíñòâî ñ

âíóòðåííåé ìåòðèêîé è f : X → Y ëîêàëüíî K-ëèïøèöåâî îòîáðàæå-

íèå. Òîãäà f K-ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå.

8. Ãåîäåçè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü è âûïóêëîñòü ïî Ìåíãåðó. Ïðî-
èçâåäåíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü (X, ρ) ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâå òî÷êè
ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ñåãìåíòîì. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A [x, y] ⊂ A.
Ìíîæåñòâî B ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûì, åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ B (x, y) = [x, y]\{x, y} ⊂ Int(B).

Ë.8.1. Ïóñòü (X, ρ) ñîáñòâåííîå ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-

òîðîì ëþáûå äâå òî÷êè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ñåãìåí-

òîì è A ⊂ X ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëî. Òîãäà A ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëî.

� Ïóñòü x, y ∈ A è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn)n∈N, (yn)n∈N ⊂ A ñõîäÿòñÿ ê
x, y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ N γn : [0, 1]→ X ïàðàìåòðè-
çàöèÿ ñåãìåíòà [xn, yn] ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè. Ïî òåîðåìå Àðöåëà-
Àñêîëè íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (γm)m∈N ⊂ (γn)n∈N, ñõîäÿùàÿñÿ
ê íåêîòîðîìó ïóòè γ : [0, 1]→ X, ïàðàìåòðèçîâàííîìó ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] γ(t) = lim

m→∞
γm(t) ⊂ A. Ïî ëåì-

ìå 7.1 è óñëîâèþ ëåììû 8.1 γ � ïàðàìåòðèçàöèÿ åäèíñòâåííîãî ñåãìåíòà
[x, y] ⊂ A. �

Ïóñòü (X, ρ) ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëþáûå äâå òî÷-
êè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ñåãìåíòîì. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé

C(A) ìíîæåñòâà A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ïîäìíî-
æåñòâ â X, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî A.

Ë.8.2. Ïóñòü (X, ρ) ñîáñòâåííîå ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-

òîðîì ëþáûå äâå òî÷êè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ñåãìåí-
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òîì, C0(A) = A ⊂ X è äëÿ êàæäîãî n ∈ N Cn(A) = ∪{[x, y] : x, y ∈
Cn−1(A)}. Òîãäà C(A) = ∪{Cn(A) : n ≥ 0}.

� Ïî èíäóêöèè íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N Cn(A) ⊂
C(A), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî C(A) ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëîå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∪{Cn(A) : n ≥ 0} ⊂ C(A). Ïóñòü x, y ∈ ∪{Cn(A) : n ≥ 0}. Òî-
ãäà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n ≥ 0, ÷òî x, y ∈ Cn(A). Ñëåäîâàòåëüíî,
[x, y] ⊂ Cn+1(A) ⊂ ∪{Cn(A) : n ≥ 0} è ìíîæåñòâî ∪{Cn(A) : n ≥ 0}
� ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëîå. Òîãäà C(A) ⊂ ∪{Cn(A) : n ≥ 0}. �

Ïð.8.1. Ïóñòü r > 0 è M ⊂ B(x, r), ãäå M � çàìêíóòûé çàïîëíåííûé
êâàäðàò â R2. Òîãäà B(x, r) � ñòðîãî ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Íî ∩{B(x, r) : M ⊂ B(x, r), r > 0, x ∈ R2} = M � ãåîäåçè÷åñêè âûïóê-
ëî, íî íåñòðîãî.

Ò.8.1. Cîáñòâåííîå âûïóêëîå ïî Ìåíãåðó ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ãåî-

äåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

� Â ñèëó òåîðåìû 6.1 è çàäà÷è 4.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåí-
íîå âûïóêëîå ïî Ìåíãåðó ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñî ñòðî-
ãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé. Ðàññìîòðèì äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèêñèðîâàííûõ òî-
÷åê x, y ∈ X ìíîæåñòâî B = {z ∈ X : |xz| + |zy| = |xy|}. Ìíîæå-
ñòâî B êîìïàêòíî, êàê îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ñîáñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ôóíêöèÿ f : B → R, f(z) = min{|zx|, |zy|} íåïðå-
ðûâíà íà êîìïàêòå. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà m ∈ B, ÷òî
f(m) = max{f(z) : z ∈ B}. Òîãäà (xmy) è f(m) = min{|mx|, |my|} ≤
|xy|/2. Äîêàæåì, ÷òî f(m) = |mx| = |my| = |xy|/2. Ïóñòü, íàïðî-
òèâ, f(m) = |mx| < |my|. Òîãäà, ïî óñëîâèþ, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà
v ∈ X, ÷òî (mvy). Â ñèëó ëåììû 7.2, (xvy) è (xmv). Ñëåäîâàòåëü-
íî, f(m) = |xm| < |xv| è |vy| ≤ f(m) < |xy|/2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
|vy| > f(m), òî min{|vx|, |vy|} > f(m) è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Äàëåå,
|mv| = |xv| − |xm| = |xy| − |vy| − |xm| ≥ |xy| − 2f(m) > 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, a = inf{|mv| : (mvy)} ≥ |xy| − 2f(m) > 0. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(|mvn|)n∈N, ãäå (vn)n∈N ⊂ {v ∈ X : (mvy)}, ñõîäèòñÿ ê a. Òîãäà íàéäåòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vm)m∈N ⊂ (vn)n∈N, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
v0, ò.ê. ïðîñòðàíñòâî X ñîáñòâåííîå è ìíîæåñòâî {v ∈ X : (mvy)} îãðà-
íè÷åííîå. Òîãäà, ïî óñëîâèþ, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà v̂ ∈ X, ÷òî (mv̂v0).
Ñëåäîâàòåëüíî, |mv̂| < |mv0| = a. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðà-
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çîì, f(m) = |mx| = |my| = |xy|/2. �

Ë.8.3. Ïóñòü (X1, ρ1), (X2, ρ2) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà
(i) ïðè p ∈ [1,∞) ôîðìóëà ρp((x1;x2), (y1; y2)) = (|x1y1|p + |x2y2|p)1/p

îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà X1 ×X2;

(ii) ôîðìóëà ρ∞((x1;x2), (y1; y2)) = max{|x1y1|, |x2y2|} îïðåäåëÿåò

ìåòðèêó íà X1 ×X2.

� Ïóñòü p ∈ [1,∞), a1 = |x1y1|, a2 = |x2y2|, b1 = |y1z1|, b2 = |y2z2|.
ρp((x1;x2), (z1; z2)) = (|x1z1|p + |x2z2|p)1/p ≤ ((a1 + b1)

p + (a2 + b2)
p)1/p ≤

(ap1 + ap2)
1/p + (bp1 + bp2)

1/p = ρp((x1;x2), (y1; y2)) + ρp((y1; y2), (z1; z2)) �

Ò.8.2. Åñëè (X1, ρ1), (X2, ρ2) ñîáñòâåííûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
(ïðîñòðàíñòâà ñî ñòðîãî âíóòðåííåé ìåòðèêîé), òî (X1 ×X2, ρp) ñîá-
ñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðîãî âíóò-

ðåííåé ìåòðèêîé ) ïðè p ∈ [1,∞].

� Äîêàæåì äëÿ p ∈ [1,∞) (äëÿ p = ∞ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî).
Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ (X1×X2, ρp) íà (X1, ρ1) ((X2, ρ2)) ÿâëÿåòñÿ íåðàñ-
òÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì. Åñëè K = K1 × K2 çàìêíóòî è îãðàíè÷å-
íî â (X1 × X2, ρp), òî K1 ⊂ (X1, ρ1), K2 ⊂ (X2, ρ2) îãðàíè÷åíû è K1,
K2 êîìïàêòíû, êàê çàìêíóòûå è îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà â ñîáñòâåííûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, K1 ×K2 êîìïàêòíî â X1 ×X2. Íî K çà-
ìêíóòî â êîìïàêòå K1×K2, ñëåäîâàòåëüíî K êîìïàêò è (X1×X2, ρp) ñîá-
ñòâåííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü
(x1;x2), (y1; y2) ∈ (X1 × X2, ρp). Ïî óñëîâèþ íàéäóòñÿ òàêèå z1 ∈ X1,
z2 ∈ X2, ÷òî |x1z1| = |z1y1| = |x1y1|/2, |x2z2| = |z2y2| = |x2y2|/2. Òîãäà
ρp((x1;x2), (z1; z2)) = (|x1z1|p + |x2z2|p)1/p = ((|x1y1|/2)p + (|x2y2|/2)p)1/p =
ρp((x1;x2), (y1; y2))/2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ρp((y1; y2), (z1; z2)) =
ρp((x1;x2), (y1; y2))/2. �

Ò.8.3. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî i = 1, 2 (Xi, ρi) ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî, γi : [0, 1]→ Xi ïàðàìåòðèçàöèÿ ñåãìåíòà [xi, yi] ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå äóãè. Òîãäà γ : [0, 1] → (X1 × X2, ρp), γ(t) = (γ1(t); γ2(t)) ïàðà-

ìåòðèçàöèÿ ñåãìåíòà [(x1, x2), (y1, y2)] ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå äóãè ïðè

p ∈ [1,∞]. Êðîìå òîãî, L(γ) = (L(γ1)
p + L(γ2)

p)1/p ïðè p ∈ [1,∞) è

L(γ) = max{L(γ1), L(γ2)} ïðè p =∞.

� Ïóñòü p ∈ [1,∞). Äëÿ âñåõ u, v ∈ [0, 1]
ρp(γ(u), γ(v)) = (|γ1(u)γ1(v)|p + |γ2(u)γ2(v)|p)1/p = (L(γ1)

p|u − v|p +
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L(γ2)
p|u− v|p)1/p = (L(γ1)

p + L(γ2)
p)1/p|u− v|.

Ñëåäîâàòåëüíî, γ � ïàðàìåòðèçàöèÿ ñåãìåíòà ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå
äóãè è L(γ) = (L(γ1)

p+L(γ2)
p)1/p. Ïðè p =∞ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

�

Ç.8.1. Äîêàæèòå òåîðåìû 8.2, 8.3 ïðè p =∞.

9. Îòîáðàæåíèÿ, íåóâåëè÷èâàþùèå (ñîõðàíÿþùèå) äëèíû
êðèâûõ. Íåðàñòÿãèâàþùèå îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèÿ óìåíü-
øàþùèå (íåóìåíüøàþùèå) ðàññòîÿíèå.

f : (X, ρ)→ (Y, d) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì, íåóâåëè÷èâàþùèì äëè-

íû êðèâûõ ñ êîýôôèöèåíòîì K ≥ 0 (ñîõðàíÿþùèì äëèíû êðèâûõ), åñ-
ëè äëÿ ëþáîãî ñïðÿìëÿåìîãî ïóòè γ : [a, b] → X LY (f(γ)) ≤ KLX(γ)
(LY (f(γ)) = LX(γ)). Èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå äëèíû êðè-
âûõ, íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì.

Ë.9.1.
(i) Åñëè f : (X, ρ) → (Y, d) K-ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå, òî f ÿâëÿåòñÿ

îòîáðàæåíèåì, íåóâåëè÷èâàþùèì äëèíû êðèâûõ ñ êîýôôèöèåíòîì K.

(ii) Åñëè f : (X, ρl) → (Y, d) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, íåóâåëè÷èâàþ-

ùåå äëèíû êðèâûõ ñ êîýôôèöèåíòîì K, òî f � K-ëèïøèöåâî îòîáðà-

æåíèå.

� (i) Ïóñòü γ : [a, b] → X ñïðÿìëÿåìûé ïóòü. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèå-

íèÿ σ = (ti)i=0,n îòðåçêà [a, b] Vσ(f ◦ γ) =
n−1∑
i=0

d(f(γ(ti)), f(γ(ti+1))) ≤

K
n−1∑
i=0
|γ(ti)γ(ti+1)| = KVσ(γ). Âçÿâ âåðõíþþ ãðàíü ïî âñåì ðàçáèåíèÿì

îòðåçêà [a, b] ñíà÷àëà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, çàòåì â ëåâîé, ïîëó-
÷èì LY (f(γ)) ≤ KLX(γ).
(ii) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X d(f(x), f(y)) ≤ inf{LY (γ̂) : γ̂ ïóòü â Y ñ
êîíöàìè f(x), f(y) } ≤ inf{LY (f ◦ γ) : γ ïóòü â X ñ êîíöàìè x, y
} ≤ K inf{LX(γ) : γ ïóòü â X ñ êîíöàìè x, y } = K|xy|l. �

Ïð.9.1.Ïóñòü (Y, d) äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ êàæäîãîK ≥
0 ëþáîå f : (X, ρ) → (Y, d) ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, íåóâåëè÷èâàþùèì
äëèíû êðèâûõ ñ êîýôôèöèåíòîì K, ò.ê. ëþáîé ïóòü â Y èìååò íóëåâóþ
äëèíó.
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Ë.9.2. Ïóñòü f : (X, ρ)→ (X, ρ) íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå è x,
y ∈ X. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè (yxf(y)), òî ρf(x) ≤ ρf(y). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà : (xf(y)f(x)) è
|f(x)f(y)| = |xy|.
(ii) Åñëè (xyf(y)), òî ρf(y) ≤ ρf(x). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà : (xf(x)f(y)) è
|f(x)f(y)| = |xy|.

� (i) Åñëè (yxf(y)), òî ρf(x) = |xf(x)| ≤ |xf(y)| + |f(y)f(x)| ≤
|xf(y)| + |yx| = |yf(y)| = ρf(y). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà, âñå íåðàâåíñòâà
ñòàíîâÿòñÿ ðàâåíñòâàìè. Èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |f(x)f(y)| =
|xy|, à èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî (xf(y)f(x)).
(ii) Åñëè (xyf(y)), òî 0 < ρf(y) = |yf(y) = |xf(y)| − |xy| ≤ |xf(y)| −
|f(y)f(x)| ≤ |xf(x)| = ρf(x). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà : |f(y)f(x)| = |yx| > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) 6= f(y), f(x) 6= x è (xf(x)f(y)). �

Ë.9.3. Ïóñòü f : (X, ρ)→ (Y, d) íåðàñòÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå è x,
y ∈ X. Òîãäà

(i) åñëè |f(x)f(y)| = |xy| è íàéäåòñÿ ñåãìåíò [x, y], òî f |[x,y] èçîìåòðè-
÷åñêîå îòîáðàæåíèå;

(ii) åñëè (Y, d) = (X, ρ), íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ñåãìåíò [x, y] è f(x) =
x, f(y) = y, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ [x, y] f(z) = z;

(iii) åñëè (Y, d) = (X, ρ) ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëþáûå

äâå òî÷êè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ñåãìåíòîì, òî ìíî-

æåñòâî âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê Fix(f) îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ çà-

ìêíóòûì ãåîäåçè÷åñêè âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â X.

� (i) Ïóñòü z ∈ [x, y]. Òîãäà |xy| = |xz|+|zy| ≥ |f(x)f(z)|+|f(z)f(y)| ≥
|f(x)f(y)| = |xy|. Ñëåäîâàòåëüíî, |f(x)f(z)| = |xz| è |f(x)f(y)| = |xy|.
Åñëè w ∈ [x, y], òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |f(z)f(w)| = |zw|.
(ii) Ýòî ñëåäñòâèå (i).
(iii) Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà Fix(f) ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæå-
íèÿ f , à ãåîäåçè÷åñêàÿ âûïóêëîñòü èç (ii). �

f : (X, ρ) → (Y, d) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì, íåóìåíüøàþùèì

(óìåíüøàþùèì) ðàññòîÿíèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ (ðàçëè÷íûõ) x, x′ ∈ X
d(f(x), f(x′)) ≥ |xx′| (d(f(x), f(x′)) < |xx′|).

Ò.9.1. Ïóñòü X êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è f : X → X

óìåíüøàþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå. Òîãäà îòîáðàæåíèå f èìååò
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åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x ∈ X è äëÿ ëþáîãî y ∈ X ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (fn(y))n∈N ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ïðè n→∞.

� Ïóñòü x òî÷êà ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè ρf , êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò,
ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå. Åñëè f(x) 6= x, òî
ρf(f(x)) = |f(x)f 2(x)| < |xf(x)| = ρf(x). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, f(x) = x. Ýòà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà åäèíñòâåííàÿ. Åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà y îòîáðàæåíèÿ
f , òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. |xy| = |f(x)f(y)| < |xy|. Ïóñòü y ∈ X
è äëÿ êàæäîãî n ∈ N yn = fn(y). Òîãäà èëè yn = x äëÿ íåêîòîðî-
ãî n, â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî m ≥ n fm(y) = x, èëè äëÿ êàæ-
äîãî n ≥ 0 |yn+1x| = |f(yn)f(x)| < |ynx|. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàéäåò-
ñÿ l = lim

n→∞
|ynx|, ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà

ñíèçó. Ïóñòü (yni
)i∈N, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå z ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè (yn)n∈N, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò, ò.ê. X êîìïàêòíî. Òîãäà
l = lim

i→∞
|yni

x| = lim
i→∞
|yni+1x| = lim

i→∞
|f(yni

)x| = |f(z)x| = |zx|. Íî ïðè

z 6= x |f(z)x| = |f(z)f(x)| < |zx|. Ñëåäîâàòåëüíî, z = x. �

Ë.9.4. Ïóñòü X ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → X óìåíü-

øàþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå è x òî÷êà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ

ôóíêöèè ρf . Òîãäà x åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f .

� Äîêàæåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü x 6= f(x) è (xyf(x)). Òîãäà
èç óòâåðæäåíèÿ (i) ëåììû 9.2 ïîëó÷èì, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî ρf(y) <
ρf(x) èëè |f(x)f(y)| = |xy|. Åñëè òî÷êà y äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òî÷êå
x, òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî x òî÷êà
ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè ρf . À âòîðîå ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî f óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) =
x. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x′

îòîáðàæåíèÿ f , òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîå÷èå, ò.ê. |xx′| = |f(x)f(x′)| < |xx′|.
�

Ë.9.5. Ïóñòü f : X → X íåóìåíüøàþùåå ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèå,

x,y ∈ X è (xf(y)y). Òîãäà ρf(x) ≥ ρf(y). Ïðè÷åì, åñëè èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî, òî |f(x)f(y)| = |xy| è (f(x)xf(y)).

�Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ρf(x) = |xf(x)| ≥ |f(y)f(x)|−|f(y)x| ≥
|xy| − |f(y)x| = |yf(y)| = ρf(y) > 0. Åñëè ρf(x) = ρf(y), òî èç òðåòüåãî
íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì |f(x)f(y)| = |xy| > 0, à èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà
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ïîëó÷èì (f(x)xf(y)). �

Ç.9.1. Áèåêöèÿ f : (X, ρl) → (Y, dl), ñîõðàíÿþùàÿ äëèíû êðèâûõ, ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

10. Èçîìåòðèè êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü M ⊂ (X, ρ) è ε > 0. Ìíîæåñòâî S ⊂ X íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ
M , åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈M |xS| ≤ ε.

Ìíîæåñòâî S ⊂ (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ε-ðàçäåëåííûì äëÿ ε > 0, äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ S |xy| ≥ ε.

Ò.10.1. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

(i) ëþáîå íåðàñòÿãèâàþùåå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìåòðèåé;

(ii) åñëè îòîáðàæåíèå f : X → X íå óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ, òî f

ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé.

� (i) Ïóñòü, íàïðîòèâ, íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè p, q ∈ X, ÷òî |f(p)f(q)| <
|pq|. Âûáåðåì òàêîå ε > 0, ÷òî |f(p)f(q)| < |pq| − 5ε. Ïóñòü n � òà-
êîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî â X ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ε-ñåòü ìîù-
íîñòè n. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W ⊂ Xn âñåõ ε-ñåòåé â X, ñîñòîÿ-
ùèõ èç n òî÷åê êàæäàÿ. Ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî â (Xn, ρ∞), ñëåäîâà-
òåëüíî, îíî êîìïàêòíî. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F : Xn → R ðàâåíñòâîì

F (x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1
|xixj|. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò S = (x1, . . . , xn) ∈ W ,

íà êîòîðîì ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ F äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Êðîìå òîãî,
f(S) = (f(x1), . . . , f(xn)) ∈ W , ò.ê. f � íåðàñòÿãèâàþùàÿ ñþðúåêòèâ-
íàÿ ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî, F (f(S)) ≤ F (S), ò.ê. äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , n}
|f(xi)f(xj)| ≤ |xixj|. Íî F (S) � ìèíèìóì ôóíêöèè F íà W . Ñëåäîâà-
òåëüíî, F (f(S)) = F (S) è äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, . . . , n} |f(xi)f(xj)| = |xixj|.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà i, j ∈ {1, . . . , n}, ÷òî |pxi| ≤ ε è
|qxj| ≤ ε. Äëÿ ýòèõ íîìåðîâ ìû èìååì |xixj| ≥ |pq|−|pxi|−|qxj| ≥ |pq|−2ε
è |f(xi)f(xj)| ≤ |f(p)f(q)| + |f(p)f(xi)| + |f(xj)f(q)| ≤ |f(p)f(q)| + 2ε <
|pq| − 3ε. Òàêèì îáðàçîì, |f(xi)f(xj)| < |xixj|. Ïðîòèâîðå÷èå.
(ii) Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî x, y ∈ X è ε > 0. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N
ïîëîæèì xn = fn(x), yn = fn(y). Òîãäà íàéäóòñÿ ñõîäÿùèåñÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (xnm

)m∈N ⊂ (xn)n∈N, (ynm
)m∈N ⊂ (yn)n∈N, ò.ê. ïðî-
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ñòðàíñòâî X êîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð nm, ÷òî
|xnm

xnm+1
| < ε/2, |ynm

ynm+1
| < ε/2. Òîãäà äëÿ k = nm+1 − nm |xxk| ≤

|x1xk+1| ≤ . . . ≤ |xnm
xnm+1

| < ε/2. Àíàëîãè÷íî, |yyk| < ε/2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, |xy| ≤ |x1y1| ≤ . . . ≤ |xkyk| ≤ |xkx| + |xy| + |yyk| < |xy| + ε.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, |xy| = |x1y1| = |f(x)f(y)|. Ñëåäîâàòåëü-
íî, f � èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå è f(X) � êîìïàêò. Äîêàæåì, ÷òî
f ñþðúåêöèÿ. Ïóñòü, íàïðîòèâ, íàéäåòñÿ p ∈ X\f(X). Òîãäà ñóùåñòâóåò,
òàêîå ε > 0, ÷òî B(p, ε) ∩ f(X) = �, ïîñêîëüêó êîìïàêò f(X) çàìêíóò â
êîìïàêòå X. Â ñèëó çàäà÷è 10.1, íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî n òî÷åê
ε-ðàçäåëåííîãî ìíîæåñòâà âX è ïóñòü S ⊂ X � ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî
èç n òî÷åê. Òîãäà f(S) � ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî èç n òî÷åê, ò.ê. f �
èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |pf(S)| ≥ |pf(X)| ≥ ε.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(S) ∪ {p} � ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî èç n + 1 òî÷åê.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Ïð.10.1. Ïðîñòîé ïóòü γ : [0, 1]→ R2, γ(t) = (cos t; sin t) � èçîìåòðè-
÷åñêîå âëîæåíèå, íî íå èçîìåòðèÿ íà îáðàç.

Ë.10.1. Ïóñòü (X, ρ) ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X îòêðû-

òî, (M,d = ρ|M) ìåòðè÷åñêè ñâÿçíî. Òîãäà âêëþ÷åíèå i : (M,dl) → X
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé èçîìåòðèåé.

� Ïóñòü x ∈ M è B(x, 2r) ⊂ M . Â ñèëó ëåììû 7.2, äëÿ ëþ-
áûõ y, z ∈ B(x, r) íàéäåòñÿ ñåãìåíò [y, z]X ⊂ B(x, 2r) ⊂ M . Òîãäà
dl(y, z) ≤ L([y, z]) = |yz| = d(y, z). Ñëåäîâàòåëüíî, dl(y, z) = d(y, z) è
i : B(x, r) → X � ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, i ëîêàëüíàÿ
èçîìåòðèÿ, ïîñêîëüêó M ⊂ X îòêðûòî. �

Ë.10.2. Ïóñòü f : (X, ρ) → (Y, d) ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ. Òîãäà äëÿ

ëþáîãî x ∈ X íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

r, ÷òî f |B(x,r) : B(x, r) → B(f(x), r) èçîìåòðèÿ è ψ : X → (0,∞],
ψ(x) = rx = sup{r : f |B(x,r) : B(x, r) → B(f(x), r) � èçîìåòðèÿ } íåðàñ-
òÿãèâàþùåå îòîáðàæåíèå.

� Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (x), ÷òî f |V (x) :
V (x) → f(V (x)) èçîìåòðèÿ. Âûáåðåì B(x, r) ⊂ V (x). Òîãäà f |B(x,r) èçî-
ìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå è B(f(x), r) ⊂ f(V (x)). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþ-
áîãî q ∈ B(f(x), r) íàéäåòñÿ òàêîå p ∈ V (x), ÷òî f(p) = q. Íî |xp| =
d(f(x), q) < r. Ñëåäîâàòåëüíî, p ∈ B(x, r) è f |B(x,r) : B(x, r)→ B(f(x), r)
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èçîìåòðèÿ. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå x ∈ X, ÷òî rx =∞, òî f : (X, ρ)→ (Y, d)
èçîìåòðèÿ è äëÿ ëþáîãî x ∈ X rx =∞. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî x ∈ X rx <∞.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ r > 0, x′ ∈ B(x, r) B(x′, r − |xx′|) ⊂ B(x, r). Ñëå-
äîâàòåëüíî, rx − rx′ ≤ |xx′|. �

Ë.10.3.
(i) Ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ñîõðàíÿåò äëèíû.

(ii) Åñëè f : (X, ρl) → (Y, dl) ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, òî f � íåðàñòÿãè-

âàþùåå îòîáðàæåíèå.

(iii) Åñëè f : (X, ρl)→ (Y, dl) ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ è ãîìåîìîðôèçì, òî
f � èçîìåòðèÿ.

� (i) Ïóñòü γ : [a, b]→ X ïóòü. Èç êîìïàêòíîñòè îòðåçêà [a, b] ñëåäóåò,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [a, b] r < rγ(t). Â ñè-
ëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ γ, íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0,
÷òî äëÿ âñåõ t, t′ ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |t − t′| < δ,
|γ(t)γ(t′)| < r. Ïóñòü σ = (ti)i=0,n òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b], ÷òî
|σ| < δ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 0, n− 1 γ([ti, ti+1]) ⊂ B(γ(ti), r). Ñëå-
äîâàòåëüíî, L(γ|[ti,ti+1]) = L(f ◦ γ|[ti,ti+1]) è, â ñèëó àääèòèâíîñòè äëèíû
äóãè, L(γ) = L(f ◦ γ).
(ii) Ýòî ñëåäñòâèå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (i) è óòâåðæäåíèÿ (ii) ëåì-
ìû 9.1.
(iii) Ýòî ñëåäñòâèå äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (ii). �

Ïóñòü f : (X, ρ) → (Y, d) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, γ : [a, b] → Y
ïóòü, x ∈ f−1(γ(a)). Ïóòü γ′[a, b] → X íàçûâàåòñÿ ëèôòîì (ïîúåìîì)
ïóòè γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f , åñëè f ◦ γ′ = γ

è γ′(a) = x.

Ç.10.1. Åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò (ε/3)-ñåòü
èç n òî÷åê, òî ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå

÷åì n òî÷åê. Ìàêñèìàëüíîå (ïî ÷èñëó òî÷åê) ε-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî

â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ.

Ç.10.2. Ïóñòü (C(X), ||.||∞) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé X → R íà êîìïàêòå (X, ρl) ñ íîðìîé ||f ||∞ = sup{|f(x)| :
x ∈ X}. Òîãäà îòîáðàæåíèå E : (X, ρl) → (C(X), ||.||∞), E(x) = ρ(x, ·)
ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì è èçîìåòðèåé íà îáðàç.
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11. Ëîêàëüíûå èçîìåòðèè. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî.

Ò.11.1 (Îáðàòíûé îáðàç âíóòðåííåé ìåòðèêè, èíäóöèðîâàí-
íîé ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì). Ïóñòü X ëèíåéíî ñâÿçíîå õàó-

ñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → (Y, dl) ñþðúåêòèâíûé

ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âíóòðåííÿÿ

ìåòðèêà íà X, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé f ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ.

� Äëÿ ëþáîãî ïóòè γ : [0, 1] → X ïîëîæèì L∗(γ) = L(f ◦ γ),
ρ : X ×X → R ∪ {∞}, |xy| = inf{L∗(γ) : γx,y � ïóòü}. Äîêàæåì, ÷òî ρ �
ìåòðèêà. Ïóñòü x, y, z ∈ X. Òîãäà |xy| = |yx| ≥ 0 è |xz| ≤ L∗(γx,y ∗γ′y,z) =
L∗(γx,y) + L∗(γ′y,z). Âçÿâ íèæíèå ãðàíè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì |xz| ≤ |xy| + |yz|. Ïóñòü x 6= y. Âûáåðåì òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè V (x), V (y), ÷òî f |V (x) : V (x) → f(V (x)), f |V (y) : V (y) →
f(V (y)) ãîìåîìîðôèçìû. Ïóñòü B(f(x), r(x)) ⊂ f(V (x)), B(f(y), r(y)) ⊂
f(V (y)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïóòè γx,y L

∗(γ) = L(f ◦ γ) > r(x) + r(y) > 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, |xy| > 0. Ïóñòü γx,y : [a, b]→ X �ïóòü, γ′ = f ◦γ, s ∈ [a, b]
è îêðåñòíîñòü V (γ(s)) òàêàÿ, ÷òî f |V (γ(s)) : V (γ(s)) → f(V (γ(s))) ãîìåî-
ìîðôèçì. Âûáåðåì òàêîå r(s) > 0, ÷òî B(γ′(s), r(s)) ⊂ f(V (γ(s))) è ïîëî-
æèì V ′(γ(s)) = V (γ(s)) ∩ f−1(Bγ′(s), r(s)). Òîãäà . f |V ′(γ(s)) : V ′(γ(s))→
B(γ′(s), r(s)) ãîìåîìîðôèçì. Ïîêðîåì êîìïàêò γ′([a, b]) êîíå÷íûì íàáî-
ðîì îòêðûòûõ øàðîâ (B(γ′(si), r(si)/2))i=0,k ñ si ∈ [a, b] (i = 0, k). Â ñè-
ëó êîìïàêòíîñòè îòðåçêà [a, b], íàéäåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå ýòîãî îòðåçêà
σ = (ti)i=0,n, ÷òî äëÿ êàæäîãî i = 0, n− 1 íàéäåòñÿ j ∈ {0, . . . , k}, äëÿ
êîòîðîãî γ′([ti, ti+1]) ⊂ B(γ′(sj), r(sj)/2). Â ñèëó ëåììû 7.2, äëÿ ëþáî-
ãî i = 0, n− 1 íàéäåòñÿ òàêîé ïóòü γ′i, ñîåäèíÿþùèé γ′(ti) ñ γ′(ti+1),
÷òî L(γ′i) < r(sj) è ïðèíàäëåæàùèé îòêðûòîìó øàðó B(γ′(sj), r(sj)).
Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i = 0, n− 1 γi = (f |V ′(γ(sj)))

−1(γ′i) (ýòî ëèôò ïóòè γ′i)
è γ∗x,y = γ0 ∗ . . . ∗ γn−1. Òîãäà L

∗(γi) = L(γ′i) < r(sj) è L(γ∗x,y) < ∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, |xy| < ∞ è ρ � ìåòðèêà. Ïóñòü x ∈ X. Òîãäà íàéäåò-
ñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü V (x), ÷òî f |V (x) : V (x) → B(f(x), r(x)) ãîìåî-
ìîðôèçì. Ïóñòü V ′(x) = f−1(B(f(x), r(x)/4)) ∩ V (x), x1, x2 ∈ V ′(x),
y1 = f(x1), y2 = f(x2) ∈ B(f(x), r(x)/4). Òîãäà |y1y2| = inf{L(γ) : γy1,y2
�ïóòü}. Â ñèëó ëåììû 7.2, íàéäåì ïóòü γy1,y2, ÷åé îáðàç ñîäåðæèòñÿ â
B(f(x), r(x)/2) è ÷üÿ äëèíà ìåíüøå ÷åì r(x)/2. Ïóñòü γ′x1,x2

ëèôò ïó-
òè γ. Òîãäà L∗(γ′) = L(γ) è |x1x2| ≤ d(y1, y2). = inf{L(γ) : γy1,y2 �
ïóòü}. Ïóñòü (γn)n∈N òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé ñ êîíöàìè x1, x2,
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÷òî L∗(γn) → |x1, x2| (n → ∞). Êðîìå òîãî, d(y1, y2) ≤ L∗(γn) → |x1x2|
(n → ∞). Ñëåäîâàòåëüíî, d(y1, y2) = |x1, x2| è f èçîìåòðè÷åñêè îòîáðà-
æàåò V ′(x) íà ñâîé îáðàç. Ïóñòü x, x′ ∈ X. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (i) ëåììû
10.3, äëÿ ëþáîãî ïóòè γx,y L(γ) = L(f ◦ γ). Òàêèì îáðàçîì, L(γ) = L∗(γ)
è èç îïðåäåëåíèÿ ρ ñëåäóåò, ÷òî ýòî âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà. Ïóñòü ρ′ åùå
îäíà âíóòðåííÿÿ ìåòðèêà íà X, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé f ëîêàëüíàÿ èçî-
ìåòðèÿ. Òîãäà ρ′(x, x′) = inf{L(γ) : γx,x′ �ïóòü} = inf{L(f ◦ γ) : γx,x′

�ïóòü} = |xx′| �

Ò.11.2. Ïóñòü f : (X, ρl) → (Y, d) ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ è ïðî-

ñòðàíñòâî (X, ρl) ïîëíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîé ãåîäåçè÷åñêîé (êðàò÷àéøåé)
γ : [0, a] → Y è ëþáîé òàêîé òî÷êè x0, ÷òî f(x0) = γ(0), ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ (êðàò÷àéøàÿ) γ̂ : [0, a] → X, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì: γ̂(0) = x0 è f(γ̂(t)) = γ(t).

� Ïóñòü ïóòü γ ïàðàìåòðèçîâàí äëèíîé äóãè. Ðàññìîòðèì òàêîé ó÷à-
ñòîê [0, t) îòðåçêà [0, a], ÷òî ïóòü γ|[0, t) ìîæåò áûòü ëèôòèðîâàí â X,
ò.å. íàéäåòñÿ òàêîé ïóòü γ̂t : [0, t) → X, ÷òî f ◦ γ̂ = γ|[t,0) è γ̂(0) = x0.
Ìíîæåñòâî òàêèõ ó÷àñòêîâ íå ïóñòî, ò.ê. ñóæåíèå f íà äîñòàòî÷íî ìà-
ëóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà îáðàç. Ïóñòü [0, t0)
ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë, äëÿ êîòîðîãî òàêîé ëèôò ñóùåñòâóåò. Âûáåðåì
òàêóþ ñõîäÿùóþñÿ ê t0 ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (tn)n∈N, ÷òî äëÿ
êàæäîãî n ∈ N tn < t0. Òîãäà (γ̂t0(tn))n∈N ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Êîøè, ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå p, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X ïîëíîå.
ßñíî, ÷òî òî÷êà p íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (tn)n∈N. Êðî-
ìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f ◦ γ̂t0(tn) = γ(tn))n∈N ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
γ(t0) ïðè n → ∞, ïîýòîìó γ äîïóñêàåò ëèôò íà îòðåçêå [0, t0]. Åñëè
t0 6= a, òî ïîñêîëüêó f ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0,
÷òî ñóùåñòâóåò ëèôò ïóòè γ|[0, t0 + ε). Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì,
÷òî [0, t0) ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè γ : [0, a] → Y �
ñåãìåíò, òî γ̂ : [0, a] → X � ñåãìåíò. Ïóñòü L(γ) = |γ(0)γ(a)|. Òîãäà
L(γ̂) = |γ(0)γ(a)|, ïîñêîëüêó ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ñîõðàíÿåò äëèíó ïó-
òè. Íî ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì,
ïîýòîìó L(γ̂) = |γ(0)γ(a)| ≤ |γ̂(0)γ̂(a)| ≤ L(γ̂) è L(γ̂) = |γ̂(0)γ̂(a)|. �

Ë.11.1. Ïóñòü f : (X, ρl) → (Y, dl) ëîêàëüíàÿ èçîìåòðèÿ, I = [a, b]
(I = R, I = [0,∞)), γ : I → X � ïóòü è f ◦γ : I → Y � ïàðàìåòðèçàöèÿ

ñåãìåíòà (ïðÿìîé, ëó÷à). Òîãäà γ : I → X � ïàðàìåòðèçàöèÿ ñåãìåíòà
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(ïðÿìîé, ëó÷à).

� Ïóñòü I = [a, b]. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 10.3, |f(γ(a))f(γ(b))| ≤
|γ(a)γ(b)| = LX(γ) = LY (f ◦ γ) = |f(γ(a))f(γ(b))|. �

Ïóñòü R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, ρ). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ρR : X × X → R+ ∪ {∞}, ρR(x, y) =

inf{
k∑
i=1
|piqi| : p1 = x, pi+1 ∼ qi, qk = y, i ∈ {1, . . . , k − 1}, k ∈ N},

êîòîðàÿ çàäàåò ôàêòîð-ïîëóìåòðèêó íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå. Ñîïîñòà-
âèì ïîëóìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó (X, ρR) ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
(X/ρR, ρR), îòîæäåñòâëÿÿ òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà íóëåâîì ðàññòîÿíèè (ñî-
õðàíÿÿ òî æå ñàìîå îáîçíà÷åíèå ρR äëÿ ýòîé ìåòðèêè). Ïîëó÷åííàÿ ìåòðè-
êà íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìåòðèêîé èëè ìåòðèêîé ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (Xα, ραl)α∈A � ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé.
Âíóòðåííåé ìåòðèêîé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ ρl :

⋃
α∈A

Xα ×
⋃
α∈A

Xα → R+ ∪ {∞}, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì

óñëîâèÿì :
1. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ A, ÷òî x, y ∈ Xα, òî ρl(x, y) = ραl(x, y);
2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ρl(x, y) =∞.

Ë.11.2 Ïóñòü b : X ×X → R+ ∪ {∞} � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, D �

êëàññ òàêèõ ïîëóìåòðèê ρ íà X, ÷òî ρ ≤ b. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X
ρm(x, y) = sup{|xy| : ρ ∈ D} � ìàêñèìàëüíàÿ ïîëóìåòðèêà â D. Åñëè b
� êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ, òî ρm � êîíå÷íàÿ ïîëóìåòðèêà.

� Äîêàæåì ëèøü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (îñòàëüíûå ñâîéñòâà ëåãêî
ïðîâåðèòü). Äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X ρm(x, y) ≤ sup{|xz|+ |zy| : ρ ∈ D} ≤
sup{|xz| : ρ ∈ D}+ sup{|zy| : ρ ∈ D} = ρm(x, z) + ρm(z, y) �

C.11.1 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ïîêðûòî ñåìåéñòâîì (Xα, ρα)α∈A, ãäå
äëÿ êàæäîãî α ∈ A ρα � ïîëóìåòðèêà. Êëàññ D âñåõ òàêèõ ïîëóìåòðèê

ρ, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ A ρ(x, y) ≤ ρα(x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X, ñîäåðæèò

åäèíñòâåííóþ ïîëóìåòðèêó ρm, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì : äëÿ êàæäîãî

ρ ∈ D äëÿ âñåõ x, y ∈ X ρ(x, y) ≤ ρm(x, y). Ïðè÷åì, åñëè äëÿ êàæäîãî

α ∈ A ρα = ραl, òî ρm = ρml. Åñëè, êðîìå òîãî, X ñâÿçíî, äëÿ êàæäîãî

α ∈ A Xα îòêðûòî è ρα � êîíå÷íàÿ, òî ρm � êîíå÷íàÿ.

� Åñëè ρα çàäàíû íå íà âñåì X, òî ïîëàãàåì ρα(x, y) =∞ ïðè x /∈ Xα

35



èëè y /∈ Xα. Ïðèìåíèì ëåììó 11.2 ê ôóíêöèè b(x, y) = inf{ρα(x, y) : α ∈
A}. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî α ∈ A ρα = ραl. Òîãäà ρml ≤ ραl = ρα, ò.ê. ρm ≤ ρα
è ρm ∈ D. Ñëåäîâàòåëüíî, ρm = ρml, ò.ê ρm ìàêñèìàëüíà. �

Ò.11.2 Ïóñòü R � ýêâèâàëåíòíîñòü íà (X, ρ) è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X
bR(x, y) = 0 ïðè x ∼ y, bR(x, y) = |xy| â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Òîãäà ρR �

ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäè âñåõ ïîëóìåòðèê ρ̂, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
ρ̂ ≤ bR.

� Ïóñòü D � êëàññ âñåõ òàêèõ ïîëóìåòðèê ρ̂, ÷òî ρ̂ ≤ bR. Òîãäà ρR ∈ D
è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ρR ≥ ρ̂ äëÿ êàæäîãî ρ̂R ∈ D. Ïóñòü
x = p1, y = qk è bR(qi, pi+1) = 0 ïðè i ∈ {1, . . . , k − 1}. Òîãäà ρ̂(x, y) ≤
k∑
i=1

ρ̂(pi, qi) +
k−1∑
i=1

ρ̂(qi, pi+1) ≤
k∑
i=1
|pi, qi|. Ñëåäîâàòåëüíî, ρ̂ ≤ ρR �

Ç.11.1. ρR � ïîëóìåòðèêà.

Ç.11.2. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ρR ≤ ρ.

Ç.11.3. Çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 11.1.

12. Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðèêà Áóçåìàíà íà ãðóïïå
ïîäîáèé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêè îäíîðîäíûì, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ èçîìåòðèÿ I : X → X, ÷òî I(x) = y.
Ïðîñòðàíñòâî, ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîå åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó íàçûâà-
åòñÿ ïëîñêèì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü G ïîäãðóïïà ãðóïïû Iso(X, ρl). Ââåäåì íà X îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè RG ñëåäóþùèì îáðàçîì : x ∼ y, åñëè íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
g ∈ G, ÷òî x = g(y). Îáîçíà÷èì X/G = X/RG.

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó ρ̂ íà X/G ρ̂(x̂, ŷ) = inf{|xy| : x ∈ x̂, y ∈ ŷ}
äëÿ x̂, ŷ ∈ X/G. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè x ∈ X
ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé ýòîé òî÷êè O(x) = {g(x) : g ∈ G}, ìîæíî äàòü äðóãîå
îïðåäåëåíèå ýòîé ìåòðèêè
ρ̂(O(x), O(y)) = inf{|xg(y)| : g ∈ G}.

Ë.12.1 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ρ̂ = ρRG
.

� Ïóñòü x = p1, y = qk ∈ X. Èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ρRG
ñëåäóåò, ÷òî
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íàéäóòñÿ òàêèå èçîìåòðèè gi ∈ G ïðè i ∈ {1, . . . , k− 1}, ÷òî gi(pi+1) = qi.
Ðàññìîòðèì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p̃1 = p1 = x, q̃1 = q1, p̃2 = g1(p2),
q̃2 = g1(q2), . . . , p̃k = g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ gk−1(pk), q̃k = g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ gk−1(qk).
Òîãäà |piqi| = |p̃iq̃i|, ò.ê. gi ∈ G ïðè i ∈ {1, . . . , k − 1}. Ñëåäîâàòåëüíî,
k∑
i=1
|piqi| =

k∑
i=1
|p̃iq̃i|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî âûáîðó èçîìåòðèé gi q̃i = p̃i+1.

Òîãäà |xq̃k| ≤
k∑
i=1
|p̃iq̃i| +

k−1∑
i=1
|p̃i+1q̃i| =

k∑
i=1
|piqi|. Íî qk = y, ñëåäîâàòåëüíî,

q̃k ∈ O(y). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè íåðàâåíñòâî ρ̂ ≤ ρRG
. Ïóñòü y∗ ∈

O(y), x∗ ∈ O(x). Òîãäà y∗ ∼ y, x∗ ∼ x. Ïîëîæèì p1 = q1 = x, p2 = x∗,
q2 = y∗, p3 = q3 = y. Òîãäà äëèíà ýòîãî ïóòè ðàâíà |x∗y∗|. Òàêèì îáðàçîì,
ρ̂ ≥ ρRG

. �

Ë.12.2 Ìåòðèêà ρ̂ � âíóòðåííÿÿ.

� Äîêàæåì â òîì ñëó÷àå, êîãäà X � ëîêàëüíî êîìïàêòíîå, ïîëíîå è
âñå îðáèòû êîìïàêòíû. Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîãî ñ ïîìîùüþ
àïïðîêñèìàöèè. Ïóñòü x̂, ŷ ∈ X/G. Âûáåðåì òàêèå x ∈ x̂, y ∈ ŷ, ÷òî
ρ̂(x̂, ŷ) = |xy|. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó îðáèòû êîìïàêòíû. Ïóñòü òî÷êà
z ∈ X òàêàÿ, ÷òî |xz| = |zy| = |xy|/2. Òîãäà ρ̂(x̂, ẑ) ≤ |xz| = |xy|/2 =
ρ̂(x̂, ŷ)/2. Àíàëîãè÷íî, ρ̂(ŷ, ẑ) ≤ ρ̂(x̂, ŷ)/2. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
ñëåäóåò, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ẑ �
ñåðåäèíà ìåæäó x̂, ŷ ∈ X/G. �

Ïð.12.1 Åñëè G = {g ∈ Iso(R2) : g(x; y) = (x + k; y + l), k, l ∈ N},
òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2/G ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì òîðîì. Åñëè G = {g ∈
Iso(R2) : g = id ∨ g(x; y) = (x;−y)}, òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî R2/G
ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòüþ.

Ïóñòü p ∈ (X, ρ) è Sim(X, Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäîáèé ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, d). Ìåòðèêà Áó-

çåìàíà δp íà ìíîæåñòâå Sim(X, Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé δp(f, ϕ) =
sup{d(f(x), ϕ(x))e−|px| : x ∈ X} äëÿ âñåõ f , ϕ ∈ Sim(X, Y ).

Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñîáñòâåííîãî ïîäîáèÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïî-

äîáèÿ, à ìíîæåñòâî âñåõ öåíòðîâ ïîäîáèé ïðîñòðàíñòâà X îáîçíàåòñÿ
Cen(X).

Ë.12.3 Ïóñòü p, q ∈ (X, ρ) è R∗+ � ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ âåùå-

ñòâåííûõ ÷èñåë ñî ñòàíäàðòíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Òîãäà âåðíû ñëå-
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äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) Äëÿ êàæäîãî δp � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå Sim(X, Y );
(ii) ìåòðèêè δp, δq ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû íà Sim(X, Y );
(iii) îòîáðàæåíèå σ : (Sim(X), ◦) → R∗+, σ(f) = σf � íåïðåðûâíûé ãî-

ìîìîðôèçì, ÿäðî êîòîðîãî åñòü ãðóïïà èçîìåòðèé;

(iv) äëÿ ëþáûõ f , ϕ ∈ Sim(X, Y ), θ ∈ Sim(Y ), ψ ∈ Iso(X) èìåþò ìå-

ñòî ðàâåíñòâà δp(f ◦ ψ, ϕ ◦ ψ) = δψ(p)(f, ϕ), δp(θ ◦ f, θ ◦ ϕ) = σθδp(f, ϕ);
(v) ìíîæåñòâà Cen(X), X\Cen(X) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé-

ñòâèÿ ãðóïïû Sim(X) íà X;

(vi) åñëè ãðóïïà Sim(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ïîëíîì ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå X, òî è ãðóïïà Iso(X) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà

ïðîñòðàíñòâå X.

�
(i) Äëÿ âñåõ f , ϕ ∈ Sim(X, Y ) èç íåðàâåíñòâ δp(f, ϕ) ≤
sup{(d(f(x), f(p)) + d(f(p), ϕ(p)) + d(ϕ(p), ϕ(x)))e−|px| : x ∈ X} ≤
σf + d(f(p), ϕ(p)) + σϕ ñëåäóåò êîíå÷íîñòü âåëè÷èíû δp(f, ϕ). Î÷åâèäíî,
÷òî δp(f, ϕ) = δp(ϕ, f) ≥ 0 äëÿ âñåõ f , ϕ ∈ Sim(X, Y ). Ïóñòü f 6= ϕ.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ X, ÷òî f(x0) 6= ϕ(x0) è δp(f, ϕ) ≥
d(f(x0), ϕ(x0))e

−|x0p| > 0. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà δp(f, ϕ) ≤
sup{(d(f(x), h(x)) + d(h(x), ϕ(x))e−|px| : x ∈ X} ≤ δp(f, h) + δp(h, ϕ) äëÿ
âñåõ f , ϕ, h ∈ Sim(X, Y ).
(ii) Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâ δp(f, ϕ)e−|pq| ≤ δq(f, ϕ) ≤
δp(f, ϕ)e|pq|.
(iii) Ïóñòü x, y ∈ X ðàçëè÷íû, f , ϕ ∈ Sim(X, Y ) ïðîèçâîëüíûå. Òîãäà
d(f ◦ ϕ(x), f ◦ ϕ(y)) = σfσϕ|xy|. Ñëåäîâàòåëüíî, σ(f ◦ ϕ) = σ(f)σ(ϕ).
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü σ. Ïóñòü
δp(fn, f) → 0 ïðè n → ∞, ãäå f , fn ∈ Sim(X, Y ) äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X d(fn(x), f(x)) → 0 ïðè n → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(fn)|xy| = d(fn(x), fn(y))→ d(f(x), f(y)) = σ(f)|xy| è σ(fn)→ σ(f) ïðè
x 6= y, n→∞.
(iv) Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
(v) Ïóñòü x ∈ Cen(X), ò.å. íàéäåòñÿ ñîáñòâåííîå ïîäîáèå f òàêîå, ÷òî
f(x) = x. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ψ ∈ Sim(X) σ(ψ ◦f ◦ψ−1) = σ(f). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ψ ◦ f ◦ ψ−1 ñîáñòâåííîå ïîäîáèå. Êðîìå òîãî, ψ ◦ f ◦ ψ−1(ψ(x)) =
ψ(x). Òàêèì îáðàçîì, ψ(x) ∈ Cen(X).
(vi) Ïóñòü x, y ∈ X. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïîäîáèå f ∈ Sim(X), ÷òî
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f(x) = y. Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà ïîäîáèå f ñîáñòâåí-
íîå. Òîãäà, â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z ∈ X,
÷òî f(z) = z. Êðîìå òîãî, íàéäåòñÿ òàêîå ïîäîáèå g, ÷òî g(x) = z. Òîãäà
σ(f ◦ g−1 ◦ f−1 ◦ g) = 1 è f ◦ g−1 ◦ f−1 ◦ g(x) = y . �

Ïóñòü Const(X, Y ) � ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y .
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ãðóïïå ïîäîáèé ñ
ìåòðèêîé Áóçåìàíà.

Ò.12.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâà (X, ρ), (Y, d) � ïîëíûå, òî ïðîñòðàíñòâà

(Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp), (Iso(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) � ïîëíûå.

Ò.12.2. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ñîáñòâåííîå, òî òîïîëîãèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) ñîâïàäàåò êàê ñ òîïîëîãèåé

ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè, òàê è ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèåé.

Ò.12.3. Åñëè ïðîñòðàíñòâà (X, ρ), (Y, d) � ñîáñòâåííûå, òî ïðî-

ñòðàíñòâî (Sim(X, Y ) ∪ Const(X, Y ), δp) � ñîáñòâåííîå. Åñëè êðîìå

òîãî, ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � êîìïàêòíî, ïðîñòðàíñòâî (Sim(X, Y ) ∪
Const(X, Y ), δp) � êîìïàêòíî.

Ò.12.4. (Sim(X), δp) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íåïðå-

ðûâíî íà ïðîñòðàíñòâå (X, ρ).

Ò.12.5. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ïîëíîå. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

(i) Åñëè Cen(X) = X, òî Sim(X) = Sim(X) ∪ Const(X,X)
(çàìûêàíèå âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå (Lip(X, Y ), δp));

(ii) Åñëè Cen(X) 6= �, X, òî Cen(X) ⊂ ∂(Cen(X)) è
Sim(X) = Sim(X) ∪ Const(X, ∂(Cen(X)));

(iii) Åñëè Cen(X) = �, òî Sim(X) = Sim(X) = Iso(X).

Ç.12.1. Ñîáñòâåííîå ïîäîáèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà
ñåáÿ îáëàäàåò åäèíñòâåííûì öåíòðîì ïîäîáèÿ.

Ç.12.2. Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îãðàíè÷åíî, òî Sim(X) =
Iso(X).

Ç.12.3. Äîêàæèòå ñâîéñòâî (iv) ëåììû 12.3.

Ç.12.4. Äîêàæèòå, ÷òî δp ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå

Lip(X, Y ) âñåõ ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
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ñòâà (X, ρ) â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, d).

13. Îòêëîíåíèå è ìåòðèêà Õàóñäîðôà.

Îáîçíà÷èì B(X) (B[X]) ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ (çàìêíóòûõ) îãðàíè-
÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, ρ).

Îòêëîíåíèåì ïî Õàóñäîðôó ìíîæåñòâà M ∈ B(X) îò íåïóñòîãî ìíî-
æåñòâà W ⊂ X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî β(M,W ) = sup{|xW | : x ∈M}.

Ë.13.1. Ïóñòü M , H ∈ B(X), � 6= W ⊂ X. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ.

(i) β(M,W ) ≤ β(M,H) + β(H,W );
(ii) β(M,H) = inf{r : M ⊂ B(H, r)}, ãäå B(H, r) = ∪{B(x, r) : x ∈ H}
� îáîáùåííûé øàð;

(iii) Åñëè äëÿ êàæäîãî α ∈ A Mα ∈ B(X) è M =
⋃
α∈A

Mα, òî

β(M,H) = sup{β(Mα, H) : α ∈ A}

� (i) Äëÿ êàæäîãî ε > 0 äëÿ ëþáîãî y ∈ M íàéäåòñÿ òàêîå z ∈ H,
÷òî |yz| ≤ |yH| + ε. Òîãäà |yW | ≤ |yz| + |zW | ≤ |yz| + β(H,W ) ≤
|yH| + ε + β(H,W ) ≤ β(M,H) + β(H,W ) + ε. Ïåðåõîäÿ â ïîëó÷åííîì
íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, ïîëó÷èì |yz| ≤ β(M,H) + β(H,W ).
Îñòàëîñü âçÿòü âåðõíþþ ãðàíü â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.
(ii) Ïóñòü R = inf{r : M ⊂ B(H, r)} è ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî
M ⊂ B(H, r). Òîãäà äëÿ êàæäîãî y ∈M íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ H, ÷òî
|xy| < r è, ñëåäîâàòåëüíî, |yH| < r. Âçÿâ âåðõíþþ ãðàíü â ëåâîé ÷àñòè
óñòàíîâëåííîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì β(M,H) ≤ r. Òåïåðü â ïðàâîé ÷à-
ñòè âîçúìåì íèæíþþ ãðàíü. Òîãäà ïîëó÷èì β(M,H) ≤ R. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðàâåíñòâà íåò. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî β(M,H)+ε < R. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî y ∈ M íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ H, ÷òî |yx| <
|yH|+ε ≤ β(M,H)+ε. Òîãäà y ∈ B(x, β(M,H)+ε) ⊂ B(H, β(M,H)+ε).
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè y ∈ M , M ⊂ B(H, β(M,H) + ε). Òàêèì îáðàçîì,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
(iii) Ïóñòü x ∈ M . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå α ∈ A, ÷òî x ∈ Mα. Ñëå-
äîâàòåëüíî, |xH| ≤ β(Mα, H) ≤ sup{β(Mα, H) : α ∈ A}. Âîçúìåì
â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà âåðõíþþ ãðàíü. Òîãäà ïîëó÷èì
β(M,H) ≤ sup{β(Mα, H) : α ∈ A}. Íåðàâåíñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó î÷å-
âèäíî. �
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Ðàññòîÿíèåì ïî Õàóñäîðôó ìåæäó ìíîæåñòâàìè M , W ∈ B(X) íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî
α(M,W ) = max{β(M,W ), β(W,M)}.

Ë.13.2. Ïóñòü M , W ∈ B(X). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) α � ïñåâäîìåòðèêà (ìåòðèêà) íà ìíîæåñòâå B(X) (B[X]);
(ii) α(M,W ) = inf{r : M ⊂ B(W, r), W ⊂ B(M, r)};
(iii) α(M,W ) = sup{||xM | − |xW || : x ∈ X}.

� (i) Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, óòâåðæäåíèÿ (i) ëåììû 13.1 è çàäà-
÷è 13.1.
(ii) Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ (ii) ëåììû 13.1.
(iii) sup{||xM | − |xW || : x ∈ X} ≥ max{sup{||xM | − |xW || : x ∈
M}, sup{||xM | − |xW || : x ∈ W}} = α(M,W ). Äîêàæåì íåðàâåíñòâî
â äðóãóþ ñòîðîíó. Äëÿ êàæäîãî ε > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäóòñÿ òà-
êèå mx ∈ M , wx ∈ W , ÷òî |xmx| ≤ |xM | + ε, |xwx| ≤ |xW | + ε. Òîãäà
|xW | ≤ |xmx|+ |mxW | ≤ |xM |+ |mxW |+ε ≤ |xM |+β(M,W )+ε. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî |xM | ≤ |xW |+ β(W,M) + ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
||xM | − |xW || ≤ β(W,M) + ε. Âîçúìåì â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðà-
âåíñòâà âåðõíþþ ãðàíü. Òîãäà ïîëó÷èì sup{||xM | − |xW || : x ∈ X} ≤
β(W,M)+ε. Îñòàëîñü ïåðåéòè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ê ïðåäåëó ïðè
ε→ 0. �

Ë.13.3. Ïóñòü X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî M , W , M1, . . . ,Mn,

W1, . . . ,Wn ∈ B(X). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(i) α(M1 + . . .+Mn,W1 + . . .+Wn) ≤ α(M1,W1) + . . .+ α(Mn,Wn);
(ii) β(C(M),W ) ≤ β(M,W ), α(C(M), C(W )) ≤ α(M,W ).

� (i) Ïóñòü ε > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} íàéäóòñÿ òàêèå
xi ∈ Mi, yi ∈ Wi, ÷òî α(M1 + . . . + Mn,W1 + . . . + Wn) ≤ ρ(x1 + . . . +
xn,W1, . . . ,Wn)+ε, α(M1 + . . .+Mn,W1 + . . .+Wn) ≤ ρ(y1 + . . .+yn,M1 +
. . . + Mn) + ε. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} íàéäóòñÿ òàêèå
zi ∈ Wi, ÷òî ||xi − zi|| < α(Mi,Wi) + ε/n. Òîãäà α(M1 + . . . + Mn,W1 +
. . .+Wn)−ε ≤ ρ(x1+. . .+xn,W1, . . . ,Wn) ≤ ||x1+. . .+xn−(z1+. . .+zn)|| ≤
||x1 − z1||+ . . .+ ||xn − zn|| ≤ α(M1,W1) + . . .+ α(Mn,Wn) + ε. Îñòàëîñü
ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0.
(ii) Ïóñòü x ∈ C1(M). Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå λ ∈ [0, 1], y, z ∈ M , ÷òî
x = (1 − λ)y + λz. Êðîìå òîãî, |xW | ≤ inf{(1 − λ)|yw| + λ|zw| : w ∈
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W} ≤ β(M,W ). Ñëåäîâàòåëüíî, β(C1(M),W ) ≤ β(M,W ). Ïî èíäóêöèè
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N β(Cn(M),W ) ≤ β(M,W ). Ïóñòü
x ∈ C(M). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N, ÷òî x ∈ Cn(M). Ñëåäîâàòåëü-
íî, |xW | ≤ β(M,W ). Âîçúìåì â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà
âåðõíþþ ãðàíü. Òîãäà ïîëó÷èì β(C(M),W ) = β(C(M),W ) ≤ β(M,W ).
Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî è îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè Õàó-
ñäîðôà. �

Ò.13.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ïîëíîå, òî ïðîñòðàíñòâî

(B[X], α) � ïîëíîå.

� Ïóñòü (Mn)n∈N � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â B[X], ò.å.
äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå n0 ∈ N, ÷òî α(Mn,Mm) < ε äëÿ âñåõ
m, n ≥ n0. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òî÷åê x ∈ X, ÷òî äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè x U ∩Mn 6= � äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ∈ N.
Äîêàæåì, ÷òî α(Mn,M) → 0 ïðè n → ∞. Íàéäåòñÿ òàêîå m ≥ n0, ÷òî
B(x, ε)∩Mm 6= �, ò.å. íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà y ∈Mm, ÷òî |xy| < ε. Êðîìå
òîãî, |yMn| < ε. Òîãäà |xMn| ≤ |xy| + |yMn| < 2ε. Îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ Mn |xM | < 2ε. Ïîëîæèì n1 = n è äëÿ êàæäîãî
k > 1 âûáåðåì òàêîå ÷èñëî nk ∈ N, ÷òî nk > nk+1 è α(Ml,Ms) < ε/2k

äëÿ ëþáûõ l, s ≥ nk. Ïóñòü x1 = x. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî k ∈ N
α(Mnk

,Mnk+1
) < ε/2k, íàéäåòñÿ òî÷êà xk+1 ∈Mnk+1

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî k ∈ N |xkxk+1| < ε/2k. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk)k∈N ôóíäàìåíòàëüíàÿ,

ò.ê.
∞∑
k=0
|xkxk+1| < 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå

y ∈ X. Òîãäà |xM | ≤ |xy| = lim
k→∞
|xxk| ≤

∞∑
k=0
|xkxk+1| < 2ε. �

Ò.13.2. (Áëÿøêå) Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � êîìïàêòíîå, òî ïðî-

ñòðàíñòâî (B[X], α) � êîìïàêòíîå.

� Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 13.1, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (B[X], α) âïîëíå
îãðàíè÷åíî. Ïóñòü S êîíå÷íàÿ ε-ñåòü â X è M ∈ B[X]. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî S(M) = {x ∈ S : |xM | ≤ ε} ∈ B[X]. Ïóñòü y ∈ M . Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ S, ÷òî |xy| ≤ ε. Êðîìå òîãî, x ∈ S(M), ò.ê.
|xM | ≤ |xy| ≤ ε. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî y ∈M |yS(M)| ≤ ε. Òîãäà
α(M,S(M)) ≤ ε, ïîñêîëüêó ïî îïðåäåëåíèþ S(M) äëÿ êàæäîãî x ∈ S(M)
|xM | ≤ ε. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè M ∈ B[X], ìíîæåñòâî B[S] ÿâëÿåòñÿ
ε-ñåòüþ â B[X]. �

42



Ç.13.1. Ïóñòü M ∈ B(X), � 6= W ⊂ X. β(M,W ) = 0 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà M ⊂ W .

Ç.13.2. Åñëè β(M,H) < r, òî M ⊂ B(H, r).

Ç.13.3. Åñëè äëÿ êàæäîãî α ∈ A Hα ∈ B(X) è
⋃
α∈A

Hα ⊂ H, òî

β(M,H) ≤ inf{β(M,Hα) : α ∈ A}.

Ç.13.4. Ïóñòü X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, a ∈ R. Òîãäà β(aM, aW ) =
|a|β(M,W ), α(aM, aW ) = |a|α(M,W ).

Ç.13.5. Ïóñòü M , W ∈ B(X). α(M,W ) = inf{r : M ⊂ Nr(W ), W ⊂
Nr(M)}, ãäå Nr(M) = {x ∈ X : ∃y ∈M(|yx| ≤ r)}.

14. Ðàññòîÿíèå ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó. Ìåòðèêà Áóçåìàíà.

Ðàññòîÿíèåì ïî Ãðîìîâó�Õàóñäîðôó ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè (X, ρ), (Y, d) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
dGH(X, Y ) = inf{r : ñóùåñòâóþò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Z, d′) è åãî
ïîäïðîñòðàíñòâà X ′, Y ′, èçîìåòðè÷íûå X, Y ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî
α(X ′, Y ′) < r}. Ïðè÷åì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî α(X ′, Y ′) è dGH(X, Y ) ìîãóò
ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî dGH(X, Y ) = inf{α(X, Y )}, ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ
ïî âñåì ìåòðèêàì íà X ∪ Y , ïðîäîëæàþùèì ìåòðèêè X è Y .

Ë.14.1. Ôóíêöèÿ dGH óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

� Ïóñòü ìåòðèêè ρ12, ρ23 ïðîñòðàíñòâ X1 ∪X2, X2 ∪X3 òàêèå, ÷òî èõ
ñóæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâà X1, X2 è X3 ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò ñ èñõîä-
íûìè ìåòðèêàìè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ρ13(x1, x3) = inf{ρ12(x1, x2) +
ρ23(x2, x3) : x2 ∈ X2}. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âìåñòå ñ èñõîäíûìè
ìåòðèêàìè íà X1, X3 ρ13 îïðåäåëÿåò ìåòðèêó íà X1 ∪ X3. Êðîìå òîãî,
α(X1, X3) ≤ α(X1, X2) + α(X2, X3), ãäå α(Xi, Xj) ñîîòâåòñòâóåò ìåòðèêå
αij ïðè i, j ∈ {1, 2, 3}. �

Ìíîæåñòâî R ⊂ X×Y íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ìíîæåñòâà-
ìè X è Y , åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà y ∈ Y ,
÷òî (x, y) ∈ R, è äëÿ êàæäîé òî÷êè ∈ Y íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈ X,
÷òî (x, y) ∈ R
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Èñêàæåíèåì disR ñîîòâåòñòâèÿ R ìåæäó ìåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàí-
ñòâàìè (X, ρ), (Y, d) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà disR = sup{||xx′| − d(y, y′)| :
(x, y), (x′, y′) ∈ R}.

Ò.14.1. Äëÿ ëþáûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ X è Y èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

dGH(X, Y ) = 1
2 inf{disR : R}, ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñîîòâåò-

ñòâèÿì R ìåæäó X è Y , ò.å. dGH(X, Y ) = inf{r : ñóùåñòâóåò ñîîò-

âåòñòâèå R ìåæäó X è Y ñ disR < 2r}.

� Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > dGH(X, Y ) íàéäåòñÿ ñîîòâåòñòâèå
R c disR < 2r. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X è Y ïîäïðîñòðàíñòâà íåêîòîðî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Z è α(X, Y ) < r â Z, ò.ê. dGH(X, Y ) < r. Ïóñòü R =
{(x, y) ∈ X ×Y : ρZ(x, y) < r}. Ýòî ñîîòâåòñòâèå, ïîñêîëüêó α(X, Y ) < r.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ (x, y), (x′, y′) ∈ R |dZ(x, x′) − dZ(y, y′)| ≤
dZ(x, y)+dZ(x′, y′) < 2r. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîîòâåòñòâèÿ R
dGH(X, Y ) ≤ 1

2 inf{disR : R} Ïóñòü disR = 2r. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
íà äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè X ∪ Y íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîëóìåòðèêà d, ÷òî
d|X×X = dX , d|Y×Y = dY è α(X, Y ) ≤ r â (X ∪ Y, d). Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è
y ∈ Y ïîëîæèì d(x, y) = inf{dX(x, x′)+r+dY (y′, y) : (x′, y′) ∈ R}. Ðàññòî-
ÿíèÿ âíóòðè X, Y ïðåæíèå � dX è dY ñîîòâåòñòâåííî. Òåïåðü íåòðóäíî
ïðîâåðèòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è âåðíîñòü íåðàâåíñòâà α(X, Y ) < r.
�

Ïóñòü ε > 0. Îòîáðàæåíèå f : (X, ρ) → (Y, d) íàçûâàåòñÿ ε-
èçîìåòðèåé, åñëè disf = sup{|d(f(x), f(x′)) − |xx′|| : x, x′ ∈ X} ≤ ε
è îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â Y .

Ñ.14.1. Ïóñòü (X, ρ), (Y, d) ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ε > 0. Òî-
ãäà

(i) åñëè dGH(X, Y ) < ε, òî íàéäåòñÿ 2ε-èçîìåòðèÿ èç X â Y ;
(ii) åñëè íàéäåòñÿ ε-èçîìåòðèÿ èç X â Y , òî dGH(X, Y ) < 2ε.

�
(i) Ïóñòü R � ñîîòâåòñòâèå ìåæäó X è Y ñ disR < 2ε. Äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ∈ X âûáåðåì òàêóþ òî÷êó f(x) ∈ Y , ÷òî (x, f(x)) ∈ R. Î÷åâèäíî,
ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì dilf ≤ dilR < 2ε. Äëÿ òî÷êè
y ∈ Y ðàññìîòðèì òàêóþ òî÷êó, ÷òî (x, y) ∈ R. Òî÷êè y, f(x) íàõîäÿòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ x. Òîãäà d(y, f(x)) ≤ |xx| + disR < 2ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
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d(y, f(X)) < 2ε.
(ii) Ïóñòü äëÿ ε-èçîìåòðèè f R = {(x, y) ∈ X × Y : d(y, f(x)) ≤ ε}.
Ìíîæåñòâî R ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì, ò.ê. f(X) ÿâëÿåòñÿ ε-ñåòüþ â Y .
Åñëè (x, y), (x′, y′) ∈ R, òî |d(y, y′) − |xx′|| ≤ |d(f(x), f(x′)) − |xx′|| +
d(y, f(x)) +d(y′, f(x′)) ≤ 3ε. Ñëåäîâàòåëüíî, disR ≤ 3ε, à ïî ïðåäûäóùåé
òåîðåìå dGH(X, Y ) ≤ 3

2ε < 2ε. �

Ò.14.2. dGH ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ìåòðèêîé íà ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ

èçîìåòðè÷íûõ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ.

� Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà dGH(X, Y ) = 0 ñëåäóåò èçîìåò-
ðè÷íîñòü êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 14.1, íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé fn : X → Y , ÷òî disfn → 0
ïðè n→∞. Âûáåðåì ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî S ⊂ X. Èñïîëü-
çóÿ êàíòîðîâ äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ, ìîæíî íàéòè òàêóþ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (fnk

) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fn), ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ S
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fnk

(x)) ñõîäèòñÿ â Y . Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : S → Y ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îòîáðàæåíèé (fn), ò.å. äëÿ êàæäîãî x ∈ S f(x) = lim

n→∞
fn(x). Â ñèëó òîãî,

÷òî äëÿ âñåõ x, x′ ∈ S |d(fn(x), fn(x
′)) − |xx′|| ≤ disfn → 0 ïðè n → ∞,

îòîáðàæåíèå f ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèÿ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5.1, ïðîäîëæèì
f äî ñîõðàíÿþùåãî ðàññòîÿíèÿ îòîáðàæåíèÿ èç âñåãî X â Y . Íî ñóùå-
ñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèÿ èç Y â X. Ñëåäîâàòåëüíî,
X è Y èçîìåòðè÷íû. �

Ïóñòü p ∈ (X, ρ). Ìåòðèêîé Áóçåìàíà íà ìíîæåñòâå CL0(X) âñåõ
íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
δp : CL0(X) × CL0(X) → R+, δp(M,W ) = sup{||xM | − |xW ||e−|px| : x ∈
X}.

Ë.14.1.
(i) Äëÿ ëþáîãî p ∈ X δp � ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå CL0(X);
(ii) äëÿ ëþáûõ p, q ∈ X ìåòðèêè δp, δq ëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíû.

� Èç íåðàâåíñòâ δp(M,W ) = sup{||xM | − |xW ||e−|px| : x ∈ X} ≤
sup{(|xM | + |xW |)e−|px| : x ∈ X} ≤ sup{(|pM | + |pW | + 2|px|)e−|px| : x ∈
X} ≤ |pM |+|pW |+2 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà δp(M,W ) êîíå÷íàÿ. Äîêàæåì
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (äðóãèå àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ëåãêî
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ïðîâåðÿþòñÿ). Ïóñòü ε > 0, M , W , L ∈ CL0(X). Òîãäà íàéäåòñÿ z ∈ X
δp(M,W )−ε ≤ ||zM |− |zW ||e−|pz| ≤ (||zM |− |zL||+ ||zL|− |zW ||)e−|pz| ≤
δp(M,L) + δp(L,W ). Îñòàëîñü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0.
(ii) Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî e−|px| ≤ e−|qx|e|pq|, ïîëó÷èì òðåáóå-
ìûå íåðàâåíñòâà δp(M,W )e−|pq| ≤ δq(M,W ) ≤ δp(M,W )e|pq|. �

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ñëîæíîé òåîðåìû ñîäåðæèòñÿ â [3].

Ò.14.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) � ñîáñòâåííîå, òî ïðîñòðàíñòâî

(CL0(X), δp) � ñîáñòâåííîå.

15. Âåðõíèé óãîë. Óãîë. Ïðîñòðàíñòâî íàïðàâëåíèé. Êîíóñ.

Òðåóãîëüíèê 4xyz â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) ñîñòîèò èç òðåõ
òî÷åê (âåðøèí) x, y è z, ñîåäèíåííûõ òðåìÿ êðàò÷àéøèìè (ñòîðîíàìè):
[x, y], [y, z] è [z, x], ñ äëèíàìè |xy|, |yz| è |zx| ñîîòâåòñòâåííî.

ÏóñòüM 2
k åâêëèäîâà ïëîñêîñòü ïðè k = 0, ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ïðè

k < 0 è äâóìåðíàÿ îòêðûòàÿ ïîëóñôåðà ïðè k > 0, ðàäèóñà 1/
√
k.

Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà 4xyz â X ïîñòðîèì â ïëîñêîñòè M 2
k òðå-

óãîëüíèê ñðàâíåíèÿ 4xyz c òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí (ïðè k > 0 âñå-
ãäà ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðèìåòð 4xyz ìåíüøå, ÷åì 2π/

√
k.), ò.å. |xy| = |xy|,

|yz| = |yz| è |zx| = |zy|. Óãîë ñðàâíåíèÿ ]̃xyz (èëè ]̃(x, y, z)) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì

]̃xyz = arccos
|xy|2 + |yz|2 − |zx|2

2|xy||yz|
.

Ïóñòü γ : [0, ε) → X, γ′ : [0, ε) → X � ïóòè â ïðîñòðàíñòâå (X, ρl),
èñõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè p = γ(0) = γ′(0). Âåðõíèé óãîë ]super(γ, γ

′)
ìåæäó γ è γ′ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

]super(γ, γ
′) = lim sup

s,t→0
]̃(γ(s), p, γ′(t)),

à óãîë ](γ, γ′) ìåæäó γ è γ′ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

](γ, γ′) = lim
s,t→0

]̃(γ(s), p, γ′(t)),

åñëè òîëüêî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò.
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Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé ìîæíî íàéòè â [8], [2].

Ë.15.1.
(i) Êàæäàÿ êðàò÷àéøàÿ îáðàçóåò íóëåâîé óãîë ñàìà ñ ñîáîé;

(ii) åñëè äâå êðàò÷àéøèå [x, y], [y, z] òàêîâû, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå åñòü

êðàò÷àéøàÿ [x, z], òî óãîë ìåæäó [y, x] è [y, z] ðàâåí π.

Ò.15.1. Ïóñòü òðè êðèâûå γ1, γ2 è γ3 èñõîäÿò èç îäíîé òî÷êè p. Òî-
ãäà

(i) åñëè ñóùåñòâóþò óãëû α1 = ](γ2, γ3), α2 = ](γ1, γ3), α3 = ](γ1, γ2),
òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà α3 ≤
α1 + α2;

(ii) âåðíî íåðàâåíñòâî ]super(γ1, γ2) ≤ ]super(γ2, γ3) + ]super(γ1, γ3);
(iii) åñëè z � âíóòðåííÿÿ òî÷êà êðàò÷àéøåé [x, y] è óãëû ]uzx, ]uzy
ñóùåñòâóþò, òî èõ ñóììà íå ìåíüøå, ÷åì π.

Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ γ (ñ íà÷àëîì â p) èìååò íàïðàâëåíèå â òî÷êå p,
åñëè ]super(γ, γ) = 0. Äâå êðèâûå γ1, γ2 èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå

â òî÷êå p, åñëè óãîë ]super(γ1, γ2) = 0 (çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (ii) òåîðåìû
15.1, â ýòîì ñëó÷àå êðèâûå γ1, γ2 èìåþò â òî÷êå p íàïðàâëåíèå).

Äâå êðèâûå èç ìíîæåñòâà âñåõ, èìåþùèõ íàïðàâëåíèå â òî÷êå p, íàçî-
âåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà äàííîì
ìíîæåñòâå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåíèåì.

Ò.15.2. Ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé â äàííîé òî÷êå îáðàçóåò ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè

îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíèì óãëîì ìåæäó íèìè.

Êîíóñ Con(X) íàä ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì (X, ρ) � ýòî ðåçóëüòàò
ñêëåèâàíèÿ â îäíó òî÷êó âñåõ òî÷åê ñëîÿ X×{0} â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè
X × [0,∞). Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé êîíóñà.

Ðàññòîÿíèå ρc(a, b) ìåæäó òî÷êàìè a = (x, t), b = (y, s) íà êîíóñå
Con(X) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ρc(a, b) =

√
t2 + s2 − 2ts cos(|xy|)

ïðè |xy| ≤ π, ρc(a, b) = t+ s ïðè |xy| ≥ π.

Ò.15.3.
(i) (Con(X), ρc) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

(ii) Ìåòðèêà ρc íà Con(X) � âíóòðåííÿÿ (ñòðîãî âíóòðåííÿÿ) òîãäà
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìåòðèêà ρ � âíóòðåííÿÿ (ñòðîãî âíóòðåííÿÿ) íà
ðàññòîÿíèÿõ ìåíüøèõ, ÷åì π. Ïîñëåäíåå çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X
òàêèõ, ÷òî |xy| < π, íàéäåòñÿ êðèâàÿ â X, ñîåäèíÿþùàÿ x è y òàêàÿ, ÷òî
åå äëèíà ñêîëü óãîäíî áëèçêà (ðàâíà) |xy|.
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