




Общая характеристика работы

Актуальность темы

Коллективное поведение статистических систем вблизи критической точ-
ки характеризуется аномально медленной динамикой. После изменения неко-
торых термодинамических параметров и условий система в термодинамиче-
ском пределе не достигает состояния равновесия. Неравновесная эволюция в
этом случае демонстрирует ряд особенностей, обычно наблюдаемых в стеколь-
ных системах. К таким особенностям относятся эффекты старения и нарушение
флуктуационно-диссипативной теоремы (ФДТ) [1, 2].

Для описания неравновесных явлений проводится исследование свойств
динамических восприимчивостей и корреляционных функций параметра поряд-
ка. Скейлинговое поведение этих величин описывается универсальными харак-
теристиками: показателями, скейлинговыми функциями и отношениями ампли-
туд, которые определяются числом компонент параметра порядка и размерно-
стью системы. Такая универсальность позволяет вычислять характеристики си-
стем в разных статистических моделях с применением различных аналитиче-
ских и численных методов, в том числе и методом численного моделирования
Монте-Карло.

Исследование влияния структурного беспорядка на критическое поведе-
ние различных статистических систем остается одной из основных проблем
физики конденсированного состояния. Беспорядок нарушает трансляционную
симметрию кристалла и, таким образом, значительно усложняет теоретическое
описание материала. Известно, что критическое поведение системы характери-
зуется аномально большим откликом на слабые возмущения. Следовательно, на-
личие даже низкой концентрации дефектов может привести к резким изменени-
ям этого поведения и его характеристик. Применение для сильно разбавленных
систем аналитических методов описания связано с рядом трудностей, не поз-
воляющих описать характеристики системы с достаточной степенью точности.
Экспериментальные методы исследования материалов требуют высокой чистоты
исследуемых образцов и строгого соблюдения условий проведения эксперимен-
та. Эффекты старения, наблюдаемые в критической области, также усложняют
экспериментальное исследование систем. Поэтому в настоящее время числен-
ные исследования находят широкое применение в теории критических явлений.

При моделировании критической динамики систем методом Монте-
Карло возникает ряд принципиальных сложностей. В основном они вызваны
явлением критического замедления, характеризующимся аномальным замедле-
нием релаксации системы и корреляции состояний по мере приближения к кри-
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тической температуре. Зависимость характерных времен релаксации и корре-
ляции от приведенной температуры имеет степенной характер и определяется
динамическим критическим индексом 𝑧. Эта проблема еще более существенна
для структурно неупорядоченных систем, поскольку их неравновесное критиче-
ское поведение характеризуется большими значениями индекса 𝑧 по сравнению
с системами без дефектов.

Влияние слабого замороженного беспорядка на критические явления ис-
следуется в течение многих лет [2]. Согласно критерию Харриса [3], слабый
беспорядок влияет на критическое поведение только в том случае, если коэффи-
циент теплоемкости чистой системы 𝛼 положителен. В этом случае наблюдается
новое универсальное критическое поведение с новыми критическими показа-
телями. В противном случае при 𝛼 < 0 наличие беспорядка несущественно
для критического поведения. Условию 𝛼 > 0 удовлетворяют только системы с
эффективным гамильтонианом, изоморфным вблизи критической точки модели
Изинга. При введении в такие системы любой концентрации слабо коррелиро-
ванных замороженных дефектов структуры наблюдается принципиальное изме-
нение класса универсальности критического поведения.

Исследования критического поведения разбавленных изингоподобных
магнетиков проводились методами ренормгруппы (РГ), численными методами
Монте-Карло и экспериментально. Результаты исследований подтверждают су-
ществование нового класса универсальности критического поведения разбавлен-
ных изингоподобных систем.

Несомненно, является важным то, что выявленные при исследовании дву-
мерной модели Изинга особенности неравновесной критической динамики мо-
гут служить основой для адекватной интерпретации экспериментальных дан-
ных, полученных для мультислойных структур Fe/Cr и Со/Сг [2].

Целями настоящей диссертации являются

1. Численное исследование влияния дефектов структуры на неравновесную
критическую динамику двумерной и трехмерной моделей Изинга, эволю-
ционирующих из различных начальных состояний.

2. Численное исследование эффектов старения на основе анализа двухвремен-
ных зависимостей корреляционных функций и функций отклика.

3. Численное исследование нарушений ФДТ, а также расчет предельных зна-
чений флуктуационно-диссипативного отношения (ФДО).

4. Выявление основных подклассов универсальности для неравновесных кри-
тических свойств двумерной и трехмерной моделей Изинга в зависимости
от начального состояния и степени неупорядоченности системы.
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Научная новизна результатов

1. Впервые выявлено, что в структурно неупорядоченных двумерной и трех-
мерной моделях Изинга, эволюционирующих из низкотемпературного на-
чального состояния с 𝑚0 = 1, вследствие пиннинга доменных стенок на
дефектах структуры наблюдается существенное изменение неравновесных
эффектов старения по сравнению с чистой системой.

2. Впервые показано, что при релаксации неупорядоченных систем из низ-
котемпературного начального состояния наблюдается сильное замедление
эффектов корреляции. В результате долговременное поведение автокор-
реляционной функции описывается соотношениями «сверхстарения», а
предельное значение флуктуационно-диссипативного отношения 𝑋∞ для
структурно неупорядоченных систем оказывается равным нулю.

3. Впервые выявлено, что в неравновесном критическом поведении рассмот-
ренных спиновых систем с произвольной начальной намагниченностью 𝑚0

можно выделить пороговые значения 𝑚
(𝑡ℎ)
0 с реализацией двух подклассов

универсальности, соответствующих эволюции системы из высокотемпера-
турного с 𝑚0 < 𝑚

(𝑡ℎ)
0 и низкотемпературного с 𝑚0 > 𝑚

(𝑡ℎ)
0 начальных

состояний с характерными для этих состояний критическими показателями
и значениями предельного ФДО.

4. Впервые для двумерной модели Изинга исследовано проявление логариф-
мических поправок и кроссоверных явлений перколяционного поведения
во временной зависимости намагниченности, а также двухвременной зави-
симости автокорреляционной функции и динамической восприимчивости.
С учетом логарифмических поправок вычислены значения критических по-
казателей и предельных значений ФДО.

5. Впервые методами Монте-Карло показано, что неравновесные характери-
стики трехмерной структурно неупорядоченной модели Изинга демонстри-
руют принадлежность к подклассам универсальности критического поведе-
ния слабо неупорядоченных и сильно неупорядоченных систем, отличных
от чистой модели. В случае двумерной модели Изинга неравновесная кри-
тическая динамика слабо неупорядоченных систем со спиновыми концен-
трациями 𝑝 ≥ 0.9 относится к классу универсальности «чистой» модели, а
неравновесное критическое поведение систем с 𝑝 ≤ 0.85 демонстрирует за-
висимость универсальных характеристик неравновесного критического по-
ведения от концентрации дефектов.
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Научная и практическая значимость работы. Развитые в диссертации
методы компьютерного моделирования неравновесного критического поведения
чистой и структурно неупорядоченных трехмерной и двумерной моделей Изин-
га, а также полученные результаты вносят существенный вклад в обоснование и
развитие представлений теории критических явлений. Научная ценность прове-
денных исследований обусловлена построением корректной методики для чис-
ленного описания неравновесной эволюции моделей Изинга в окрестности кри-
тической температуры в условиях их слабого и сильного разбавления немагнит-
ными атомами примеси. Выявленное в результате проведенных расчетов суще-
ственное влияние дефектов структуры на неравновесные характеристики кри-
тического поведения систем может найти применение при отработке методи-
ки и постановке экспериментальных исследований реальных спиновых систем,
а также практическом использовании направленной модификации свойств ма-
териалов, испытывающих фазовые превращения, за счет их легирования, что
служит научной основой для создания материалов с новыми, перспективными
физико-химическими свойствами.

Полученные в диссертации результаты вносят существенный вклад в фи-
зику фазовых переходов в области исследования критического поведения слож-
ных спиновых систем, характеризующихся аномально медленной динамикой.
Детально изучено влияние дефектов структуры и различных начальных состо-
яний на неравновесную критическую динамику двумерной и трехмерной моде-
лей Изинга. Выделены различные подклассы неравновесного критического по-
ведения рассматриваемых систем, что привело к развитию новых представлений
теории неравновесных критических явлений.

Личный вклад диссертанта. Разработаны программы для моделирова-
ния неравновесной критической динамики структурно неупорядоченной двумер-
ной и трехмерной модели Изинга для случая эволюции систем из различных
начальных состояний. Проведены суперкомпьютерные вычисления и обработка
полученных массивов данных. Осуществлено вычисление и анализ неравновес-
ных характеристик рассматриваемых систем, выполнено их сравнение с резуль-
татами других исследователей.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Методика численного Монте-Карло исследования неравновесного критиче-
ского поведения двумерной и трехмерной чистой и структурно неупорядо-
ченных моделей Изинга при эволюции из начальных состояний с различ-
ными значениями намагниченности.

2. В случае двумерной и трехмерной моделей Изинга с точечными дефекта-
ми структуры при эволюции из низкотемпературного начального состояния
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вследствие пиннинга доменных стенок на дефектах структуры наблюдается
особое критическое поведение, характеризуемое явлением «сверхстарения»
и равным нулю предельным ФДО.

3. Для трехмерной модели Изинга существует три подкласса универсальности
неравновесного критического поведения, соответствующие чистой, слабо
неупорядоченной и сильно неупорядоченной системам.

4. Принадлежность слабо неупорядоченной двумерной модели Изинга классу
универсальности чистой системы и возникновение кроссоверных явлений
перколяционного поведения для систем с сильной неупорядоченностью.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы до-
кладывались и обсуждались на международных конференциях «Фазовые пе-
реходы, критические явления и нелинейные явления в конденсированных сре-
дах», Махачкала (2017, 2019 г.г.); International Conference «Computer Simulation
in Physics and beyond» 2018, Moscow, Russia; XVII Всероссийской школе-
конференции молодых ученых «Проблемы физики твердого тела и высоких дав-
лений», Сочи, 2018; Всероссийских научно-практических конференциях «Ом-
ские научные чтения», Омск (2017, 2018, 2019 г.г.), а также на научных семина-
рах кафедры теоретической физики ОмГУ им. Ф.М. Достоевского.

Проведенные исследования были поддержаны грантами РФФИ (No.17-
12-00279, 19-32-50006) и грантом Президента РФ МД-6868.2018.2.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 11
печатных изданиях, 10 из которых цитируется в международных базах данных
Web of Science и Scopus, 1 – в журнале, рекомендованном ВАК.

Объем и структура работы. Диссертация содержит введение, четыре
главы, заключение и список литературы из 118 наименований. Работа представ-
лена на 136 страницах, включает 47 рисунков и 14 таблиц.

Краткое содержание работы

Во введении приводится обоснование актуальности диссертационного
исследования, формулируются его цели и задачи, обосновывается научная и
практическая значимость проведенной работы.

В первой главе, носящей обзорный характер, кратко изложены основ-
ные концепции и методы, применяемые для исследования критического пове-
дения спиновых систем. Вводится классификация фазовых переходов, опреде-
ление критической точки и критических показателей. Рассматриваются случаи
маргинальных систем, для которых критическое поведение термодинамических
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величин модифицируется логарифмическими поправками. В краткой форме из-
ложены основы феноменологической теории скейлинга для равновесных фазо-
вых переходов и особенности критического поведения систем конечных разме-
ров. Рассматривается влияние дефектов структуры на критическое поведение
спиновых систем, описываемых моделью Изинга, которая в данной диссертаци-
онной работе является объектом исследования. Приводится определение метода
Монте-Карло, его базовая реализация и применение к моделированию спиновых
систем.

Во второй главе представлены результаты исследования маргинального
влияния дефектов структуры на неравновесное критическое поведение двумер-
ной модели Изинга. Выявлено проявление логарифмических поправок и кроссо-
верных явлений перколяционного поведения в неравновесных характеристиках
и критических показателях модели.

В настоящее время большой интерес исследователей вызывает поведение
систем, характеризующихся аномально медленной динамикой. Это связано с на-
блюдаемыми при медленной эволюции систем из неравновесного начального
состояния свойствами старения и нарушениями флуктуационно-диссипативной
теоремы. Данные особенности неравновесного поведения наблюдаются в систе-
мах при фазовых переходах второго рода, так как их критическая динамика ха-
рактеризуется аномально большими временами релаксации. Эффекты старения
проявляются на неравновесном этапе эволюции системы. Они выражаются в
существовании двухвременных зависимостей таких функций, как корреляцион-
ная функция и функция отклика, зависящих от времени ожидания 𝑡𝑤 и времени
наблюдения 𝑡 − 𝑡𝑤. Время ожидания характеризует время, прошедшее с момен-
та приготовления образца до начала измерения его характеристик. В течение
𝑡− 𝑡𝑤 ≪ 𝑡𝑟𝑒𝑙, где 𝑡𝑟𝑒𝑙 – время релаксации системы, во временном поведении си-
стемы проявляется влияние начальных состояний системы и эффектов старения,
характеризующихся замедлением релаксационных процессов с увеличением 𝑡𝑤.

В качестве неравновесных характеристик системы будем рассматривать
среднее значение параметра порядка 𝑀(𝑡) = 1

𝑉

∫︀
𝑑𝑑𝑥[⟨𝑆(𝑥, 𝑡)⟩] и двухвремен-

ную корреляционную функцию параметра порядка

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) =
1

𝑉

∫︁
𝑑𝑑𝑥 [⟨𝑆(𝑥, 𝑡)𝑆(𝑥, 𝑡𝑤)⟩ − ⟨𝑆(𝑥, 𝑡)⟩ ⟨𝑆(𝑥, 𝑡𝑤)⟩] . (1)

Линейная функция отклика 𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) на малое внешнее магнитное поле, прикла-
дываемое к системе в момент 𝑡𝑤 и интегральная функция отклика – динамиче-
ская восприимчивость 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤), определяются соотношениями

𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) =
1

𝑉

∫︁
𝑑𝑑𝑥

𝛿⟨𝑆(𝑥, 𝑡)⟩
𝛿ℎ(𝑥, 𝑡𝑤)

⃒⃒⃒⃒
ℎ=0

, 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) =

𝑡𝑤∫︁
0

𝑑𝑡′𝑅(𝑡, 𝑡′). (2)
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В неравновесном релаксационном процессе выделяется три этапа:

1. Квазиравновесный этап 𝑡− 𝑡𝑤 ≪ 𝑡𝑤, 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) = 𝐶(𝑡− 𝑡𝑤).

2. Этап старения 𝑡− 𝑡𝑤 ∼ 𝑡𝑤, 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡
−2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤)

3. Этап коротковременной динамики 𝑡− 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1,

𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝑤)
−𝑐𝑎, где 𝑐𝑎 = 𝑑/𝑧 − 𝑎 − 𝜃 = 𝑑/𝑧 − 𝜃′, 𝑎 = (𝑑 − 2 + 𝜂)/𝑧,

𝜃 = 𝜃′ − (2− 𝜂 − 𝑧).

Случай эволюции системы из начального состояния с намагниченностью
𝑚0 ̸= 0 характеризуется появлением нового временного масштаба 𝑡𝑚 ∼ 𝑚−𝑘

0 , ко-
торый определяется начальным значением намагниченности 𝑚0 и показателем
𝑘 = 1/ [𝜃 + 𝑎+ 𝛽/𝜈𝑧]. Величины 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) и 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) являются обобщенно
однородными функциями трех временных масштабов 𝑡− 𝑡𝑤, 𝑡𝑤 и 𝑡𝑚 и характе-
ризуются следующими скейлинговыми зависимостями [1]:

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) = 𝑎𝐶(𝑡− 𝑡𝑤)
𝑎+1−𝑑/𝑧(𝑡/𝑡𝑤)

𝜃−1𝐹𝐶(𝑡𝑤/𝑡, 𝑡/𝑡𝑚),

𝑅(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) = 𝑎𝑅(𝑡− 𝑡𝑤)
𝑎−𝑑/𝑧(𝑡/𝑡𝑤)

𝜃𝐹𝑅(𝑡𝑤/𝑡, 𝑡/𝑡𝑚), (3)

𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) = 𝑎𝜒(𝑡− 𝑡𝑤)
𝑎+1−𝑑/𝑧(𝑡/𝑡𝑤)

𝜃−1𝐹𝜒(𝑡𝑤/𝑡, 𝑡/𝑡𝑚).

Согласно общим представлениям о процессе релаксации, при 𝑡 > 𝑡𝑤 ≫
𝑡𝑒𝑞(𝑇𝑠), где 𝑇𝑠 – конечная температура системы, справедливы зависимости
𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) = 𝐶𝑒𝑞(𝑡 − 𝑡𝑤) и 𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) = 𝑅𝑒𝑞(𝑡 − 𝑡𝑤), где 𝐶𝑒𝑞 и 𝑅𝑒𝑞 – соответствую-
щие равновесные величины, связанные флуктуационно-диссипативной теоремой
(ФДТ): 𝑅𝑒𝑞(𝑡) = − 1

𝑇𝑠

𝑑𝐶𝑒𝑞(𝑡)
𝑑𝑡 . При неравновесном поведении систем обобщение

ФДТ принимает вид:

𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) =
𝑋(𝑡, 𝑡𝑤)

𝑇𝑠

𝜕𝐶(𝑡, 𝑡𝑤)

𝜕𝑡𝑤
, (4)

фактор 𝑋(𝑡, 𝑡𝑤) называется флуктуационно-диссипативным отношением (ФДО)
и является мерой нарушения флуктуационно-диссипативной теоремы. Для вре-
мен 𝑡 > 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑟𝑒𝑙 ФДТ устанавливает, что 𝑋(𝑡, 𝑡𝑤) = 1. Однако в общем случае
на временах 𝑡, 𝑡𝑤 ≪ 𝑡𝑟𝑒𝑙 𝑋(𝑡, 𝑡𝑤) ̸= 1. Предельное значение ФДО

𝑋∞ = lim
𝑡𝑤→∞

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡, 𝑡𝑤), (5)

является важной величиной в описании систем с медленной динамикой.
Присутствие в системе точечных некоррелированных дефектов структу-

ры изменяет ее критическое поведение, если критический показатель теплоем-
кости чистой системы 𝛼 > 0. Примером системы с 𝛼 > 0 является трехмерная
модель Изинга. Двумерная модель Изинга является маргинальным случаем с
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𝛼 = 0. Теория критических явлений предсказывает для маргинальных случаев
появление логарифмических поправок в асимптотическом поведении термоди-
намических и корреляционных функций при сохранении значений критических
индексов чистой модели. В работе [4] для слабо неупорядоченной двумерной
модели Изинга со случайными связями было показано, что теплоемкость 𝒞𝑉 и
корреляционная длина 𝜉 вблизи критической точки характеризуются зависимо-
стями:

𝒞𝑉 ∼ ln | ln |𝜏 ||, 𝜉 ∼ |𝜏 |−1 [1 + 𝑔 ln(1/|𝜏 |)]1/2 (6)

с 𝑔 = 4.8(1− 𝑝)/𝑝, где 𝜏 = (𝑇 − 𝑇𝑐)/𝑇𝑐 – приведенная температура, а параметр
𝑝 определяет спиновую концентрацию системы. В работе [5] для той же модели
в температурном поведении корреляционной длины предсказывалось появление
степенной логарифмической поправки вида 𝜉 ∼ |𝜏 |−1 ln1/2 |𝜏 |, а также поправок
для магнитной восприимчивости и намагниченности, определяемых в критиче-
ской области их связью с корреляционной длиной: 𝜒 ∼ 𝜉7/4, 𝑀 ∼ 𝜉−1/8.

Гамильтониан структурно неупорядоченной ферромагнитной модели
Изинга с учетом внешнего магнитного поля ℎ задается выражением

𝐻 = −𝐽
∑︁
⟨𝑖,𝑗⟩

𝑝𝑖𝑝𝑗𝑆𝑖𝑆𝑗 − ℎ
∑︁
𝑖

𝑝𝑖𝑆𝑖, (7)

где 𝑝𝑖 – множитель, равный 1, если в узле находится спин, и 0, если узел за-
нят немагнитным атомом дефекта, 𝑆𝑖 = ±1 – значение спина в узле 𝑖, 𝐽 > 0 –
интеграл обменного взаимодействия. Дефекты структуры распределялись в си-
стеме в соответствии с функцией распределения 𝑃 (𝑝𝑖) = (1 − 𝑝)𝛿(𝑝𝑖) + 𝑝𝛿(𝑝𝑖),

где 𝑝 = ⟨𝑝𝑖⟩ задает величину спиновой концентрации в системе. Моделирование
проводилось на квадратной решетке с линейным размером 𝐿 = 1024 в широком
интервале изменения спиновых концентраций с 𝑝 = 1.0, 0.95, 0.9, 0.85, 0.8, 0.75
и 0.7 при соответствующих критических температурах 𝑇𝑐(𝑝): 𝑇𝑐(1.0) = 2.26918,
𝑇𝑐(0.95) = 2.08989(8), 𝑇𝑐(0.9) = 1.9032(5), 𝑇𝑐(0.85) = 1.7098(4), 𝑇𝑐(0.8) =

1.5103(4), 𝑇𝑐(0.75) = 1.2980(10) и 𝑇𝑐(0.7) = 1.0729(10) [6, 7].
Было проведено вычисление временных зависимостей динамической

корреляционной длины 𝜉(𝑡) при эволюции системы из высокотемпературного
начального состояния с намагниченностью 𝑚0 = 0. В качестве единицы време-
ни выбирается шаг Монте-Карло на спин (MCS/s), который соответствует воз-
можности переворота общего числа спинов 𝑁 в узлах решетки. Зависимости
𝜉(𝑡) асимптотически стремится к значению 𝜉(∞) = 𝐿/2 = 512, что связано с
наложенными на систему периодическими граничными условиями. Для харак-
теристики поведения корреляционной длины на долговременном этапе с 𝑡 ≫ 1

были вычислены временные зависимости параметра Δ𝜉(𝑡) = 𝜉(∞)− 𝜉(𝑡).
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Рис. 1: Временная зависимость намагниченности 𝑀(𝑡) (а) и ее скейлинговой функции
𝐹𝑚(𝑡/𝑡𝑚) = 𝑀(𝑡, 𝑡𝑚)𝑡

𝛽/𝑧𝜈 (б) для различных 𝑚0 в двумерной модели Изинга с 𝑝 = 0.9 и
𝑝 = 0.8.

Для чистой системы поведение корреляционной длины характеризуется
временной зависимостью параметра Δ𝜉 в виде

Δ𝜉(𝑡) ∼ 𝑡−1/𝑧. (8)

В случае слабо неупорядоченных систем с 𝑝 = 0.95 и 𝑝 = 0.9 в связи с ма-
лостью значений времени 𝑡 до выхода корреляционной длины 𝜉(𝑡) на плато
влиянием логарифмических поправок на ее поведение можно пренебречь. Сле-
довательно, для данных систем справедлива зависимость Δ𝜉(𝑡) в виде (8). Из
найденных зависимостей Δ𝜉(𝑡) в соответствии с (8) были вычислены величины
показателя 1/𝑧 и соответствующие значения индекса 𝑧(𝑝): 𝑧(1.0) = 2.174(40),
𝑧(0.95) = 2.160(82), 𝑧(0.9) = 2.173(58). Для сильно неупорядоченных систем с
𝑝 < 0.9 влияние дефектов на временное поведение корреляционной длины ха-
рактеризуется логарифмической поправкой вида: Δ𝜉(𝑡) ∼ 𝑡−1/𝑧(ln 𝑡)1/2. С уче-
том поправки данного вида были определены следующие значения показателей
𝑧(𝑝): 𝑧(0.8) = 2.441(26), 𝑧(0.75) = 2.756(43), 𝑧(0.7) = 3.190(48).

Также был осуществлен расчет временной зависимости намагниченно-
сти 𝑀(𝑡) = 1

𝑉

∫︀
𝑑𝑑𝑥[⟨𝑆(𝑥, 𝑡)⟩] при эволюции систем из различных начальных

состояний. Вблизи критической точки намагниченность является обобщенно од-
нородной функцией времени наблюдения 𝑡 и временного масштаба 𝑡𝑚 ∼ 𝑚−𝑘

0 .
В результате предсказывается реализация временной зависимости для намагни-
ченности вида

𝑀(𝑡, 𝑡𝑚) = 𝐴𝑚𝑡
−𝛽/𝑧𝜈𝐹𝑚(𝑡/𝑡𝑚), (9)

где 𝐹𝑚(𝑡/𝑡𝑚) = 𝐹𝑚(𝑡𝑚
𝑘
0) – скейлинговая функция. 𝑀(𝑡, 𝑡𝑚) характеризуется

возрастающей степенной зависимостью 𝑀(𝑡) ≃ 𝑚0𝑡
𝜃′ в случае высокотемпе-
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Рис. 2: Временная зависимость намагниченности двумерной модели Изинга 𝑀(𝑡) (а) при
релаксации из начального состояния с 𝑚0 = 1 и с учетом влияния логарифмических поправок
в виде 𝑀(𝑡)(1 + (𝑔/𝑧𝜈) ln 𝑡)𝛽/2𝜈 (б) и 𝑀(𝑡)(ln 𝑡)𝛽/2𝜈 (в).

ратурного начального состояния с намагниченностью 𝑚0 ≪ 1 и убывающей
степенной зависимостью 𝑀(𝑡) ∼ 𝑡−𝛽/𝑧𝜈 для низкотемпературного начального
состояния с 𝑚0 = 1. Влияние начальных состояний на критическую релакса-
цию намагниченности двумерной модели Изинга демонстрируется на рис. 1 (а)
для систем с 𝑝 = 0.9 и 𝑝 = 0.8. Видны существенные как качественные, так
и количественные отличия в релаксации намагниченности из начальных состо-
яний с 𝑚0 ≪ 1, 𝑚0 = 1 и случаев с 0.1 ≤ 𝑚0 ≤ 0.8. Так, релаксационные
кривые для систем с 𝑚0 ̸= 1 асимптотически приближаются к кривой с началь-
ным состоянием 𝑚0 = 1. На временах 𝑡 < 𝑡𝑐𝑟 = 𝑡𝑚 ∼ 𝑚−𝑘

0 наблюдается рост
намагниченности 𝑀(𝑡) ≃ 𝑚0𝑡

𝜃′, а при 𝑡 > 𝑡𝑐𝑟 = 𝑡𝑚 ее спад 𝑀(𝑡) ∼ 𝑡−𝛽/𝑧𝜈 . Для
системы с 𝑚0 = 1 наблюдается только зависимость 𝑀(𝑡) ∼ 𝑡−𝛽/𝑧𝜈 .

На рис. 1 (б) представлены результаты численной проверки скейлинговой
зависимости (9) для намагниченности 𝑀(𝑡, 𝑡𝑚) как функции начальных значе-
ний 𝑚0 для систем с 𝑝 = 0.9 и 𝑝 = 0.8. Для скейлинговой функции 𝐹𝑚(𝑥) от
𝑥 = 𝑡𝑚𝑘

0 наблюдается «коллапс» данных, полученных для различных 𝑚0, на еди-
ной универсальной кривой, соответствующей той или иной спиновой концентра-
ции 𝑝, с линейным начальным участком (в двойном логарифмическом масштабе)
с 𝐹𝑚(𝑥) ∼ 𝑥1/𝑘. На рис. 2 (б, в) демонстрируется процедура учета логарифмиче-
ских поправок к описанию временной зависимости намагниченности при эволю-
ции из низкотемпературного начального состояния с 𝑚0 = 1 и использованием
коррекции в форме 𝑀(𝑡) ∼ 𝑡−𝛽/𝑧𝜈

(︀
1 + 𝑔

𝑧𝜈 ln 𝑡
)︀−𝛽/2𝜈

для слабо неупорядоченных
систем с 𝑝 = 0.95, 𝑝 = 0.9 и 𝑀(𝑡) ∼ 𝑡−𝛽/𝑧𝜈(ln 𝑡)−𝛽/2𝜈 для сильно неупорядо-
ченных систем с 𝑝 < 0.9. Из анализа временной зависимости намагниченно-
сти были вычислены значения показателя 𝑧(𝑝): 𝑧(0.95) = 2.161(12), 𝑧(0.9) =

2.158(13), 𝑧(0.85) = 2.293(15), 𝑧(0.8) = 2.508(17), 𝑧(0.75) = 2.774(21),
𝑧(0.7) = 3.217(25), которые в пределах погрешности совпадают со значения-
ми, вычисленными из поведения корреляционной длины. Таким образом, для
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Рис. 3: Зависимости скейлинговых функций 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) = 𝑡
2𝛽/(𝑧𝜈)
𝑤 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) от 𝑡/𝑡𝑤 (а) и с уче-

том логарифмических поправок в виде 𝐹𝐶(𝑡(1 + (𝑔/𝑧) ln 𝑡)−𝑧𝜈/2/(𝑡𝑤(1 + (𝑔/𝑧) ln 𝑡𝑤)
−𝑧𝜈/2)) для

системы 𝑝 = 0.95 (б) и в виде 𝐹𝐶(𝑡(ln 𝑡)
−𝑧𝜈/2/(𝑡𝑤(ln 𝑡𝑤)

−𝑧𝜈/2)) для систем с 𝑝 ≤ 0.9 (в) при
эволюции из начального состояния с 𝑚0 = 0.01.

систем с 𝑝 ≥ 0.9 значения 𝑧 являются постоянными и критическая динамика
структурно неупорядоченной двумерной модели Изинга принадлежит к классу
универсальности чистой модели с показателем 𝑧 = 2.174(40). В то же время,
вблизи порога спиновой перколяции 𝑝

(𝑠)
𝑐 = 0.5927 (для систем с 𝑝 ≤ 0.85)

критический индекс 𝑧 демонстрирует зависимость от концентрации дефектов
𝑧 = 𝐴| ln(𝑝− 𝑝

(𝑠)
𝑐 )|+𝐵, которая характеризуется нарушением стандартной фор-

мы динамического скейлинга вследствие кроссоверных эффектов перколяцион-
ного поведения [8]. Также выявлено, что показатели 1/𝑘 и 𝜃′ характеризуются
аналогичной логарифмической зависимостью от спиновой концентрации.

Обобщенная восприимчивость 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) рассчитывалась в виде интеграль-
ной функции отклика (термостатической восприимчивости) [1]:

𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) =
1

𝑇𝑐𝑁

∑︁
𝑖

[⟨𝑝𝑖𝑆𝑖(𝑡)Δ𝑆𝑖(𝑡𝑤)⟩] , Δ𝑆𝑖(𝑡𝑤) =
𝑡𝑤∑︁
𝑠=0

[𝑆𝑖(𝑠)− 𝑆𝑊
𝑖 (𝑠)], (10)

где функция Δ𝑆𝑖(𝑡𝑤) вычисляется при моделировании состояний системы от
начального момента времени 𝑡 = 0 до времени ожидания 𝑡𝑤, 𝑆𝑊

𝑖 (𝑠) =

th(𝐽
∑︀

𝑗 ̸=𝑖 𝑝𝑗𝑆𝑗/𝑇 ). Чтобы найти ФДО, нужно выразить 𝑇𝑐𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) как функцию
𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) и вычислить значение

𝑋(𝑡𝑤) = lim
𝐶→0

𝑇𝑐
𝜕𝜒(𝑡, 𝑡𝑤)

𝜕𝐶(𝑡, 𝑡𝑤)
. (11)

К полученным значениям 𝑋(𝑡𝑤) затем применяется линейная аппроксимация и
экстраполяция 𝑋(𝑡𝑤 → ∞), которая позволяет определить предельные значения
ФДО 𝑋∞.

Был проведен расчет двухвременных зависимостей автокорреляционной
функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) и динамической восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) для высокотемпе-
ратурного начального состояния с намагниченностью 𝑚0 = 0.01 ≪ 1 и низко-
температурного начального состояния с 𝑚0 = 1. Эффекты старения в поведении
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Рис. 4: Визуализация неравновесного процесса пиннинга доменных стенок на дефектах
структуры для 𝑝 = 0.99 в различные моменты времени 𝑡. Синие кружки и красные звездоч-
ки – спины со значением 𝑆𝑖 = +1 и 𝑆𝑖 = −1 соответственно, черные квадратики – дефекты
структуры.

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) и 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) характеризуются замедлением корреляции и релаксации си-
стемы с увеличением 𝑡𝑤 в соответствии со скейлинговыми формами

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/𝑧𝜈
𝑤 𝐹𝐶(𝜉(𝑡)/𝜉(𝑡𝑤)), 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/𝑧𝜈

𝑤 𝐹𝜒(𝜉(𝑡)/𝜉(𝑡𝑤)). (12)

При эволюции из высокотемпературного начального состояния для чистой си-
стемы скейлинговые функции 𝐹𝐶,𝜒 убывают на долговременном этапе 𝑡− 𝑡𝑤 ≫
𝑡𝑤 по степенному закону 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝑤)

−𝑐𝑎,𝜒 с показателями 𝑐𝑎 = 𝑐𝜒 =

𝑑/𝑧 − 𝜃′ (рис. 3 (а)). Для структурно неупорядоченных систем с учетом вида
логарифмических поправок показатели 𝑐𝑎,𝜒 определялись из асимптотического
наклона представленных на рис. 3 (б, в) графиков скейлинговых функций 𝐹𝐶,𝜒

на временном интервале с 𝑡/𝑡𝑤 ≫ 1 от переменных 𝑡(1+(𝑔/𝑧) ln 𝑡)−𝑧𝜈/2/(𝑡𝑤(1+

(𝑔/𝑧) ln 𝑡𝑤)
−𝑧𝜈/2) для системы с 𝑝 = 0.95 и от 𝑡 ln−𝑧𝜈/2 𝑡/(𝑡𝑤 ln−𝑧𝜈/2 𝑡𝑤) для си-

стем с 𝑝 ≤ 0.9. Значения показателей 𝑐𝑎,𝜒(𝑝), вычисленные с учетом логарифми-
ческих поправок для слабо неупорядоченных систем с 𝑝 ≥ 0.9, в пределах по-
грешности совпадают между собой и со значениями чистой модели 𝑐𝑎,𝜒(1.0) =

0.732(5). Для спиновых концентраций 𝑝 < 0.85 зависимость 𝑐𝑎,𝜒(𝑝) хорошо опи-
сывается логарифмической зависимостью 𝑐𝑎,𝜒(𝑝) = 𝐴𝑎,𝜒| ln(𝑝 − 𝑝𝑐)| + 𝐵𝑎,𝜒, от-
ражающей влияние кроссоверных эффектов перколяционного поведения [8].

При эволюции из низкотемпературного начального состояния с 𝑚0 = 1

для чистой системы долговременное поведение скейлинговых функции 𝐹𝐶,𝜒 в
(12) характеризуются убывающей степенной зависимостью вида

𝐹𝐶,𝜒 ∼ (𝑡/𝑡𝑤)
−𝜑, 𝜑 = 1 + 𝛽(𝛿 + 2)/(𝜈𝑧), (13)

где 𝜑 ≃ 1.98. Для структурно неупорядоченных систем наблюдается пиннинг до-
менных стенок на дефектах структуры, процесс которого демонстрирует пред-
ставленная на рис. 4 визуализация состояний системы с 𝑝 = 0.99 в различ-
ные моменты времени 𝑡. В момент 𝑡 = 0 все спины ориентированы вверх. За-
тем вокруг дефектов структуры возникают кластеры спинов, ориентированных
вниз. На более поздних временах происходит их огрубление – процесс роста
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Рис. 5: Эффект «сверхстарения» в скейлинго-
вом поведении автокорреляционной функции
𝑡
2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) в зависимости от (𝑡/𝑡𝜇𝑤).

Рис. 6: Зависимости восприимчивости от
автокорреляционной функции, определяющие
ФДО при эволюции из начального состояния
с 𝑚0 = 1.

и объединения малых кластеров в более крупные. Вследствие пиннинга до-
менных стенок в поведении автокорреляционной функции на долговременном
этапе с 𝑡 − 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1 наблюдается нарушение скейлинговой зависимости,
определяемой 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤). Представление зависимости в виде 𝐹𝐶(𝑡/𝑡

𝜇
𝑤) позволя-

ет при значениях показателя 𝜇(𝑝 = 0.95) = 6.10(5), 𝜇(𝑝 = 0.9) = 6.25(5),
𝜇(𝑝 = 0.85) = 6.50(5), 𝜇(𝑝 = 0.8) = 6.75(5), 𝜇(𝑝 = 0.75) = 7.05(5),
𝜇(𝑝 = 0.7) = 7.50(5) получать совпадение данных для различных 𝑡𝑤 в долговре-
менном режиме с 𝑡− 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1 (рис. 5). Случай скейлинговой зависимости,
характеризуемой показателем 𝜇 > 1, классифицируется в теории неравновес-
ных процессов как явление «сверхстарения» [2]. Таким образом, для структурно
неупорядоченных систем реализуется более сложная, чем в (12) форма для скей-
линговой зависимости автокорреляционной функции вида

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) = 𝐴𝐶(𝑡− 𝑡𝑤)
𝑎+1−𝑑/𝑧

[︁
(𝑡/𝑡𝑤)

𝜃−1𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) +𝐵𝐶(𝑝)𝐹𝐶(𝑡/𝑡
𝜇
𝑤)
]︁
, (14)

где 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝑤)
−2𝛽/(𝜈𝑧), 𝐹𝐶(𝑡/𝑡

𝜇
𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝜇𝑤)

−𝛽/(𝜈𝑧) и 𝐵𝐶(𝑝 = 1) = 0.
Для получения предельных значений ФДО была проведена процедура

определения величин 𝑋(𝑡𝑤) на основе соотношения (11). В случае высокотемпе-
ратурного начального состояния предельное значение ФДО для чистой модели
Изинга 𝑋∞

𝐻𝑇 = 0.339(19) находится в очень хорошем согласии с результатом
𝑋∞

𝐻𝑇 = 0.33(1), полученным в работе [1]. Для слабо неупорядоченных (𝑝 = 0.95

и 𝑝 = 0.9) систем предельное значение ФДО в пределах погрешности совпа-
дает со значением для чистой модели, следовательно, эти системы относятся к
одному классу универсальности. Для сильно неупорядоченных систем предель-
ное ФДО начинает зависеть от концентрации дефектов, что связано с влиянием
кроссоверных эффектов перколяционного поведения [8].
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При эволюции из низкотемпературного начального состояния с 𝑚0 = 1

для структурно неупорядоченных систем за счет пиннинга доменных стенок
на дефектах проявляется наличие двух линейных участков: первый участок
соответствует изменению автокорреляционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) на временах
𝑡− 𝑡𝑤 ∼ 𝑡𝑤 ≫ 1, а второй – долговременному этапу эволюции 𝑡− 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1

(рис. 6). Первые участки характеризуется наклоном 𝑋(𝑝 = 0.95) = 0.750(34),
𝑋(𝑝 = 0.9) = 0.748(35), 𝑋(𝑝 = 0.8) = 0.714(36) и 𝑋(𝑝 = 0.7) = 0.669(32),
близким к среднеполевым значениям предельного ФДО 𝑋∞

𝐿𝑇 = 0.75 [1], тогда
как вторым участкам соответствует 𝑋∞

𝐿𝑇 = 0.
В третьей главе представлены результаты численного исследования ме-

тодами Монте-Карло неравновесного критического поведения трехмерной мо-
дели Изинга. Рассматриваются случаи чистой и структурно неупорядоченных
систем, эволюционирующих из высокотемпературного начального состояния с
приведенной намагниченностью 𝑚0 ≪ 1 и низкотемпературного полностью
упорядоченного начального состояния с 𝑚0 = 1.

Для расчета характеристик неравновесного критического поведения был
реализован динамический процесс односпиновых переворотов с применением
алгоритма тепловой бани [2]. Проводилось моделирование систем со спиновыми
концентрациями 𝑝 = 1.0, 0.95, 0.8, 0.6 и 0.5 на кубической решетке с линейным
размером 𝐿 = 128 и наложенными периодическими граничными условиями при
соответствующих критических температурах [9, 10].

При исследовании эволюции системы из высокотемпературного началь-
ного состояния формировались начальные состояния со значениями намагни-
ченности 𝑚0 = 0.02 для «чистой» системы с 𝑝 = 1.0, 𝑚0 = 0.01 для системы
с 𝑝 = 0.8 и 𝑚0 = 0.005 в случае 𝑝 = 0.6. Временные зависимости 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) и
𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) для различных значений времени ожидания 𝑡𝑤 и спиновых концентра-
ций 𝑝 демонстрируют проявление эффектов старения – замедления процессов
релаксации и корреляции в системе в соответствии со скейлинговыми формами:

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤), 𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/(𝜈𝑧)−1

𝑤 𝐹𝑅(𝑡/𝑡𝑤). (15)

На долговременном этапе c 𝑡 − 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1 скейлинговые функции
𝐹𝐶,𝑅(𝑡, 𝑡𝑤) характеризуются степенными зависимостями, определяемыми пока-
зателями 𝑐𝑎 и 𝑐𝑟:

𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝑤)
−𝑐𝑎, 𝐹𝑅(𝑡/𝑡𝑤) ∼ (𝑡/𝑡𝑤)

−𝑐𝑟 . (16)

Для каждой отдельно взятой спиновой концентрации значения 𝑐𝑎 и 𝑐𝑟 находятся
в очень хорошем согласии друг с другом и с теоретически предсказываемым
значением 𝑐𝑎 = 𝑐𝑟 = 𝑑/𝑧 − 𝜃′.

Было проведено исследование нарушений ФДТ и вычисление предель-
ных значений ФДО, значения которых для высокотемпературного начального

16



1 10 100

0.0001

0.0010

0.0100

0.1000

1.0000

tw=75
tw=50

tw=15
tw=25

 

C
(t,

 t w
)

t - tw, MCS/s

p = 1.0

p = 0.95

p = 0.8

p = 0.6
p = 0.5

( )
1 10 100

0.0001

0.0010

0.0100

0.1000

1.0000

( )

tw= 80
tw= 60

tw= 40
tw= 30

tw= 25
tw= 15

(t,
t w
)

t - tw, MCS/s

p = 1.0

p = 0.8

p = 0.5

Рис. 7: Неравновесные зависимости автокорреляционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) (а) и динамиче-
ской восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) (б) для систем с концентрациями спинов 𝑝 при эволюции из
низкотемпературного начального состояния с 𝑚0 = 1.
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Рис. 8: Скейлинговые зависимости 𝑡
2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) (а) и 𝑡

2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) от (𝑡 − 𝑡𝑤)/𝑡𝑤 (б), де-

монстрирующие «коллапс» полученных для различных 𝑡𝑤 данных при эволюции из низкотем-
пературного начального состояния с 𝑚0 = 1.

состояния оказываются равными 𝑋∞
𝐻𝑇 (𝑝 = 1.0) = 0.380(13), 𝑋∞

𝐻𝑇 (𝑝 = 0.8) =

0.413(11) и 𝑋∞
𝐻𝑇 (𝑝 = 0.6) = 0.446(8).

В случае эволюции системы из низкотемпературного начального состо-
яния с 𝑚0 = 1 осуществлялся расчет двухвременных зависимостей автокорре-
ляционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) (1) и динамической восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) (10).
Полученные временные зависимости представлены на рис. 7.

На этапе старения, реализующемся для времен 𝑡− 𝑡𝑤 ∼ 𝑡𝑤, предсказыва-
ется зависимость автокорреляционной функции и восприимчивости в виде

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐹𝐶(𝑡/𝑡𝑤), 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) ∼ 𝑡−2𝛽/(𝜈𝑧)

𝑤 𝐹𝜒(𝑡/𝑡𝑤). (17)

Скейлинговые функции 𝐹𝐶,𝜒 убывают на долговременном этапе 𝑡 − 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 по
степенному закону 𝐹𝐶,𝜒 ∼ (𝑡/𝑡𝑤)

−𝜑 с показателем 𝜑 = 1 + 𝛽(𝛿 + 2)/(𝜈𝑧).
Для подтверждения соотношений (17) были построены зависимости

𝑡
2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤) и 𝑡

2𝛽/(𝜈𝑧)
𝑤 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤) от 𝑡/𝑡𝑤, показанные на рис. 8 и демонстриру-

ющие «коллапс» полученных данных для различных 𝑡𝑤 на соответствующих
различным спиновым концентрациям 𝑝 универсальных кривых. Для временных

17



Рис. 9: Неравновесные зависимости автокорреляционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡/3) от времени на-
блюдения 𝑡 для трехмерной модели Изинга со спиновыми концентрациями 𝑝 = 1.0 (а), 𝑝 = 0.8
(б) и 𝑝 = 0.6 (в) при эволюции из различных начальных состояний.

интервалов 𝑡−𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 были определены значения показателей 𝜑𝐶 и 𝜑𝜒, которые
в пределах погрешности совпадают между собой и c теоретически с предсказан-
ным значением 𝜑.

Для структурно неупорядоченных систем наблюдается сильное замедле-
ние убывания корреляционных функций по сравнению с «чистой» системой.
Эта особенность связана с пиннингом доменных стенок на дефектах структуры,
происходящем при неравновесном изменении доменной структуры системы при
переходе от однодоменного начального состояния к многодоменной флуктуаци-
онной структуре, возникающей при критической температуре 𝑇𝑐. Как следствие,
в поведении автокорреляционной функции наблюдаются эффекты «сверхстаре-
ния», характеризующиеся реализацией скейлинговой зависимости вида (14) с
показателем 𝜇 = 2.30(6) для систем с 𝑝 = 0.95, 0.8 и 𝜇 = 2.80(7) для систем с
𝑝 = 0.6, 0.5.

Результаты исследования нарушений ФДТ показывают, что для «чистой»
системы зависимость 𝑇𝑐𝜒 от 𝐶 имеет линейный характер для временного ин-
тервала 𝑡 − 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1 и характеризуется предельным значением ФДО
𝑋∞

𝐿𝑇 = 0.786(5). Для структурно неупорядоченных систем при эволюции из
низкотемпературного начального состояния с 𝑚0 = 1 предельные значения ФДО
𝑋∞

𝐿𝑇 оказываются равными нулю.
В четвертой главе представлены результаты исследования влияния раз-

личных начальных значений намагниченности 𝑚0 на характеристики неравно-
весного критического поведения двумерной и трехмерной моделей Изинга. Для
выявления зависимости автокорреляционной функции и динамической воспри-
имчивости от значений 𝑚0 удобно в качестве времени ожидания выбрать вели-
чину, пропорциональную времени наблюдения, например 𝑡𝑤 = 𝑡/3, тогда скей-
линговые формы для 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) и 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) примут вид [1]:

𝐶(𝑡, 𝑡/3, 𝑡𝑚) = 𝑡−2𝛽/𝑧𝜈𝐺𝐶(𝑡𝑚
𝑘
0), 𝜒(𝑡, 𝑡/3, 𝑡𝑚) = 𝑡−2𝛽/𝑧𝜈𝐺𝜒(𝑡𝑚

𝑘
0), (18)
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Рис. 10: Зависимость скейлинговой функции 𝐺𝐶(𝑡𝑚
𝑘
0) = 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚)𝑡

2𝛽/(𝜈𝑧) от пе-
ременной 𝑥 = 𝑡𝑚𝑘

0 для чистой трехмерной модели Изинга (a) и эффекты «сверхстарения»,
наблюдаемые в зависимости скейлинговой функции 𝐺𝐶(𝑡

𝜇𝑚𝑘
0) = 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡1/𝜇, 𝑡𝑚)𝑡

2𝛽/(𝜇𝑧𝜈) от
𝑥 = 𝑡𝜇𝑚𝑘

0 для неупорядоченной системы с 𝑝 = 0.8 (б).

где 𝐺𝐶,𝜒(𝑡/𝑡𝑚) = 𝐺𝐶,𝜒(𝑡𝑚
𝑘
0) – скейлинговые функции.

На рис. 9 представлены графики временных зависимостей автокорреля-
ционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚) для трехмерной модели Изинга с концен-
трациями спинов 𝑝 = 1.0, 0.8 и 0.6 для различных начальных состояний. Эффек-
ты старения проявляются через отклонение зависимостей автокорреляционной
функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚) от степенной, имеющей вид прямой в двойном лога-
рифмическом масштабе. С ростом значения 𝑚0 эффекты старения усиливаются,
причем в структурно неупорядоченных системах это явление более ярко выра-
жено по сравнению с чистой моделью Изинга за счет пиннинга доменных стенок
на дефектах структуры. Для проверки осуществления скейлинговых соотноше-
ний (18) были построены зависимости 𝑡2𝛽/(𝜈𝑧)𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚) от 𝑥 = 𝑡𝑚𝑘

0,
представленные на рис. 10 (а) для системы c 𝑝 = 1.0 и демонстрирующие кол-
лапс данных для различных значений начальной намагниченности 𝑚0 на единой
кривой. В неупорядоченных системах для автокорреляционной функции реали-
зуется скейлинговая зависимость вида

𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡1/𝜇, 𝑡𝑚) = 𝑡−
2𝛽
𝜇𝑧𝜈 𝐺̃𝐶(𝑡

𝜇𝑚𝑘
0), (19)

показанная на рис. 10 (б) для системы с 𝑝 = 0.8. Показатель 𝜇 равен 𝜇 = 2.30(6)

для систем с 𝑝 = 0.95, 0.8 и 𝜇 = 2.80(7) для систем c 𝑝 = 0.6, 0.5, что соот-
ветствует явлению «сверхстарения». Наблюдаемое для начальных состояний с
0.25 6 𝑚0 6 1 изменение режима поведения автокорреляционной функции на
долговременном этапе с 𝑡 ≫ 𝑡𝑤 связано с сильным замедлением эффектов корре-
ляции вследствие пиннинга доменных стенок на дефектах структуры в процессе
неравновесного изменения доменной структуры системы. Поведение автокорре-
ляционной функции трехмерной модели Изинга, релаксирующей из начальных
состояний с 𝑚0 в интервале 0.25 6 𝑚0 6 1, описывается для чистой системы
соотношениями теории канонического старения, а для структурно неупорядо-
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ченной модели Изинга – теории сверхстарения. В случае начальных состояний
с 𝑚0 < 0.1 автокорреляционная функция описывается скейлинговыми формами,
соответствующими каноническому старению, для систем со всеми значениями
спиновых концентраций.

Временная зависимость динамической восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) для
слабо неупорядоченной трехмерной модели Изинга с 𝑝 = 0.95, 0.8, как и в слу-
чае чистой модели, описывается скейлинговым соотношением (18). Для силь-
но неупорядоченных систем 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) характеризуется скейлинговой зависи-

мостью вида 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡1/𝜇, 𝑡𝑚) = 𝑡−
2𝛽
𝜇𝑧𝜈 𝐺̃𝜒(𝑡

𝜇𝑚𝑘
0), соответствующей явлению

«сверхстарения».
В случае двумерной модели Изинга в поведении автокорреляционной

функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚) и восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤 = 𝑡/3, 𝑡𝑚) для струк-
турно неупорядоченных систем c 𝑝 < 1 при эволюции из низкотемператур-
ного начального состояния с 𝑚0 = 1 наблюдается нефизический рост ав-
токорреляционных функций, который объясняется необходимостью учета ло-
гарифмических поправок. Введение временных поправок в виде зависимости
(1 + (𝑔/𝑧) ln 𝑡)−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2𝐶(𝑡, 𝑡/3) от времени наблюдения 𝑡 для системы с 𝑝 =

0.95 и (ln 𝑡)−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2𝐶(𝑡, 𝑡/3) от 𝑡 для 𝑝 ≤ 0.9 позволяет устранить такое нефи-
зическое поведение автокорреляционной функции.

Автокорреляционная функция чистой двумерной модели Изинга c 𝑝 = 1.0

описывается скейлинговым соотношением (18) с учетом канонического ста-
рения. В структурно неупорядоченных системах реализуется скейлинговая за-
висимость вида (19), учитывающая соотношения «сверхстарения», с показате-
лем 𝜇(𝑝 = 0.95) = 6.10(5); 𝜇(𝑝 = 0.9) = 6.25(5); 𝜇(𝑝 = 0.85) = 6.50(5);
𝜇(𝑝 = 0.8) = 6.75(5); 𝜇(𝑝 = 0.75) = 7.05(5); 𝜇(𝑝 = 0.7) = 7.50(5). В случае на-
чальных состояний с намагниченностью 0.5 ≤ 𝑚0 ≤ 1 временная зависимость
автокорреляционной функции для чистой системы описывается соотношениями
теории канонического старения c 𝜇 = 1, а для структурно неупорядоченных
систем – соотношениями теории сверхстарения c 𝜇 > 1. Если 𝑚0 < 0.4, ав-
токорреляционная функция описывается скейлинговыми формами, соответству-
ющими каноническому старению c 𝜇 = 1 как для чистой системы, так и для
структурно неупорядоченных систем.

Для вычисления предельных значений ФДО был осуществлен расчет вре-
менных зависимостей динамической восприимчивости 𝜒(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) и автокорре-
ляционной функции 𝐶(𝑡, 𝑡𝑤, 𝑡𝑚) для различных значений 𝑚0 при времени ожи-
дания равным 𝑡𝑤 = 𝑡/9, которое лучше соответствует условию 𝑡 − 𝑡𝑤 ≫ 𝑡𝑤 для
долговременного этапа эволюции системы.

Для трехмерной модели Изинга предельное ФДО 𝑋∞ вычислялось в со-
ответствии с соотношением (11) через параметрическую зависимость 𝑇𝑐𝜒 от 𝐶.

20



В случае начальных состояний с намагниченностью 0.02 6 𝑚0 6 0.1 системы
со всеми спиновыми концентрациями характеризуются линейной зависимостью
𝑇𝑐𝜒 от 𝐶 и предельными значениями ФДО, которые в пределах погрешности
совпадают со значениями, вычисленными для высокотемпературного начально-
го состояния. В случае 0.25 6 𝑚0 6 1 предельное значение ФДО для чистой
системы (𝑝 = 1.0) хорошо согласуется со значением 𝑋∞

𝐿𝑇 = 0.784(5) для низко-
температурного состояния с 𝑚0 = 1. Для структурно неупорядоченных систем
с начальными намагниченностями 0.25 6 𝑚0 6 1 предельное ФДО 𝑋∞ = 0,
что связано с сильным замедлением корреляционных эффектов на временах
𝑡 ≫ 𝑡𝑤 ≫ 1 вследствие пиннинга доменных стенок на дефектах структуры.

Для структурно неупорядоченной двумерной модели Изинга с
учетом логарифмических поправок значения ФДО определялись через
параметрическую зависимость 𝑇𝑐 (1 + (𝑔/𝑧) ln 𝑡)−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2 𝜒(𝑡, 𝑡/9, 𝑡𝑚) от
(1 + (𝑔/𝑧) ln 𝑡)−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2𝐶(𝑡, 𝑡/9, 𝑡𝑚) для систем со спиновыми концентраци-
ями 0.9 < 𝑝 < 1.0 и 𝑇𝑐(ln 𝑡)

−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2𝜒(𝑡, 𝑡/9, 𝑡𝑚) от (ln 𝑡)−(𝑧𝜈𝑐𝑎)/2𝐶(𝑡, 𝑡/9, 𝑡𝑚)

для систем с 𝑝 ≤ 0.9. В случае начальных состояний с намагниченностью
0.01 ≤ 𝑚0 < 0.4 системы со всеми спиновыми концентрациями характеризуют-
ся линейной зависимостью 𝑇𝑐𝜒 от 𝐶 и предельными значениями ФДО, которые
в пределах погрешности совпадают со значениями для высокотемпературного
начального состояния 𝑋∞

𝐻𝑇 (𝑝 = 1.0) = 0.339(19), 𝑋∞
𝐻𝑇 (𝑝 = 0.9) = 0.317(21),

𝑋∞
𝐻𝑇 (𝑝 = 0.8) = 0.256(23) и 𝑋∞

𝐻𝑇 (𝑝 = 0.7) = 0.175(18). Для начальных
состояний с 0.5 ≤ 𝑚0 ≤ 1 предельное значение ФДО для системы с 𝑝 = 1.0

хорошо согласуется со значением 𝑋∞
𝐿𝑇 = 0.751(24) для низкотемпературного

начального состояния с 𝑚0 = 1. Для структурно неупорядоченных систем с
0.5 ≤ 𝑚0 ≤ 1 предельное ФДО 𝑋∞ = 0, что связано с замедлением корреляци-
онных эффектов на временах 𝑡 ≫ 𝑡𝑤 вследствие пиннинга доменных стенок на
дефектах структуры.

В заключении диссертации приведены основные результаты исследова-
ния, которые состоят в следующем:

1. Проведено численное Монте-Карло исследование неравновесной критиче-
ской динамики трехмерной и двумерной моделей Изинга в широком интерва-
ле изменения спиновых концентраций при эволюции систем из различных на-
чальных состояний. Реализовано с использованием алгоритма тепловой бани
численное исследование эффектов старения в данных системах посредством
выявления различных режимов временной зависимости автокорреляционной
функции и функции отклика от значений времени ожидания. Проведено ис-
следование нарушений ФДТ и осуществлен расчет предельных значений ФДО
при эволюции из различных начальных состояний.
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2. Выявлено, что в структурно неупорядоченной двумерной и трехмерной моде-
лях Изинга, эволюционирующих из низкотемпературного начального состоя-
ния с 𝑚0 = 1, наблюдается существенное изменение неравновесных эффек-
тов старения по сравнению с чистой системой вследствие пиннинга доменных
стенок на дефектах структуры.

3. Показано, что при эволюции из низкотемпературного начального состояния в
неупорядоченных системах наблюдается пиннинг доменных стенок на струк-
турных дефектах, приводящий к сильному замедлению спадания автокорреля-
ционной функции с реализацией соотношений «сверхстарения». Вследствие
этого для таким систем предельные значения ФДО 𝑋∞ равны нулю.

4. Выявлено, что в неравновесном критическом поведении двумерной и трех-
мерной моделей Изинга с произвольной начальной намагниченностью 𝑚0 су-
ществуют пороговые значения 𝑚

(𝑡ℎ)
0 с реализацией двух подклассов универ-

сальности, соответствующих эволюции системы из высокотемпературного с
𝑚0 < 𝑚

(𝑡ℎ)
0 и низкотемпературного с 𝑚0 > 𝑚

(𝑡ℎ)
0 начальных состояний с ха-

рактерными для этих состояний критическими показателями и значениями
предельного ФДО.

5. Для структурно неупорядоченной двумерной модели Изинга исследовано
проявление логарифмических поправок и кроссоверных явлений перколяци-
онного поведения во временной зависимости намагниченности, двухвремен-
ной зависимости автокорреляционной функции и динамической восприим-
чивости. С учетом влияния логарифмических поправок вычислены значения
критических показателей и предельные значения ФДО.

6. Методами Монте-Карло показано, что неравновесное критическое поведе-
ние трехмерной структурно неупорядоченной модели Изинга демонстрируют
принадлежность к классам универсальности слабо неупорядоченных и силь-
но неупорядоченных систем с характеристиками, отличными от чистой мо-
дели. В случае двумерной модели Изинга неравновесная критическая дина-
мика слабо неупорядоченных систем со спиновыми концентрациями 𝑝 ≥ 0.9

относится к классу универсальности «чистой» модели с совпадающими кри-
тическими показателями и значениями предельного ФДО, а неравновесное
критическое поведение систем с 𝑝 ≤ 0.85 демонстрирует зависимость харак-
теристик неравновесного критического поведения от концентрации дефектов.
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