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параболо-гиперболических уравнений были изучены обратные задачи по отыска-
нию функций u(x, t ) и fi (x), когда gi (t ) ≡ 1. Поставленные задачи для уравнения (1)
при n = 0 изучены в [4, с. 228–238].

В данной работе доказаны соответствующие теоремы единственности и суще-
ствования решений задач 1 – 3 для уравнения (1) при n > 0.
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Inverse problems on the determination of the factors of expressions in the right-hand sides of a mixed
parabolic-hyperbolic type equation that depend on the time are studied. On the basis of the theory of
integral equations, the corresponding uniqueness and existence theorems for solutions are proved.
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Для гиперсингулярного интеграла Гильберта построены и исследованы квадратурные
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Приближенное вычисление гиперсингулярных интегралов Гильберта и Коши-
Адамара рассматривалось в работах И.В. Бойкова, Б.Г. Габдулхаева, И.К. Лифанова,
А.М. Линькова, их учеников и последователей. Некоторый обзор работ по этой те-
матике содержится в работе [1].
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Для гиперсингулярного интеграла Гильберта (см., напр., [2], [3])

Ax = A(x; s) = 1

4π

ˆ 2π

0
x(σ)cosec2σ− s

2
dσ, (1)

понимаемого в смысле конечной части по Адамару, где x(s) – плотность интеграла,
непрерывная 2π – периодическая функция, построены и исследованы квадратур-
ные формулы с узлами различной кратности.

Пусть Hn x = Hn(x; s) – тригонометрический полином порядка n с равным нулю
коэффициентом при cosns, интерполирующий функцию x(s) в узлах sk = 2kπ

n ,k =
1,n, такой, что Hn(sk ) = x(sk ), H ′

n(sk ) = x ′(sk ),k = 1,n. Известно [4], что

Hn x = Hn(x, s) = 1

n2

n∑
k=1

(x(sk )+x ′(sk )sin(s − sk ))(sin
ns

2
cosec

s − sk

2
)2. (2)

Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом (2), получим квадратурную
формулу

Ax = A(Hn x, s)+Rn x = 1

n2

n∑
k=1

(a(s − sk )x(sk )+b(s − sk )x ′(sk ))+Rn x, (3)

где a(t ) = 1
2 (n(1+cosnt )− sinntctg t

2 )cosec2 t
2 , b(t ) = n cos 2n−1

2 t cosec t
2−

1
2 sinnt cosec2 t

2 −n sinnt , а Rn x = Rn(x, s) – остаточный член.
Квадратурная формула (3) точна для любого тригонометрического полинома по-

рядка не выше n −1.
При x ′(sk ) = 0 из (3) следует квадратурная формула для интеграла (1), полученная

аппроксимацией плотности интерполяционной формулой Джексона.
В квадратурной формуле (3) в качестве узлов можно взять точки sk = 2k−1

n π,k =
1,n.

Пусть x(t ) ∈ H (r )
α ,0 <α≤ 1,r ≥ 2. Тогда для остаточного члена квадратурной фор-

мулы (3) справедлива оценка

∥Rn x∥C =O(
lnn

nr+α−2 ), r +α> 2.

В работе [5] с использованием кратного и лакунарного тригонометрического ин-
терполирования построены различные квадратурные формулы для сингулярного
интеграла с ядром Гильберта. Эти результаты легко перенести для интеграла (1).

Рассмотрим, например, случай (0,1,2)-интерполирования по узлам sk = 2kπ
2n+1 (k =

0,2n) (см. [6], [7]). Пусть Tn x = Tn(x, s)− (0,1,2)-интерполяционный тригонометри-
ческий полином порядка 3n + 1 по узлам sk = 2kπ

2n+1 (k = 0,2n), такой, что T
( j )
n (sk ) =

x( j )(sk ), j = 0,2.
Аппроксимируя плотность интеграла (1) полиномом Tn x = Tn(x; s), получим

квадратурную формулу

Ax = A(Tn x; s)+Rn x =
1

(2n +1)3

2n∑
k=0

(a(s − sk )x(sk )+b(s − sk )x ′(sk )+ c(s − sk )x ′′(sk ))+Rn x, (4)
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где

a(t ) = 2
∑n
ν=1(ν2 − (2n +1)2)νcosνt +∑3n+1

ν=n+1(ν−2n −1)(4n +2−ν)νcosνt ,

b(t ) =−2
∑n
ν=1νcosνt +∑3n+1

ν=n+1νcosνt ,

c(t ) =−4
∑n
ν=1ν

2 sinνt +∑3n+1
ν=n+1(2ν−6n −3)νsinνt ,

а Rn x = Rn(x, s) – остаточный член.
Заметим, что легко найти тригонометрические суммы, входящие в выражения

для коэффициентов квадратурной формулы (4), однако выражения для них получа-
ются довольно громоздкими и поэтому, они здесь не приводятся.

Пусть x(t ) ∈ H (r )
α ,0 <α≤ 1,r ≥ 3. Тогда для остаточного члена квадратурной фор-

мулы (4) справедлива оценка

∥Rn x∥C =O(
lnn

nr+α−3 ), r +α> 3.
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QUADRATURE FORMULAS WITH MULTIPLE NODES
FOR THE HILBERT HYPERSINGULAR INTEGRAL
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For the Hilbert hypersingular integral quadrature formulas with multiple nodes are constructed and
studied.
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