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INFLUENCE OF SHIFT OF THE ARGUMENT OF THE APPROXIMATING FUNCTION ON
APPROXIMATION OF THE LEBESGUE CONSTANT FOR THE FOURIER OPERATOR

I.A. Shakirov

For the Lebesgue constant of the Fourier operator, some approximate formulas notions are received.
Errors of approximation are estimated in the uniform discrete metrics when the corresponding remain-
ders belong to various classes.
Keywords: norm of the Fourier operator, asymptotic equality, remainder of the Lebesgue constant, the best
approximation of the Lebesgue constant.
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В данной работе для одного гиперболического уравнения второго порядка со сверх-
сингулярной точкой получены представления многообразия решений при помощи двух
произвольных функций одного независимого переменного, изучены свойства получен-
ных решений, а также рассмотрена граничная задача A.

Ключевые слова: интегральные представления, гиперболическое уравнение, мно-
гообразия решений, прямоугольник, свойства решений, граничная задача.

Пусть D – прямоугольник
{
(x, y) : 0 < x < δ1, 0 < y < δ2

}
. Далее обозначим

Γ1 = {y = 0, 0 < x < δ1}, Γ2 = {x = 0, 0 < y < δ2}.

В области D рассмотрим уравнение следующего вида

∂2u

∂x∂y
+ a(x, y)

rα
∂u

∂x
+ b(x, y)

rβ
∂u

∂y
+ c(x, y)

rα+β
u = f (x, y)

rα+β
, (1)

где r 2 = x2+y2, a(x, y), b(x, y), c(x, y), f (x, y) – заданные функции в области D,α> 2,
β< 1 (α, β – целые положительные числа).
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Проблеме исследования дифференциальных уравнений с регулярными, сингу-
лярными и сверхсингулярными коэффициентами посвящены работы [1]–[6].

Способом, разработанным в [3] и [4] для уравнений (1), получены представления
многообразия решений при помощи двух произвольных функции одной независи-
мой переменной.

В дальнейшем обозначим C2(D) – класс функций, которые имеют непрерывные
производные первого порядка в D такие, что Ux y ∈C (D).
Теорема 1. Пусть в уравнении (1) коэффициенты и правая часть удовлетворяют

следующим условиям:

1. a(x, y) ∈C 1
x(D), b(x, y), c(x, y), f (x, y) ∈C (D);

2.
∣∣a(x, y)−a(0,0)

∣∣≤ H1rα1 , H1 = const, α1 >α−1;

3. a(0,0) < 0;

4. f (x, y) = o
(
r δ1

)
, δ1 >α+β−1;

5. c1(x, y) = o
(
exp

[
a(0,0)W (1)

α
2 −1

(x, y)
]

r δ2
)

, δ2 >α+β−1,

c1(x, y) =−c(x, y)+ rα+β
∂

∂x

(
a(x, y)

rα

)
+a(x, y)b(x, y).

Тогда любое решение уравнение (1) из класса C2(D) представимо в виде

u(x, y) = exp
[
−W α

a (x, y)−a(0,0)W (1)
α
2 −1

(x, y)
]{

F1(x, y)+

+
ˆ y

0
d s

ˆ x

0
R1(x, y ; t , s)F1(t , s)d t

}
≡ K1(ϕ1(x),ψ1(y), f (x, y)), (2)

F1(x, y) =ϕ1(x)+
ˆ y

0
exp

[
W α

a (x, s)−W
β

b (x, s)+a(0,0)W (1)
α
2 −1

(x, s)
]
×

×
(
ψ1(y)+

ˆ x

0

f (t , s)

(t 2 + s2)
α+β

2

exp
[

W
β

b (t , s)
]

d t

)
d s, (3)

W 2
a (x, y) =

ˆ y

0

a(x, s)−a(0,0)

(x2 + s2)
α
2

d s, W
β

b (x, y) =
ˆ x

0

b(t , y)−b(0,0)

(t 2 + y2)
β
2

d t ,

W (1)
α
2 −1

(x, y) = y

x2(α−2)rα−2 + 1

x2

α−3

α−2
J (1)
α
2 −1

(x, y), J (1)
α
2 −1

(x, y) =
ˆ y

0
(x2 + s2)1−α

2 d s,

ϕ1(x), ψ1(y) – произвольные функции точек контуров Γ1 и Γ2. В равенстве (2)
R1(x, y ; t , s) – резольвента явно выписанного интегрального уравнения Вольтерра
второго рода.
Доказательство теоремы 1 основана на представлении левой части уравнения

(1) в виде произведения двух линейных дифференциальных операторов первого
порядка.
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Используя условия, наложенные на коэффициенты уравнения (1), представим
это уравнение в следующем в виде:(

∂

∂x
+ b(x, y)

rβ

)(
∂

∂y
+ a(x, y)

rα

)
u = f (x, y)+ c1(x, y)u(x, y)

rα+β
. (4)

В равенстве (7), вводя новую неизвестную функцию

∂u

∂y
+ a(x, y)

rα
u =V1(x, y), (5)

сведем задачу к решению следующего дифференциального уравнения

∂V1

∂x
+ b(x, y)

rβ
V1 = f (x, y)+ c1(x, y)u(x, y)

rα+β
. (6)

Считая в уравнении (6) правую часть известной, находим

V1(x, y) = exp
[
−W

β

b (x, y)
]ψ1(y)+

ˆ x

0

f (t , y)+ c1(t , y)u(t , y)

(t 2 + y2)
α+β

2

exp
[

W
β

b (t , y)
]

d t

 . (7)

Теперь, решая уравнение (5), выражаем u(x, y) через V1(x, y) [5, с. 26]:

u(x, y) = exp
[
−W α

a (x, y)−a(0,0)W (1)
α
2 −1

(x, y)
]
×

×
(
ϕ1(x)+

ˆ y

0
V1(x, s)exp

[
W α

a (x, s)+a(0,0)W (1)
α
2 −1

(x, s)
]

d s

)
. (8)

Подставляя в (8) вместо V1(x, y) его значение из (7), приходим к решению инте-
грального уравнения Вольтерра второго рода. Решая это уравнение, получим утвер-
ждение теоремы 1.

При этом

u(x, y)
∣∣∣

y=0
=ϕ1(x), Pα

y,a(u)
∣∣∣

x=0
=

(
∂u

∂y
+ b(x, y)

rα
u

)∣∣∣∣
x=0

=ψ1(y),

ϕ1(x) ∈C (Γ1), ψ1(y) ∈C 1(Γ2).

Поведение решения вида (8) в окрестности Γ1 определяется равенством

u(x, y) =O
(
exp

[
−a(0,0)W (1)

α
2 −1

(x, y)
])

при x → 0.

Для полученного интегрального представления решений уравнения (1) ставится
и решается следующая граничная
Задача А. Требуется в области D найти решение уравнения (1) из класса C2(D),

удовлетворяющее на Γ1 и Γ2 следующим граничным условиям:

u(x, y)
∣∣

y=0 = f1(x),

Pα
y,a(u)

∣∣∣
x=0

= g1(y),


где f1(x), g1(x) – соответственно заданные функции точек контуров Γ1 и Γ2.
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INTEGRAL REPRESENTATIONS OF SOLUTIONS FOR A SECOND ORDER HYPERBOLIC
EQUATION WITH A SUPERSINGULAR POINT

F.M. Shamsudinov

In this paper, for a hyperbolic equation of the second order with a supersingular point, we obtain rep-
resentations of the set of solutions by means of two arbitrary functions of one independent variable,
the properties of the solutions obtained are studied, and also the boundary value problem A is inves-
tigated.
Keywords: integral representations, hyperbolic equation, set of solutions, rectangle, solution properties,
boundary value problem.
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В статье говорится, чтополученныйнамодифицированномотрезке [0, 1] поточечный
признак сходимости рядов Фурье по обобщённым системам Хаара S-признак Дини, ко-
торый (для sup

n
pn =∞ ) всегда лучшеV-признакаДини (признакаДини-Виленкина) при

распространении его на нульмерные компактные абелевы группы становится некор-
ректным, ибо сходимость на группе может зависеть от выбора базисных элементов.

Ключевые слова: нульмерная компактная абелева группа, модифицированный
отрезок [0, 1], обобщённые системы Хаара, V -признак Дини (признак Дини-
Виленкина), S-признак Дини.


