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Оператор свертки Данкла функционала F (z) ∈ H∗(C) и функции f (z) ∈ H(C) опре-
деляется по формуле

MF [ f (z)] = (F (t ),St [ f (z)]), z, t ∈C.
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GENERALIZED DUNKL CONVOLUTION OPERATOR

A.I. Rakhimova, V.V. Napalkov

The paper considers the generalized Dunkl operator and its properties. We study the convolution op-
erator constructed from it.
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Для уравнения колебаний конечной балки изучены начально-граничные задачи и на-
чальная задача для бесконечной балки. Решения задач построены в явном виде и до-
казаны соответствующие теоремы единственности и существования в классе регу-
лярных решений.
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Многие задачи о колебаниях стержней, балок и пластин, которые имеют важ-
ное значение в строительной механике, теории устойчивости вращающихся валов
и вибрации кораблей приводят к дифференциальным уравнениям более высокого
порядка.

Пусть балка длины l для определенности опирается на две опоры с помощью
штифтовых устройств. Под влиянием непрерывной внешней силы g (x, t ), рассчи-
танной на единицу длины, вынужденные изгибные поперечные колебания одно-
родной балки, при отсутствии вращательного движения при изгибе, описываются
уравнением четвертого порядка [1, с. 141 – 143], [2, с. 278 – 280]

ρSut t +E Juxxxx = g (x, t ),
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где ρ – линейная плотность балки, S – площадь поперечного сечения, E – модуль
упругости материала, J – момент инерции сечения относительно своей горизон-
тальной оси, которое перепишем в следующем виде:

Lu ≡ ut t +α2uxxxx = f (x, t ), (1)

где α2 = E J/ρS, f (x, t ) = g (x, t )/ρS.
Отметим, что к уравнению (1) приходят во многих задачах при расчете устойчи-

вости вращающихся валов и изучении вибрации кораблей [3].
Для определения колебания (смещения) u(x, t ) точек балки нужно задать гранич-

ные условия на концах x = 0 и x = l . Вид дополнительных граничных условий зави-
сит от способа закрепления соответствующего конца. Если оба конца подперты, т.е.
могут свободно вращаться вокруг точки закрепления, то в этом месте изгибающий
момент должен равняться нулю. В этом случае мы имеем условия

u(0, t ) = uxx(0, t ) = u(l , t ) = uxx(l , t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2)

А в случае балки с наглухо закрепленными обоими концами граничными усло-
виями являются неподвижность балки и горизонтальность касательной на концах:

u(0, t ) = ux(0, t ) = u(l , t ) = ux(l , t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (3)

Если оба конца свободны, то в этом случае на концах должны равняться нулю
изгибающий момент и тангенциальная сила

uxx(0, t ) = uxxx(0, t ) = uxx(l , t ) = uxxx(l , t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (4)

Если конец x = 0 наглухо заделан, а другой конец x = l свободен, то имеем следу-
ющие граничные условия:

u(0, t ) = ux(0, t ) = uxx(l , t ) = uxxx(l , t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (5)

Если конец x = 0 шарнирно закреплен, а другой наглухо заделан, то

u(0, t ) = uxx(0, t ) = u(l , t ) = ux(l , t ) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (6)

Возможны и другие граничные условия.
Что касается начальных условий, то они такие же, как и в случае уравнения стру-

ны:
u(x, t ) |t=0 =ϕ(x), ut (x, t ) |t=0 =ψ(x),0 ≤ x ≤ l . (7)

В данной работе для уравнения (1) изучены следующие начально-граничные за-
дачи в прямоугольной области

D = {(x, t ) | 0 < x < l , 0 < t < T } ,

где l и T – заданные положительные числа.
Начально-граничные задачи.Найти в областиDфункциюu(x, t ) со следующими

свойствами:
u(x, t ) ∈C 4,2

x,t (D) ; (8)

Lu(x, t ) ≡ f (x, t ), (x, t ) ∈ D ; (9)
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удовлетворяет начальным условиям (7) и одному из граничных условий (2) – (6), где
f (x, t ), ϕ(x) и ψ(x) – заданные достаточно гладкие функции.

Отметим, что в работах [2, с. 277], [3], [4, гл. VI] [5, с. 45], [6, с. 35], [7, с. 151], [8, с. 25]
методом разделения переменных найдены собственные частоты (собственные зна-
чения) и формы собственных колебаний (собственные функции) для уравнения (1)
при f (x, t ) = 0 с граничными условиями (2) – (6). Вопросы об обосновании коррект-
ности поставленных нами начально-граничных задач не изучены. Интерес к этим
задачам вызван обращением автору статьи специалистов по строительной механи-
ке с просьбой построить в явном виде решения поставленных задач.

Теория колебаний стержней и балок, даже упрощенная путем отбрасывания
несущественных величин, более сложная, чем теория колебаний идеально гибких
струн. Объяснение такой простоты колебаний струны следует из того факта, что
волны гармонического типа распространяются со скоростью, не зависящей от дли-
ны волны, поэтому такая волна может распространяться без искажения и постоян-
ную a в уравнении струны

ut t −a2uxx = 0

называют скоростью распространения волны. Но когда мы рассматриваем колеба-
ния стержня или балки, то постоянная α в уравнении (1) уже не может быть истол-
кована как некоторая скорость вследствие зависимости скорости распространения
от длины волны [2, с. 321].

В наших работах [9 – 12] следуя [13, с. 100–111] изучены начально-граничные за-
дачи, решения которых построены в виде суммы рядов и доказаны соответствую-
щие теоремы единственности, существования и устойчивости решения.

В данном докладе также рассмотрим задачу колебаний бесконечной балки в лю-
бой момент времени t > 0 после начального возмущения, решение которой фор-
мально приведено в работе [2, с. 322 – 324] без соответствующих обоснований. Для
этого уравнение (1) зададим в полуплоскости

Q = {(x, t )| t > 0, x ∈R}.

Начальная задача. Найти функцию u(x, t ), удовлетворяющую условиям:

u(x, t ) ∈C 4,2
x,t (Q)∩C 1

t (Q ∪ {t = 0})∩C (Q); (10)

Lu(x, t ) ≡ 0, (x, t ) ∈Q; (11)

u(x,0) =ϕ(x), ut (x,0) =ψ(x), x ∈R, (12)

где ϕ(x) и ψ(x) – заданные достаточно гладкие функции.
Здесь решение задачи (10) – (12) построено в явном виде и доказано его суще-

ствование.
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INITIAL-BOUNDARY AND INITIAL PROBLEMS FOR THE EQUATION
OF OSCILLATIONS OF A BEAM

K.B. Sabitov

For the equation of oscillations of a finite beam, the initial-boundary problems and the initial problem
for an infinite beam are studied. The solutions of the problems are constructed in an explicit form, and
the corresponding uniqueness and existence theorems in the class of regular solutions are proved.
Keywords: beam equation, initial-boundary value problems, initial problem, spectral method, uniqueness,
existence, series, stability.
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В статье построено решение первой граничной задачи для нагруженного уравнения
смешанного типа в прямоугольной области и доказана ее единственность. Решение
получено в виде суммы ряда по системе собственных функций соответствующей од-
номерной спектральной задачи.

Ключевые слова: нагруженное уравнение, задача Дирихле, критерий единствен-
ности.


