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В работе рассматривается некоторый класс анизотропных эллиптических уравнений
второго порядка дивергентного вида с переменными нелинейностями. В простран-
стве Rn ,n ≥ 2, изучаются условия разрешимости уравнений. Доказано существование
решений без ограничений на рост входных данных при |x|→∞.
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Рассматриваются анизотропные квазилинейные эллиптические уравнения вто-
рого порядка

n∑
i=1

(ai (x,u,∇u))xi −a0(x,u,∇u) = 0, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈Rn . (1)

Предполагается, что функции ai (x, s0, s1, . . . , sn) имеют степенной рост по перемен-
ным si с показателями pi (x) ∈ (1,∞), i = 0,1, . . . ,n. В качестве простейшего примера
можно привести уравнение

n∑
i=1

(|uxi |pi (x)−2uxi )xi −|u|p0(x)−2u =
n∑

i=1
(φi (x))xi −φ0(x). (2)

В 1984 г. Х. Брезис [1] на примере уравнения

−∆u +|u|p0−2u = f (x), x ∈Rn , p0 > 2,

и его обобщений показал, что есть эллиптические уравнения в неограниченных об-
ластях, для которых существуют единственные решения соответствующих краевых
задач без предположений на их поведение и рост входных данных на бесконечно-
сти.

Л. Боккардо, T. Галуа, Ж. Вазкез в [2] доказали существование решения уравнения

−
n∑

i=1

(|∇u|p−2uxi

)
xi
+|u|p0−2u = f (x), x ∈Rn ,
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без условий на бесконечности при p > 2−1/n, p0 > p. Кроме того, авторы показали,
что условие p0 > p необходимо для существования решения, если на рост функции
f на бесконечности не накладывается никаких ограничений.

Г.И. Лаптевым в [3] изучались условия существования решений уравнений

−
n∑

i=1
(ai (x,u,∇u))xα +a0(x,u) = f (x), x ∈Rn , n ≥ 2.

Функции ai (x, s0, s), i = 1, . . . ,n, a0(x, s0), f (x) могут расти произвольно при |x| →∞.
Эти функции удовлетворяют обобщенным условиям теории монотонных опера-
торов по аргументам s0 ∈ R, s ∈ Rn . Функции ai (x, s0, s), i = 1, . . . ,n, по перемен-
ным s0 ∈ R, s ∈ Rn имеют стенной рост с показателями p − 1, p0(p − 1)/p, соответ-
ственно. При условии, что n < p < p0 доказана теорема существования решения
u ∈W 1

p,loc(Rn).
Л.М. Кожевниковой и A.A. Хаджи в [4] для некоторого класса анизотропных эл-

липтических уравнений второго порядка с нестепенными нелинейностями доказа-
на теорема существования без ограничений на рост входных данных при |x| →∞.
M.М. Бокало и Е.В. Доманская в [5] исследовали краевые задачи в неограниченных
областях для класса эллиптических анизотропных уравнений с переменными пока-
зателями нелинейностей, модельным примером которых является уравнение (2).
Корректность краевых задач доказана без ограничений на поведение решений и
условий на рост исходных данных на бесконечности. Следует отметить, что в [4], [5]
установлено существование решений эллиптических уравнений в неограниченных
областях с соответствующими операторами, удовлетворяющими условию монотон-
ности. В настоящей работе рассматривается более широкий класс эллиптических
анизотропных уравнений с переменными показателями нелинейностей с соответ-
ствующими псевдомонотонными операторами. Доказана разрешимость уравнения
(1) в пространстве Rn, никаких условий на поведение решений и рост входных дан-
ных при |x|→∞ не накладывается.

Сначала определим пространства с переменным показателями. Пусть Q произ-
вольная область пространства Rn. Обозначим

C+(Q) = {p(x) ∈C (Q) : 1 < p− ≤ p+ <+∞},

где p− = inf
Q

p(x), p+ = sup
Q

p(x). Пусть p(x) ∈ C+(Q), определим лебегово простран-

ство с переменным показателем Lp(·)(Q) как множество измеримых на Q веще-
ственнозначных функций v(x) таких, что:

ρp(·),Q (v) =
ˆ

Q

|v(x)|p(x)dx <∞,

c нормой Люксембурга

∥v∥p(·),Q = ∥v∥Lp(·)(Q) = inf

{
k > 0

∣∣∣∣ ρp(·),Q (v/k) ≤ 1

}
.

Обозначим −→p (x) = (p1(x), p2(x), ..., pn(x)) ∈ (C+(Q))n и положим p+(x) =
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maxi=1,n pi (x), x ∈ Q. Анизотропное пространство Соболева с переменными по-
казателями H̊ 1−→p (·)(Q) определим как пополнение пространства C∞

0 (Q) по норме

∥v∥H̊ 1−→p (·)(Q) =
n∑

i=1
∥vxi ∥pi (·),Q .

Пространство H̊ 1−→p (·)(Q) является рефлексивным банаховым [6].
Существенное значение в полученных результатах играет теорема вложения для

пространства H̊ 1−→p (·)(Q), установленная Х. Фаном [6]. Пусть

p(x) = n

(
n∑

i=1
1/pi (x)

)−1

, p∗(x) =
{

np(x)
n−p(x) , p(x) < n,

+∞, p(x) ≥ n,

p∞(x) = max{p∗(x), p+(x)}.

Теорема вложения. Пусть Q — ограниченная область и −→p (x) =
(p1(x), p2(x), ..., pn(x)) ∈ (C+(Q))n . Если q(x) ∈C+(Q) и

q(x) < p∞(x) ∀ x ∈Q, (3)

то имеет место непрерывное и компактное вложение H̊ 1−→p (·)(Q) ,→ Lq(·)(Q).

Сформулируем условия, которые накладываются на функции, входящие в урав-
нение (1). Пусть −→p (x) = (p0(x), p1(x), ..., pn(x)) ∈ (C+(Rn))n+1 и

p+(x) ≤ p0(x) < p∗(x), x ∈Ω. (4)

Предполагается, что функции ai (x, s0, s), i = 0, . . . ,n, измеримы по x ∈ Rn для s =
(s0, s) = (s0, s1, . . . , sn) ∈ Rn+1, непрерывны по s ∈ Rn+1 для п.в. x ∈ Rn. Кроме того, су-
ществуют измеримые положительные ϕ(x),Φ(x) и неотрицательные функции φ(x),
Φi (x), i = 0,1, . . . ,n, такие что для п. в. x ∈ Rn и любых s = (s0, s) ∈ Rn+1 справедливы
неравенства

|ai (x, s0, s)| ≤Φ(x)P(s)1/p ′
i (x) +Φi (x), i = 0,1, . . . ,n; (5)

n∑
i=1

(ai (x, s0, s)−ai (x, s0, t))(si − ti ) > 0, s ̸= t; (6)

n∑
i=0

ai (x, s0, s)si ≥ϕ(x)P(s)−φ(x), (7)

P(s) =
n∑

i=0
|si |pi (x).

Введем обозначение vx0 = v . Определим пространство Соболева с переменными
показателями W 1−→p (·)(Q) как пополнение пространства C∞

0 (Rn) по норме

∥v∥W 1−→p (·)(Q) =
n∑

i=0
∥vxi ∥pi (·),Q .
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Далее, определим L∞,loc(Rn), L1,loc(Rn), W 1−→p (·),loc
(Rn) как пространства, состоящие

из измеримых функций v(x), определенных в Rn, и при этом v(x) ∈ L∞(Q), L1(Q),
W 1−→p (·)(Q), соответственно, для любой ограниченной Q ⊂Rn.

Будем считать, что неотрицательные функции

Φi ∈ Lp ′
i (·),loc(Rn), φ ∈ L1,loc(Rn), i = 0,1, . . . ,n; (8)

Φ, 1/ϕ, ϕ ∈ L∞,loc(Rn). (9)

Определение. Обобщенным решением уравнения (1) назовем функцию u(x) ∈
W 1−→p (·),loc

(Rn), удовлетворяющую интегральному тождеству

ˆ

Ω

n∑
i=0

ai (x,u,∇u)vxi dx = 0

для любой функции v(x) ∈C 1
0 (Rn).

Теорема. Если выполнены условия (4) – (9), то существует обобщенное решение
уравнения (1).
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EXISTENCE OF SOLUTIONS OF ANISOTROPIC ELLIPTIC EQUATIONS
WITH VARIABLE EXPONENTS OF NONLINEARITY IN RN

A.Sh. Kamaletdinov, L.M. Kozhevnikova

We consider a class of anisotropic elliptic equations of the second order with divergent form and vari-
able non-linearities. In Rn ,n ≥ 2, we obtain solvability conditions equations. The proof of the existence
of solutions without restrictions on growth of the input data for |x|→∞ is given.
Keywords: anisotropic elliptic equation, existence solution, variable exponent, pseudomonotone operator.


