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В работе рассматриваются орторекурсивные разложения по системам двоичных
сжатий и сдвигов фиксированной функции. Сходимость в L2 орторекурсивных разло-
жений потаким системамбыла доказанаА.Ю. КудрявцевымиА.В. Политовым, однако
вопрос о сходимости почти всюду оставался открытым. В данной работе приводится
общий результат о сходимости почти всюду орторекурсивных разложений по систе-
мам двоичных сжатий и сдвигов.
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Орторекурсивные разложения, введенные Т.П. Лукашенко в 2000–2001 гг. [1, 2],
представляют собой естественную схему разложения, обобщающую классическое
разложение в ряды Фурье и входящую как составная часть в чисто жадные разложе-
ния и их обобщения [3].

Напомним определение орторекурсивных разложений. Пусть H — простран-
ство со скалярным произведением (в данной работе рассматривается случай про-
странств над полем действительных чисел), {en}∞n=1 — система единичных элемен-
тов H , f — элемент H . Определим индуктивно последовательность остатков {rn}∞n=0
и последовательность коэффициентов { f̂n}∞n=1:

r0 = f ;

f̂n+1 = (rn ,en+1), rn+1 = rn − f̂n+1en+1.

Определение. Ряд
∞∑

n=1
f̂nen называется орторекурсивным разложением (орторе-

курсивным рядом Фурье) элемента f по системе {en}∞n=1.

Легко заметить, что сходимость орторекурсивного разложения к разлагаемому
элементу эквивалентна сходимости остатков разложения к нулю. Для орторекур-
сивных разложений, как и для разложений в ряды Фурье по ортонормированным
системам, последовательность коэффициентов { f̂n}∞n=1 принадлежит пространству
ℓ2, а равенство Парсеваля

∞∑
n=1

f̂ 2
n = ∥ f ∥2

выполняется если и только если имеет место сходимость разложения к разлагаемо-
му элементу.

Интересным случаем неортогональных систем с точки зрения орторекурсивных
разложений являются системы двоичных сжатий и сдвигов фиксированной функ-
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ции [4]. Определим их, положив H = L2[0,1]. Пусть ϕ — произвольная функция, ле-
жащая в L2[0,1] и имеющая единичную L2-норму. Доопределим ее нулем вне отрез-
ке [0,1] и положим

ϕk, j (x) =ϕ2k+ j (x) = 2
k
2ϕ(2k x − j )

(k = 0, 1, 2 . . . , j = 0, 1, . . . , 2k −1). Полученная система {ϕn(x)}∞n=1, являющаяся нор-
мированной в L2[0,1], и называется системой двоичных сжатий и сдвигов, порож-
денной функцией ϕ(x).

А.Ю. Кудрявцевым и А.В. Политовым [5, 6] было показано, что если
1ˆ

0

ϕ(x)dµ ̸= 0

(это условие необходимо для полноты системы {ϕn(x)}∞n=1 в L2[0,1]) и дополнитель-
но выполнено достаточно слабое условие на модуль непрерывности порождающей
функции

∞∑
k=1

ω2
2(ϕ,2−k ) <∞

(где ω2 — интегральный модуль непрерывности в L2), то для каждого элемента
f ∈ L2[0,1] его орторекурсивное разложение по системе {ϕn(x)}∞n=1 сходится к f по
норме L2.

Однако для функциональных пространств и, в частности, пространства L2 при
изучении разложений наряду с вопросом о сходимости по норме встает вопрос и
о сходимости почти всюду. Для некоторых систем — в первую очередь, системы
характеристических функций двоичных промежутков и ее обобщений — такие ре-
зультаты были отмечены авторами ранее [2,7]. Но оказывается, что сходимость по-
чти всюду является общим свойством при орторекурсивном разложении непрерыв-
ной почти всюду функции по широкому классу систем двоичных сжатий и сдвигов.
Более конкретно, имеет место следующая

Теорема. Пусть функция ϕ(x), порождающая систему двоичных сжатий и сдви-
гов, неотрицательна на отрезке [0,1] и удовлетворяет условиюЛипшица (или условию
Гёльдера с произвольным положительным показателем) на этом отрезке, а функция
f ∈ L2[0,1] непрерывна почти всюду. Тогда орторекурсивное разложение функции f (x)
по системе двоичных сжатий и сдвигов {ϕn(x)}∞n=1 сходится к f (x) почти всюду на от-
резке [0,1].

Ключевую роль в доказательстве теоремы играет лемма, по сути связанная с
рассмотрением локального (с точки зрения отрезка [0,1]) свойства коэффициен-
тов разложения. Эта лемма может быть сформулирована следующим образом. Для
двоично-иррациональной точки x и целого неотрицательного k через nk (x) обозна-
чим такое натуральное число n = 2k + j ( j = 0, 1, . . . , 2k −1), что

x ∈
[

j

2k
,

j +1

2k

]
.

Иными словами, nk (x) — это индекс двоичного отрезка k-й пачки, содержащего
точку x.
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Лемма. Ряд
∞∑

k=0
f̂ 2

nk (x)2
k сходится для почти всех x ∈ [0,1].

Представляется, что приведенная теорема допускает дальнейшие обобщения,
связанные с ослаблением условий как на порождающую функцию ϕ (в частности,
имеется в виду отказ от требования наотрицательности, а также ослабление усло-
вия гёльдеровости), так и на разлагаемую функцию.

Работа выполнена при финансовой поддержке программы Президента “Ведущие
научные школы РФ” (проект НШ–7461.2016.1).
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ON CONVERGENCE ALMOST EVERYWHERE OF ORTHORECURSIVE EXPANSIONS
IN SYSTEMS OF TRANSLATES AND DILATES

V.V. Galatenko, T.P. Lukashenko, A.V. Sadovnichy

Weconsider orthorecursive expansions in systems of dyadic translates and dilates of one function. Con-
vergence in L2–norm of orthorecursive expansions in such systems was established by A.Yu. Kudryavt-
sev and A.V. Politov, but the the results on the convergence almost everywhere were lacking. In this
paper we present a general result on convergence almost everywhere of orthorecursive expansions in
systems of dyadic translates and dilates.
Keywords: orthorecursive expansions, systems of translates and dilates, convergence almost everywhere.


