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Найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы лоренцево слоение ко-
размерности два, допускающее связность Эресмана, было римановым. Дано описание
структуры неримановых трансверсально аналитических лоренцевых слоений кораз-
мерности два со связностью Эресмана.
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Исследуются лоренцевы слоения коразмерностидвана гладкихn-мерныхмно-
гообразиях.

Напомним, что слоение (M ,F ), заданноеN-коциклом {Ui , fi , {γi j }}i , j∈J , называ-
ется лоренцевым, еслинамногообразииN (возможнонесвязном) задана лоренцева
метрика g N , для которой все преобразования трансверсальных координат γi j явля-
ются локальными изометриями лоренцева многообразия (N , g N ).

В [1] дано описание структуры лоренцевых слоений коразмерности два на за-
мкнутых трехмерных многообразиях в предположении трансверсальной полноты
слоения. В отличие от [1] мы не накладываем никаких ограничений на размерность
слоев слоений (M ,F ), не предполагаем компактности слоеного многообразия M , а
трансверсальную полноту слоений (M ,F ) заменяем более слабым условием суще-
ствования связности Эресмана для (M ,F ).

Понятие связности Эресмана для слоения введено в [1] как естественное обоб-
щение связности в расслоении. По определению, связность Эресмана для слоения
(M ,F ) коразмерности q есть такое q-мерное распределение M, трансверсальное
слоению, для интегральных кривых которого определен перенос вдоль кривых в
слоях.

В настоящее время римановы слоения образуют наиболее глубоко изученный
класс среди слоений с трансверсальными геометрическими структурами. Напом-
ним, что слоение, все слои которого компактны, называется компактным. Р.А. Во-
лак [3] доказал, что любое полное компактное G-слоение конечного типа является
римановым. В [4] он получил аналогичный результат для полных компактных сло-
ений, допускающих трансверсальную систему дифференциальных уравнений про-
извольного порядка. В [5] этот результат распространен на полные компактные кар-
тановы слоения.

В [6] получен критерий римановости конформных слоений, утверждающий,
что полное конформное слоение коразмерности q, q ≥ 3, является римановымтогда
и только тогда, когда все его группы голономии относительно компактны. Этот ре-
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зультат обобщен на слоения с трансверсальной параболической геометрией ранга
один [8].

В [7, Теорема 5] доказано, что любое картаново слоение типа g/h, где подалгеб-
ра Ли h компактно вложена в алгебру Ли g, является римановым слоением.

Нами получен следующий критерий римановости лоренцевых слоений кораз-
мерности два.

Теорема 1. Лоренцево слоение (M ,F ) коразмерности два на n-мерном многооб-
разии, допускающее связность Эресмана, является римановым тогда и только тогда,
когда группа голономии каждого его слоя конечна и либо тривиальна, либо изоморфна
Z2 или Z2 ×Z2.

Пусть (M ,F )—произвольное слоение. Подмножество многообразияM называ-
ется насыщенным, если его можно представить как объединение каких-либо слоев
этого слоения.

Слой L слоения (M ,F ) коразмерности q называется локально стабильным в
смысле Эресмана и Риба, если существует такое семейство насыщенных открытых
множествWβ, β ∈ J , что: 1) существует локально тривиальное расслоение fβ : Wβ→
L, β ∈ J , слои которого диффеоморфны q-мерному дискуDq и трансверсальны сло-
ям слоения (Wβ,FWβ

); 2) для γ ∈ J следы этих окрестностей образуют базу топологии
слоя f −1

γ (x) расслоения fγ : Wγ→ L в точке x ∈ L.
Применяя методы работы [9], основанные на свойствах связности Эресмана

для римановых слоений, мы доказали следующую структурную теорему.

Теорема 2. Если лоренцево слоение (M ,F ) коразмерности два на n-мерном мно-
гообразии, допускающее связность Эресмана, является римановым, то реализуется
одна из следующих трех возможностей:

1) все слои слоения замкнуты, локально устойчивы, а пространство слоев являет-
ся гладким двумерным орбифолдом, нетривиальные группы орбифолдности которого
изоморфны Z2 ×Z2 или Z2;

2) замыкания слоев слоения (M ,F ) образуют риманово слоение (M ,F ) коразмер-
ности один, причем каждый слой слоения (M ,F ) является минимальным множеством
исходного слоения;

3) каждый слой слоения (M ,F ) всюду плотен вM ,то естьM —минимальное мно-
жество.

Слоение (M ,F ), заданное N-коциклом {Ui , fi , {γi j }}i , j∈J , называется трансвер-
сально аналитическим, еслиN —вещественное аналитическое многообразие, и все
преобразования трансверсальных координат γi j , i , j ∈ J , — аналитические отобра-
жения. В случае, когда N — однородное пространство G/H , а γi j — ограничения на
открытые подмножества сдвигов пространства G/H элементами группы Ли G, то
(M ,F ) называется трансверсально однородным слоением.

Следующая теорема доказана без предположения о существовании связности
Эресмана для слоения (M ,F ).

Теорема 3.Пусть (M ,F )—трансверсально аналитическое лоренцево слоение ко-
размерности два, не являющееся римановым. Тогда его трансверсальная гауссова кри-
визна постоянна и (M ,F ) является трансверсально однородным слоением.
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Нами доказана следующая структурная теорема.

Теорема 4. Пусть (M ,F )—трансверсально аналитическое нериманово лоренце-
во слоение коразмерности два со связностью ЭресманаM. Тогда:

1) существует регулярное накрывающее отображение k : M̃ → M , где M̃ = L0 ×B , B
—лоренцево многообразие постоянной гауссовой кривизны, диффеоморфное плос-
кости R2, L0 — многообразие, диффеоморфное любому слою без голономии, а ин-
дуцированное слоение F̃ = k∗F = {L0 × {z} | z ∈ B} образовано слоями проекции
r : M̃ = L0 ×B → B ;

2) существует гомоморфизм χ : π1(M) → I so(B) фундаментальной группы π1(M) в
группу изометрий I so(B) лоренцева многообразия B , причем группаΨ :=χ(π1(M))
изоморфна группе накрывающих преобразований регулярного накрытия k : M̃ →
M ;

3) ростковая группа голономии произвольного слоя L = L(x), x ∈ M , слоения (M ,F )
изоморфна как стационарной подгруппе Ψb группы Ψ в точке b ∈ r (k−1(x)) ⊂ B ,
так и группеM-голономии HM(L, x) этого слоя.

Группа Ψ, удовлетворяющая Теореме 4, называется глобальной группой голо-
номии слоения (M ,F ). Подчеркнем, что трансверсаотные топологические свойства
слоения (M ,F ) определяются свойствами его глобальной группы голономии. В част-
ности, слоение (M ,F ) имеет замкнутый слой тогда, и только тогда, когда его гло-
бальная группа голономииΨ имеет замкнутую орбиту в многообразии B .

Построен пример трансверсально аналитического нериманова лоренцева сло-
ения (M ,F ) коразмерности два на четырехмерном компактном многообразии M ,
являющегося хаотическим: это слоение имеет всюду плотный слой, а также всюду
плотное множество компактных слоев. При этом группа голономии каждого ком-
пактного слоя изоморфна Z.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 16-01-00312-a)
и Программы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ (проект№ 90) в 2017.
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TRANSVERSELY ANALYTICAL LORENTZIAN FOLIATIONS OF CODIMENSION TWOWITH
EHRESMANN CONNECTION ON N-DIMENSIONAL MANIFOLDS

A.V. Bagaev, N.I. Zhukova

We prove a criterion for Lorentzian foliations of codimension two with Ehresmann connection to be
Riemannian. A description of the structure of transverse analytic non-Riemannian Lorentzian folia-
tions of codimension two is given.
Keywords: Lorentzian foliation, Ehresmann connection, the germ holonomy group of a leaf.
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O ПОЧТИ КОНТАКТНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ ГИПЕРПОВЕРХНОСТЯХ С МАЛЫМИ
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Доказано, что в AK-многообразии почти контактные метрические структуры на ги-
перповерхности с типовым числом 1 и на гиперповерхности с типовым числом 0 явля-
ются идентичными.

Ключевые слова: Почти контактная метрическая структура, типовое число, гипер-
поверхность, AK-многообразие.

1. Почти эрмитовы и почти контактные метрические структуры относятся к
числу важнейшихдифференциальногеометрических структур. Давноизвестно о та-
кой связи между ними: на всякой ориентируемой гиперповерхности почти эрмито-
ва многообразия индуцируется почти контактная метрическая структура. Изучени-
ем почти контактных метрических структур на гиперповерхностях почти эрмито-
выхмногообразий занималисьмногие известные геометры: Д. Блэр (США), С. Иши-
хара, М. Окумура, С. Сасаки, С. Танно, Й. Таширо, К. Яно (Япония), В.Ф. Кириченко,
Л.В. Степанова (Россия).

Как известно [1], почти эрмитовой (almostHermitian, AH-) структуройна четно-
мерном многообразии M 2n называется пара

{
J , g = 〈·, ·〉}, где J — почти комплекс-

ная структура, g = 〈·, ·〉 — риманова метрика на этом многообразии. При этом J и
g = 〈·, ·〉 должны быть согласованы условием

〈J X , JY 〉 = 〈X , Y 〉 , X ,Y ∈ ℵ(M 2n).

Здесьℵ(M 2n)—модуль гладких (классаC∞ ) векторныхполейнамногообразииM 2n.
Многообразие с фиксированной на нем почти эрмитовой структурой называется


