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Общая характеристика 
работы 

Актуальность темы. Одной из интересных и трудных 

задач геометрии "в целом" является исследование бесконеч­

но малых изгибаний поверхности, склеенной из гладких кус­

ков. Первый результат в этом направлении был получен 

Б. В. Боярским и И. Н. Векуа в 1958 г. Ими была доказана 
жесткость овалоида, склеенного из конечного числа регу­

лярных кусков класса С3 . В 1959 г. Б. В. Боярским резуль­
тат указанной работы был распространен на случай замк­

нутой поверхности, внутренне склеенной из регулярных кус­

ков выпуклых поверхностей класса С3 при условии, что она 
является звездной относительно некоторой внутреввей точ­

ки. Такая поверхность может быть получена отсечением от 

овалоида "шапочек", заклеиванием образовавшихся "дыр" 

плоскостями и "вдавливанием" плоских частей внутрь ова­

лоида. В теореме Б. В. Боярского, наряду с требованием 

звездности поверхности, присутствует одно условие на ли­

ниях склеивания, резко ограничивающее класс допустимых 

поверхностей. Геометрический смысл этого условия закто­

чается в достаточной малости описаявых вдавливаний. В 

этой же работе Б. В. Боярским высказана гипотеза о несу­

ществеввости требования "малости вдавливаний". В связи 

с этим, представляется актуальной задача исследования бес­

конечно малых изгибавий поверхностей с большими "вда­

вливаниями". 
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В последние годы все больше внимания геометров уде­

ляется бесконечно малым изгибавиям многомерных поверх­

ностей. Эта теория представляет интерес как для "чистой" 

математики, так и для механики. Например, теория беско­

нечно малых деформаций связей механической системы из 

конечного числа материальных точек с сохранением ее фор­

мы кинетической энергии сводится к теории бесконечно ма­

лых изгибаний многомерных поверхностей. Бесконечно ма­

лые изгибания n-мерных поверхностей в m-мерном евклидо­

вом пространстве рассматривались в работах Н. Н. Янен­

ко, П. Е. Маркова, Р. Голдстейна, П. Райна, М. Лайцера, 

Л. Родригеса, К. Тененблат. В работах этих авторов рас­

сматривались регулярные многомерные поверхности доста­

точно высокой гладкости. Представляется актуальной за­

дача исследования бесконечно малых изгибаний склеенных 

многомерных поверхностей. 

Цепь работы. Целью данной работы является исследо­

вание бесконечно малых изгибаний с:клеевиых поверхностей 

трехмерного евклидова пространства, а также некоторых 

классов многомерных склеенных поверхностей. 

Содержание работы 

Работа состоит из оглавления, введения, трех глав и 

списка литературы. Первая глава, носящая предваритель­

ный характер, состоит из трех параграфов. В § 1 излагают­
ся необходимые для дальнейшего факты из векторной алгеб­

ры многомерного евклидова пространства. Основное внима­

ние уделяется бивекторам. В частности, вводятся понятия 

скалярного произведения бивекторов, внутреннего произве­

дения бивектора на вектор, бивекторного произведения двух 

бивекторов и устанавливаются основRЬiе свойства этих опе­

раций. В § 2 приводятся (в основном, без доказательств) 
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сведения из дифференциальной геометрии м:иогомерны:х по­

верхностей. Рассматриваются как регулярные поверхности, 

так и поверхности с особыми точками. В частности, даете.я 

определение многомерной склеенной поверхности. При этом 

склеиваемые куски могут иметь различные размерности. 

Обозначим через х+, х- гладкие ориентируемые хаус­
дорфовы С00-многообразия, удовлетворяющие второй акси­

оме счетности, размерностей n+ и п- с краями ах+ и ах­

(возможио пустыми), через г+' г- - k-мерные, 1:::; k < n±' 
С00-подмногообразия многообразий х+ их- соответствен­

но, такие, что существует С00-диффеоморфизм r.p: г+ ~ г­
(не исключаете.я случай r± n дХ± -f:. 0). Диффеоморфизм 
r.p будем называть склеивающим диффеоморфизмом. Пусть 
s+' s- - поверхности в m-мерном евклидовом простран­
стве Em, определяемые С2-отображени.ями r+ : х+ ~ ~, 
r-: х- ~ Em, удовлетворяющими условию 

для всякой точки z Е r+. Множество S = s+ U s- будем на­
зывать ПОверхRОСТЬЮ1 С11:./tее1'Ной ИЗ ПОверХНОСТеЙ s+ И s­
ВДОЛЬ поверхности 'У= r+(r+). Поверхность 'У будем назы­
вать поверхностью склеивания. 

Как частный случай, в этом параграфе рассматрива­

ются двумерные поверхности трехмерного евклидова про­

странства. 

В § З приводятся основные определения и факты из те­
ории бесконечно малых изгибавий поверхностей. Здесь, в 

частности, даете.я определение бесконечно малого изгибания 

многомерной поверхности S, склеенной из поверхностей s+ 
и s- размерностей n+ и n-, задаваемых С2-погружеви.ями 
r+: х+ ~ ~ И r-: х- ~ ~ СООТветствевво, ВДОJIЬ k­
мерНОЙ поверхности 'У= r+(r+). 

Пусть &r+ и &r- - изгибающие ПОJIЯ поверхностей s+ 
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и s- соответственно, удовлетворJПОщие условию 

для каждой точки z Е r+. 
Пара бr = (бr+, бr-) называется изгибающим nолем 

склеенной nовер:rности S. Изгибающее поле 8r называет­
ся тривиальным, если для него 

где n - произвольный постоянный бивектор из внешнего 

квадрата Л 2 Em пространства Em, UJ - произвольный по­
стоянный вектор из Em, точкой обозначено внутреннее про­
изведение бивектора на вектор. Склеенная поверхность S 
называется жесткой, если всякое ее изгибающее поле три­

виально. 

Как частный случай, рассматриваются бесконечно ма­

лые изгибания двумерной склеенной поверхности трехмер­

ного евклидова пространства. Приводятся основные свойст­

ва поля вращений на ребрах и в конических точках. 

Вторая глава посвящена бесконечно малым изгибаниям 

замкнутых двумерных поверхностей в трехмерном евкли­

довом: пространстве. Цель этой главы - получить новые 

признаки жесткости замкнутой внутренне склеенной кусоч­

но выпуклой поверхности. Основной результат получен для 

поверхности S, удовлетворяющей следующим условиям 
1. Поверхность S состоит из конечного числа кусков вы­

пуклых поверхностей класса С2 , каждый из которых может 
содержать лишь конечное число особых точек. Эти куски 

м:ы будем называть гранями, а особые точки - копически­

мu точка.ми. 

2. Каждu грань ограничена конеЧ11ЬIМ числом регулжр­
ных дуг класса С2 • Эти дуги мы называем ребрами. Точ­
ки пересечения ребер мы называем вершинами. Будем го­

ворить, что ребро "У образовано гранями s+ и s- 1 если оно 
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лежит как на s+, так и на s-. Ребра поверхности S бу­
дем классифицировать следующим образом. Ребро"'(, обра­

зованное гранn&и s+ и s-' будем называть ребром выпук­
лого СКJiеИВанИJI, если ПОВерХНОСТЬ s+ U s- BьmyКJia, И ре­
бром невьmуклого склеивания в противном случае. Ребро 

невыпуклого сКJiеивавия будем называть ребром внутренне­

го склеивания, если в каждой его точке существует опорная 

плоскость к поверхности s+ u s-. 
З. Каждое ребро поверхности S является либо ребром 

выпуклого склеивания либо ребром внутреннего склеива­

ния. Если кривизна ребра отлична от нуля, то оно не яв­

ляется асимптотической одновременно на обеих из образу­

ющих его граней. 

4. В каждой вершине многогранный угол, образованный 
полукасательными к выходящим из нее ребер, является вы­

пуклым. 

5. Конические точки не лежат на ребрах. 
6. В каждой конической точке касательный конус к со­

держащей эту точку грани JIВJlJleтcя поверхностью класса 

сз. 

7. Граница каждой плоской связной компоненты на по­
верхности S ЯВJIЯется жордановой 11:ривой, состоящей из ко­
нечного числа регулярных дуг класса С2 • 

В § 1 вводится понятие А-звездности поверхности, об­
общающее классическое понятие звездности, а также а­

звездности из работ В. Т. Фо:менко и П. Е. Маркова. 

Допустим, что в пространстве введена прямоугольная 

декартова система координат Oz1z 2z3 , и каждый вектор 
r = (z1, z 2, z3 ) рассматривается как матрица-строка. За­
фиксируем З Х 3-матрицу А и фуихцию ip: (O,oo)-t R клас­
са С1 с производной ip' > О. Каждую кривую с векторно­
параметрическим уравнением р = c·er,p(t)A, где р- радиус­
веJСтор теqщей точки, с= (с1 ,с2 ,с3)- вектор параметров, 

тоЧJСой обозначено произведение матриц, будем называть А-
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лучом. Поверхность S назовем А-звездной, если всJ[J(ИЙ А­
луч пересекает ее не более чем в одной точке. Если в качест­

ве А взять единичную матрицу и положить cp(t) = lnt, то 
условие А-звездности совпадет с условием звездности. При 

подходящем выборе матрицы А и функции ер можно полу­

чить условие а-звездности. В то же время, класс А-звездных 

поверхностей содержит и поверхности, не являющиеся а­

звездными. 

Основные результаты второй главы приводятся в § 3 и 
формулируются следующим образом. Вдоль каждого ребра 

'У на поверхности s' образованного кусками s+ и s-' обо­
значим h = k;t"n- + k~n+, где kn - нормальная кривизна 
поверхности вдоль -у, n - внешняя нормаль поверхности, 

индексами"+" и "-" отмечены предельные значения вели­
чия на -у. Через р' обозначим касательный вектор к А-лучу. 

ТЕОРЕМА 2.3.1 Если повер:сность S является А­

звездной, и вдоль каждого ее ребра внутреннего склеива­

ния выполняется неравенство 

(р', h) ~о, (0.0.1) 

то она обладает жесткостью вне плоских областей от­

носительно бесконечно малыж uзгибаний первого порядка с 

изгибающим полями, непрерывными на S, принадлежащи­
ми классу С2 на каждой ее грани. 

В теореме Б. В. Боярского 1959 года условие (0.0.1) при­
нимает вид (r, h) ~ О и выполняется в случае, когда по­
верхность S имеет очень незначительные "вдавливания" . 
В связи с этим, это условие назЬIВается условием малости 

прогибов. Ослаблению этого условия посвящен ряд работ 

И. Х Сабитова, В. Т. Фо:м:еmсо и П. Е. Маркова. Указанная 

теорема включает результаты этих работ, а также дает но­

вые 1СЛассы жестких внутренне с1СЛееняых поверхностей. 

Теорема 2.3.1 не содержит утверждений о жесткости 
в целом поверхностей, содержащих плоские области, на-
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пример, многогранников. Следующая теорема ликвидирует 

этот пробел. 

ТЕОРЕМА 2.3.2. Если nоверzность S является А­
звездной, вдоль каждого ее ребра внутренего склеивания 

выполняется неравенство (0.0.1), то она обладает жест­
костью относительно бесконечно малых uзгибаний перво­

го поряд?са с изгибающими полями, непрерывными на S, 
принадлежащими км~ссу С2 на каждой грани и тривиаль­
ными на каждой плоской области. 

Следуя идее И. Н. Векуа. и Б. В. Боярского, доказатель­

ство проводится методом: интегральных формул. § 2 второй 
главы: посвящен выводу интегральной формулы, обобщакr 

щей известную формулу В. Бляшке, а также интеграль­

ных формул, использованных в работах Б. В. Боярского, 

И. Н. Векуа., В. Т. Фоменко и П. Е. Маркова. 

В третьей главе рассматриваются бесконечно малые из­

гибания многомерных склеенных поверхностей в m-мерном 

евклидовом пространстве Em. в § 1 этой главы привод.яте.а: 
определения точки уплощени..а: и типового числа. 1r111оrомер­

ной поверхности, заимствованные из работ Д. И . Перепелки­

на., Ш. Кобuси, К. Ном:вдзу, Черна и Оссермана., и доказы­

вается жесткость поверхности S, склеенвой из поверхностей 
s+ и s- класса С2 размерностей n+ и п- соответственно, 

вдоль k-мерной поверхности 'У класса. С2 ' k ~ n± < m. 
Точный результат формулируется следующим образом. 

ТЕОРЕМА 3.1.1 Если nоверzности s+ и s- обл.ада­
ют жесткостью в пространстве Е"', а nоверzн.ость скле­

ивания 'У не содержит точек уnм>щенuя, то склеенная nо­

верzн.ость s = s+ u s- обладает жесткостыо в Е"'. 

В § 2 третьей главы выво,д.11тс.11 условия сопряжеш 

на поверхности склеивани..а: многомерной склеенвой поверх­

ности, обобщающие классические условия сопряжеНИJI на 

двумерной склеенной поверхности, попученвые в работах 

И. Н. Векуа и В. В. Боярского. Эти услови.11 используются 
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для доказательства теоремы о жесткости риманова произ­

ведения склеенных поверхностей. 

В одной из работах П. Е. Маркова доказано, что если по­

верхности S1 с Em1 и S2 с Em2 принадлежат классу С2 и 

регулярны, то из их :жесткости в пространствах вm1 и вm2 ' 

соответственно, следует :жесткость поверхности S = S1 х S2 
в пространстве вm1 +m2 • Естественно, возникает вопрос о 

справедливости этого результата в случае, когда поверхнос­

ти S1 и S2 не .являются регулярными. В данном: параграфе 
аналогичная теорема о жесткости поверхности S доказыва­
ете.я в случае, когда одна из поверхностей S1, S2 является 
склеенной из регулярных кусков. 

Допустим, что поверхность S1 С Е""1 склеев;а из регу­

лярных n1-мерных поверхностей st и s1 класса С2 вдоль 
k~-мерной поверхности склеивания -у1 кл~са С2 . Тогда ри­
маново произведение S = S1 х S2 представляет собою 
( n1 + n2 )-мерную поверхность в Е""1 +m.2 , склеенв;ую из ре­
гулярных (n1 + n2)-мерв;ы:х поверхностей s+ = st х S2 и 
s- = s1 х S2 ВДОЛЬ (k1 +n2)-меряой поверхности 'У= "Yl х S2. 
ТЕОРЕМА 3.2.1. Ее.1&и nоверzности S1 = Si U Si, 

S2 и "(1 не содержат точек уплощения, nовержности S1 

и S2 обладают жесткостью в nространстваж Ei и Er 
соответственно, и типовые числа t(Si} ~ 2, t(Sl) ~ 2, 
t(S2) ~ 2, то склеенная nовер:z:ность S = S1 х S2 явЛJiется 
жесткой в пространстве Е""1 +m.2 • 

Методика исспедоваииJ1. В диссертации испОJIЬзуют­

ся методы многомерной римановой геометрии, теории внеш­

них дифференциальных форм:, анализа на м:ногообразиях, 

тензорного анализа, фу111щиов;ального анализа, теории урав­

вев;ий с частвымв: производвымв:. 

НаучваJ1 новизна в прахтвчеси:аJ1 зваЧ1П1ость ра­

боты определяется следующими полученными в вей резуль­

татами: 

- введены новые операции: над бивекторамв в мв:огомер-
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ном евклидовом пространстве и исследованы свойства этих 

операций; 

- введено понятие А-звездности двумерной поверхности 

трехмерного евклидова пространства, обобщающее извест­

ное понятие звездности поверхности; 

- получена новая интегральная формула теории беско­

нечно малых изгибаний двумерных поверхностей трехмер­

ного евклидова пространства и, с ее использованием, дока­

зана теорема о жесткости склеенной двумерной поверхности 

трехмерного евклидова пространства, обобщающая рJ1Д ре­

зультатов И. Н Векуа, Б. В. Боярского, В. Т. Фоменко и 

П . Е. Маркова; 

- введены понятия бесконечно малого изгибания много­

мерной склеенной поверхности и ее жесткости; 

- доказана теорема о жесткости многомерной поверх­

ности, склеенной из жестких многомерных поверхностей; 

- доказана жесткость риманова произведения двух мно­

гомерных поверхностей, одна из которых J1ВJI.s1eтcя склеен­

ной поверхностью. 

Теоретичес1tаJ1 и практичес1tаJ1 цеввость. Диссер­

тацИJ1 носит теоретический характер. Получеввые в ней ре­

зультаты могут быть использованы при исследовании бес­

конечно малых изгибаний склееняых поверхностей, при ре­

шении различяых задач римановой геометрии, при разра­

ботке спецкурсов по теории изгибаний и по многомерной 

дифференциальной геометрии. 

АпробацвJ1 работы. Основные результаты работы до­

кладывались на спедующвх конфереИЦИJ1Х в научных се­

минарах: на международной mкОJiе-семинаре по геометрии 

и анализу паы.11тв Н. В. Ефиыова (Абрау-Дюрсо, 1998 r.), 
на международной школе-семинаре по геометрии и анали­

зу, посв.11Щеииой 90-летию Н. В. Ефимова (Абрау-Дюрсо, 

2000 г.), на семинаре по геометрии "в цепом:" Московско­

го государственного университета (1998, 2001 г.г., рук., 
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проф. И. Х. Сабитов, проф. Е. В. Швкии), на научном 

семинаре кафедры геометрии Казанского rосуниверсите­

та (2001 г., рук. проф. Б. Н. Шапуков), на семинаре по 

геометрии Ростовского rосуниверситета (1998 - 2001 г.г., 

рук. проф. С. Б. Климентов), на Ростовском межвузов­

ском геометрическом семинаре (1998 - 2001 г.г., рук. проф. 
П. Е. Марков), на семинаре по геометрии Таганрогского гос­

пединститута (1999 г., рук. проф. В. Т. Фоменко). 
Публикации. Результаты диссертации опубликованы 

в работах [1, 2, 3]. 
Работы [1, 3], выполнены совместно с П. Е. Марковым. 

1:1ом J fl~1'HJI ав1'ерев в выпопнении зтих Jmб'От равнознач­
яu. П. Е. Маркову принадлежат постановка задач и общее 

руководство. Детальные исследования проводились автором 

двссертапии. 

СтруJСтура и объем работы. Диссертапв.sr состоит из 

оглавления, введени.11, трех глав и списка литературы из 37 
названий. Объем работы - 64 стр. 

Выражаю глубокую благодарность моему научному ру­

ководителю профессору С. Б. Климентову за внимание и 

за огромную поддержжу при выполнении данной работы, а 

таюtсе профессору П. Е. Маркову за постановку задач и ак­

тивное участие. 
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