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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Псевдоримановы многообразия, допускаю­

шие непрерывные группы преобразований, сохраняющих геодезичес­

кие, рассматривались А. В. Аминовой [А1]1, [А2] 2 , [АЗ] 3 в с:rучае 4-

мерных лоренцевых пространств, определяемых полями тяготения в 

теории гравитации Эйнштейна. 

В последние rоды значительно возрос интерес к геометрическим 

свойствам многомерных пространств , в частности, шестимерных про­

странств. Это связано с одной из важнейших нерешенных проблем со­

временной теоретической физики - проб:1емой объединения всех четы­

рех известных физических взаимодействий. Многие специалисты, ра­

ботающие над этой проблеюй, обращаются к многомерным едины~~ 

теориям, в которых дополнительные размерности связываются с грави­

тационными, электромагнитными, слабыми и сильными взаимодейст­

виями . Впервые попытка объединения гравитационных и электромаг­

нитных взаимодействий была сделана Т. Калуцей [К]4 и О . Клейном 

[Kl]5 в рамках пятимерной псевдоримановой геометрии, где компонен­

ты 4-метрики 9тµ описывают гравитационное поле, а дополните.ттьные 

компоненты 95т , g55 пятимерной метрики описывают электромагнит­

ное поле. 

В современных многомерных теориях действие выбирается так, что­

бы одно из решений классических уравнений движения определяло фак­

торизованное пространство Е = М х 1 , где М - обычное четырехмер-

1[Al] ·- А. В . Аыинова, Гwпnы проекmивны:r " аффинных D6ижений в npocmpaнcmвax общей 

теории оmносvmе.~ьности, Труды геометр. семии. ВИНИТИ. 1974. Т . 6. С. 317-346. 
2 :A2j - А . В. Аминова, О no.4.rx mя~оmенш, допускоющш группы nрое1<1nивны:r nвижениа, ПАН 

СССР. 1971 . Т. 197. К 4. С 807-81J9. 
1 [АЗ] - А. В. Амшюва, О бесконе'lt<О ма..ых преобразованШ1Х, соzранпощих mpae1>mop1111 проб1<ы:r 

mм, Препринт ИТФ АН УССР. 1971. N 71-85Р . Киев. 21 с. 

\К) - Т. К. Калуца, К npoб.te.11e едuнr.mва физики. Альберт Эйнштейн и теорий гравитации. М. 

: Мир, 1979, с. 529-534. 
1 [Ю] - О. Кlein, Quantentheorie und fUn/dimensionale Relatillitatstheone, Zeits. f. Phyзik. 1926, Bd 

37, s. 875. 
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ное пространство-время, а /- шестимерное внутреннее пространство 

дополнительных измерений, тип которого зависит от выбора компак­

тифицируюших полей многомерной теории и ее действия. В частности, 

в модели гетероидной струны с группой Ев х Ев, которая, как отмече­

но И. П. Волобуевым, претендует на роль единой теории всех взаимо­

действий, пространство 1 является многообразием Калаби-Яу. Если в 

компактификаuии, помимо бозонных полей, участвуют нетривиальные 

конденсаты фермионных полей, то многообразие 1 является 6-мерным 

однородным пространством [ GJ]6 , причем при компактификации в од­

нородные пространства существенным является наличие проективных 

преобразований в форме изометрий, что упрощает задачу интерпрета­

ции многомерной теории в терминах 4-мерных полей (см. [V] 7 и ссылки 

там). 

Как правило, дополнительные измерения считаются пространст­

венными, однако в последнее время все чаще обсуждаются теории с до­

полнительными времениподобными координатами ([Ch]8 , [Yn]9 и др.). 

Интерес к теориям типа Калуцы-Клейна связан также с развитием 

суперсимметричных теорий (теорий с симметрией между бозонами и 

фермионами) и теории супергравитации, объединившей суперсиммет­

рию и калибровочный подход. Как известно, в основе суперсимметрич­

ных теорий лежит увеличение размерности используемого многообра­

зия. 

Как известно, пространственно-временные симметрии порождают 

законы сохранения энергии, импульса и момента импульса. В част­

ности, инфинитезимальные проективные и аффинные преобразования 

"[GJJ - Т. R. Go,·indarajan, А. S. Joshlpura, S. D. Rindani, U. Sarkar, Goset space a.s a/ternativea to 
CalaЬi· Yau 1расе1 in the pre<ence о/ gaugino condemation, Preprint !СТР IC/86/170. Тriest, 1986. 

1 :vJ - И. П. Волобуеа и др" Раэмеркая реду!с1~ш сuмметрu'lкыz 11:11J1u6роsочкых nмей, модеАи 

Хuггса u C110"ma""" 11:омnактuфu11:а11ш, ЭЧАЯ. 1989. Т. 20. Выn. 3. С. 561-627. 
8 [СЬ) - М. Chaicl1ian and А. В. Kobakhidze, Мви hiгтorch'/l locлlization of gгauit11 in eжtrn time, Phys. 

Lett. В 488 (2000) 117. 
D[Yn] - F. J. Yndura.in, Disappearance о/ matter due to caшality and probaЬility uiolation1 in thwrie• 

with eztro timelike dimen1ions, Phys. Lett. В 256 {1991) 15. 

1 

Нд)-·:1::,\Я Q;R .• .!JTEKAI 
'"~· 1-1, 11. ff.. Gз.чсвского 
lfaзa1ic:1~iiJ r~c. у:п~ср~;.;т~rа 



приводят к фундаментальным полевым законам сохранения и механи­

ческим закона:м сохранения в форме квадратичных первых интегралов 

уравнений геодезических [А4]1°. 

Важно отметить, что шестимерные пространства применяются при 

решении ряда задач астрофизики и космологии. В последние годы бы­

ло установлено соответствие между струнами и определенными типа­

ми черных дыр и показано, что проблема сингулярностей кривизны во 

многих экстремальных дилатонных черных дырах может быть реше­

на путем перехода к многомерной теории гравитации [Pet]1 1
, [GHT]12 , 

(Par ]13. Множество работ посвящено исследованию многомерных кос:-..ю­

логических моделей. Uель этих работ - установить, как далеко можно 

продвинуться в объяснении свойств 4-мерной Вселенной с помощью 

геометрических величин дополнительных измерений. В частности, с 

этой целью в работе [Fuk] 14 построена 6-мерная полевая теория про­

странства - времени - материи - заряда. 

Известно, что симметрии дифференциальных уравнений могут рас­

сматриваться как автоморфизмы некоторых геометрических структур, 

в частности, как автоморфизмы проективных структур, т. е. проек­

тивных преобразований [А5] 15 . Следовательно, изучение проективно­

групповых свойств многомерных пространств будет вносить вклад в 

геометрию дифференциальных уравнений. 

Таким образом, изучение геометрических свойств многомерных про-

10 [А4] - А. V. Aminova, Group-invariant methods in the theory of projective mappings о/ space-tiмe 

manifolds, Tensor (N. S). 54(1993), Vol. 11, 90-100. 
"[Pet] - Ivars Peterson, Stri11gs and webs t1Jing Ыасk holes to elementary partic/es in sting theory, Sci. 

News. 1995. 148. 140-141. 
12 [GHT] - G. Gibbens, G. Horowitz, G. Townsend, Highcr-dimensional resolиtion о/ dilatonic Ыack-hole 

singtilarities, Clasв arid Quantum Grav. 1995. 12, N2, 297-317. 
13 [Par] - Jaemo Parkt, Black hole solutions о/ Kalиza-Кlein sиpergrat>ity theories and string theory, 

Class. Quantum Grav. 15(1998). 775-785. 
14 [F\Ik) - F\Ikui Таkш>, Physical properties о/ the бD STMS Universe, Gen. Relati\·. ar.d Gra.vit. 1996. 

28. N4. 471-480. 
15 [А5]-А. В. Аминова, Прое7'mив"ые преобразования u симметрии диффере"uиальных уравне"и~, 

Мат. сборник. 1995. т. 186, N2, С. 21-36 
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странств , в частности , проективно-групповых свойств 6-мерных про­

странств является актуальной задачей. 

Степень разработанности проблемы . Впервые непрерывные 

группы проективных преобразований рассматривались Софусом Ли. 

Дальнейшее развитие теории проективных преобразований в аффинно­

связных пространствах связано с именами Фубини, Э. Картана, Схоу­

тсна, Эйзенхарта, Томаса , Врэнчану, П. А. Широкова, А. 3. Петрова, 

И. П. Егорова и др. 

Существенный вклад в теорию геодезических отображений псевдо­

римановых пространств внесли Т. Леви-Чивита, П . А . Широков, А. 3. 

Петров , В . И. Голиков , Г. И . Кручкович, А . С. Со.т:юдовников и Н . С. Си­

нюков. Общее решение проблемы определения псевдоримановых мно­

гообразий с общими геодезическими было дано А. В. Аминовой ~Аб]1 6 . 

Основные результаты в теории проективных преобразований лорен­

uевых многообразий, т . с. псевдоримановых многообразий :юренцевой 

сигнатуры [+---· · ·- ] ,были получены А . В . Аминовой . В ее работах 

бы:~и найдены все лоренцевы многообразия размерности n ~ 3 , допус­

кающие негомотетические инфинитезимальные проективные и аффин­

ные преобразования, и для каждого из них - максимальные проектив­

ные и аффинные алгебры Ли, включая гомотетическую и изометричес­

кую подалгебры. 

В теории проективных преобразований псевдоримановых многоо&­

разий существует много нерешенных проблем. В первую очередь, к 

таким проблемам относится задача определения всех псевдоримановых 

многообразий произвольной сигнатуры, допускающих негомотетичес­

кие проективные и аффинные преобразования, и для каждого из них -

проективных и аффинных а.лrебр Ли. Эта задача была ранее решена 

для римановых многообразий и псевдоримановых многообразий лорен­

цевой сигнатуры. Полученные в диссертации результаты, относящиеся 

1 8 [А6] - А . В. Аwинова., Псеваорu.моновы многоо6розwr с о6щu.мu геоdезuчес~симu, УМН. 1993. Т. 
48. N 2. с. 107-164. 
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к 6-мерным пространствам сигнатуры [+ + - - - -], частично воспол­

няют указанный пробел. 

Целью работы является определение всех классов 6-мерных h­

пространств сигнатуры[++ - - - -], т. е. псевдоримановых пространств 

V 6 указанной сигнатуры, допускаюших нетривиальные решения урав­

нения Эйзенхарта, и исследование проективно-групповых свойств 6-

мерных жестких h- пространств сигнатуры [+ + - - - -]. Рассматри­

ваемые пространства определяют пространственно-временные модели 

в теориях типа Калуцы-Клейна с двумя времениподобными координа-

тами. 

Решение задачи основано на предложенной А. В. Аминовой технике 

интегрирования в косонормальном репере и развитом ей общем подходе 

к нахождению и исследованию проективных преобразований псевдори­

мановых многообразий. В основе этого подхода лежит рассмотрение 

алгебраической структуры производной Ли Lxg метрического тензо­

ра g в направлении инфинитезимального проективного преобразова­

ния Х . Алгебраическая структура задается характеристикой Сегре 

билинейной формы L х g и определяет тип h- пространства. 

В диссертации решаются следующие основные задачи: 

1) определение всех 6-мерных h - пространств 

сигнатуры [+ + - - - -]; 

2) нахождение квадратичных первых интегралов уравнений геоде­

зических в 6-мерных жестких h- пространствах; 

3) получение необходимых и достаточных условий постоянства кри­

визны 6-мерных жестких h- пространств; 

4) исследование структуры проективной алгебры Ли 6-мерных жест­

ких h- пространств. 

Научная новизна работы. Впервые детально исследованы проек­

тивно-групповые свойства шестимерных пространственно-временных 

многообразий с двумя времениподобными координата.ми. 
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Все результаты диссертации, выносимые на защиту, являются но­

выми. В частности, в работе 

1) определены все классы 6-мерных h- пространств 

сигнатуры[+ + - - - -]; 

2) дпя .каждого 6-мерного жест.кого h- пространства с двумя време­

ниподобными координатами указан явный вид квадратичных первых 

интегралов уравнений геодезических; 

З) найдены необходимые и достаточные усnовия постоянства кри­

визны 6-мерных жест.ких h- пространств; 

4) доказано , что если 6-мерное жесткое h- пространство допуска­

ет яегомотетичес.кую проективную anreбpy Ли Р,,., то эта алгебра со­

держит подалгебру Н,,._ 1 инфинитезимальных гомотетий размерности 

r -1 . 

Теоретическая и практическая значимость работы. Работа 

носит теоретический характер. Полученные результаты могут быть 

использованы в теории симметрий дифференциальных уравнений, при 

построении и изучении физических теорю':~ в рамках многомерных мо­

деnей Капуцы-Клейна, в теории струн, квантовой теории поля и общей 

теории относительности. 

Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуж­

дались в Казанском государственном уюrверситете на семинаре теории 

относительности и гравитации под руководством проф. В. Р. Кайгоро­

дова (1997 г.), на научном семинаре, руководимом проф. А. В. Ами­

новой (1995-1997 гг.), на геометрическом семинаре под руководством 

проф . Б. Н. Шапукова (2000 г . ), на геометрическом семинаре Универ­

ситета Ямагаты под руководством проф. К. Мацумото (2000 г.), на 

научном семинаре Московского института экспериментальной и теоре­

тической физики под руководством до.ктора физ.-мат. наук А. Д. Миро­

нова (2001 г.), на семинаре теории относительности и гравитации под 

руководством доктора физ.-мат . наук А. Б. Балажина (2001 г.). Мате-

б 



риалы диссертации были представлены также на международных кон­

ференциях "Геометризация физики-П" (Казань, 1995 г.), "Геометриза­

ция физики-ПI'' (Казань, 1997 г.), "Геометризация физики-IV" (Казань, 

1999 г.), на международном геометрическом семинаре им. Н. И. Лоба­

чевского "Современная геометрия и теория физических полей" (Казань, 

1997 г.), на международных летних школах-семинарах по теоретичес­

кой и математической физике "Волга-Х" (Казань, 1998 г.), "Волга-ХГ' 

(Казань, 1999 г.), "Волга-ХПГ' (Казань, 2001 г.) и на Х Российской 

гравитационной конференции (Владимир, 1999 г.). 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Россий­

ского фонда фундаментальных исследований (проекты N 96-01-01301, 

N 99-01-00261, N 01-02-17682) и INTAS-00-334. 

Структура работы. Работа изложена на 130 страницах машина-

писного текста и состоит из введения, пяти глав, заключения, списка 

литература. 

Публикации. Результаты диссертационной работы опубликованы 

в работах (ZA1)-(ZA2], (Zl]-(Zl2]. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во Введении обосновывается актуальность темы диссертации и 

указывается степень ее разработанности, определяются цели и задачи 

исследования, приводится краткое содержание диссертации. 

Первая глава включает в себя три параграфа 1.1-1.3 и носит ввод­

ный характер. 

В параграфе 1.1 приводятся основные определения и факты теории 

проективных преобразований псевдоримановых многообразий. 

Римановой ( nсевдорuмановой) метрикой на дифференцируемом п­

мерном многообразии М называется положительная (невырожденная) 

квадратичная форма, заданная на касательных векторах в каждой точ-
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ке многообразия и гладко зависящая от локальных координат. В каж­

дой области Ир действия локальных координат х; метрика задается 

симметрической матрицей g~(x~, ... , х;) и определяет симметричес­
кое скалярное произведение двух векторов в одной и той же точке по 

формуле [DNF]17 

( с ) _ (р) са fj 
",v -9afj'>pvp. 

Римановым ( псевдоримановым) многообразием М размерности п 

называется n-мерное дифференцируемое многообразие с римановой (псев­

доримановой) метрикой g. 

Гладкая кривая r : [О, 1) -t М : t -t Xt в n-мерном многообразии 

М с линейной связностью \i' называется геодези'Ческой, если вектор­

ное поле Х, касательное к r в точках Xt, параллепьно вдоль r, то 
есть если \i' х Х = О для всех t, где t есть аффинный параметр для 'У, 
а \i' х означает ковариантную производную вдоль Х [KobN]18. 

Уравнения геодезических в локальных координатах х1, ... , xn име­

ют ВИД 

(0.1) 

где Г}.1:- компоненты линейной связности \i' псевдориманова многооб­

разия (М, g), определяемые символами Кристоффеля 

. 1 1· 
Гjk = 2g '(дj9lk + дk91; - д1g;k)· (0.2) 

Диффеоморфизм f псевдориманова многообразия М на себя есть про­
ективное преобразование относительно проективной структуры, инду­

цированной на М римановой связностью \i' , если и только если он 

преобразует метрику g в метрику g' с соответствующими геодезичес­

кими, т. е. проективное преобразование f есть геодезическое преобра­

зование в М. 
17 [DNF) - Б. А. Дубровин, С. П. Новиков, А. Т. Фоменко, Совреме"ны геометри..r. ГеомеmрШl и 

mоnологш многообразий.- М.: Эдиториап УРСС, 1998, - 280 с. 
18 iJ<obNJ - Ш. Ko!iucи, К. Ноыидзу, Основы дифференциальной геометрии, Т. 1, 2. М. : Науха, 

1981. 
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Если локальная 1-параметрическая группа, порождае:vrая вектор­

ным полем Х в окрестности каждой точки р Е М , состоит из ( локаль­

ных) проективных преобразований, то поле Х называется инфините­

зuмаJ1.ьным прое?Сmивным преобразованием, или nрое?Стивным движе­

нием. Векторное поле Х на псевдоримановом многообразии (М, g) с 

римановой связностью '1 есть инфинитезимальное проективное пре­

образование есrи и только если, (Ez]19 

Lxg == h, (0.3) 

V'h(Y, Z, W) = 2g(Y, Z)Wip + g(Y, W)Z'P + g(Z, W)Yrp, (0.4) 

(У, Z, W) Е Т(М), 

где ер = nl_l divX. Уравнение (0.3) называется обобщенным уравнени­

ем Кил.л.инга, а уравнение (0.4) называется уравнением Эйзенхарта. 

Псевдориманово многообразие, в котором существует нетривиальное 

решение h =! cg уравнений Эйзенхарта, называют h - nространст-

вом. 

Каждому решению h уравнения (0.4) в М соответствует квадра­

тичный первый интегра:~ уравнений геодезических 

(h - 4cpg)(r, ")') = const, (0.5) 

где "f- касательный вектор геодезической. 

В параграфе 1.2 дается краткий обзор литературы по геодезичес­

ким отображениям и проективным преобразованиям псевдоримановых 

пространств. 

В параграфе 1.3 рассматривается метод косонормального репера и 

развитый А. В. Аминовой общий подход к нахождению и исследова­

нию проективных преобразований псевдоримановых многообразий. В 

основе этого подхода лежит рассмотрение алгебраической структуры 

19 (Ez] - Л. П. Эйзенхарт, Риманова гео ... етрш~, М. : ИЛ, 1948. 
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производной Ли Lxg;j метрического тензора gij в направлении ин­

финитезимального проективного преобразования Х . Алгебраическая 

структура задается характеристикой Сегре билинейной формы Lx9ii 

и опреде:~яет тип h- пространства. 

Во второй главе составляются и разрешаются относительно ко­

эффициентов связности /ijk уравнения Эйзенхарта в косонормальном 

репере для каждой допустимой характеристики билинейной формы hij 

в пространстве-времени V 6 сигнатуры [+ + - - - -]. 
В параграфе 2.1 определяются все возможные типы h- пространств, 

то есть типы билинейной формы Lx9ij, определяемые характеристи­

кой >.-матрицы (hij - Л%) в пространстве V 6 с двумя времениподоб­

ными координатами и выписываются соответствующие канонические 

значения тензоров g;i и a;j, где a;j = h;j - 21.pg;j есть симметричная 

билинейная форма той же характеристики, что и h . 

В параграфе 2.2 с помощью найденных в параграфе 2.1 каноничес­

ких значений тензоров g;j и a;j уравнения Эйзенхарта в косонормаль­

ном репере {Х1} [А7]20 

б 

Xrapq + L eh(lihq/ii.pr + 'liph/ii.qr) = !iprXqt,p + !iqrXpt,p (0.6) 
h=l 

(p,q,r,h = 1, ... ,6) 

записываются для каждой допустимой характеристики билинейной фор­

мы h в пространстве V 6 с сигнатурой[++ - - - -], за исключением слу-

чаев [(1".1)(1".1)".(1".1)], [(21".1)(1".1)."(1".1)] и [(31."1)(1".1)".(1".1)]. 
рассмотренных в работе [А7). Затем эти уравнения разрешаются от­

носительно коэффициентов связности lijk. 

В третьей главе интегрируются уравнения Эйзенхарта в случае 

h- пространств с различными базисами элементарных делителей Л-

20(А 7] - А. В. Аминова, А.сге6р111 Лu uнфинитезuма.м.ныж nроектиенш nрео6раэоеани1I доренце­

еых многообразий, УМН. 1995. Т. 50. Nl. С. 6~142. 

10 



матрицы, которые мы называем жес~кими h - пространствами. На­

ходятся тензоры hij , 9ij и функuия r.p, удовлетворяющие в V 6 урав­

нениям Эйзенхарта. Для каждого решения h уравнения Эйзенхарта в 

рассматриваемом случае выписываются соответствующие квадратич­

ные первые интегралы уравнений геодезических. 

В параграфе 3.1 определяются тензоры 9i; , h,1 и функция r.p в слу­

чае простых элементарных делителей .>.- матриuы (h;1 - .Лg;1 ), когда 
тензор h;1 имеет шесть независимых главных направлений и матри­

uы (g;j) и ( hij) могут быть одновременно приведены в каждой точке 

пространства к диагональному виду. Так как это характерно для опре­

деленных форм, то в этом случае справедливы результаты Г. Фубини 

и А . С. Солодовникова [Fub] 21 , [S]22 • Результаты, относящиеся к h­

пространствам типа [111111], сформулированы в Теореме 3.1. 

В параграфе 3. 2 рассмотрены h- пространства типов [21111] и 

[2211]. Доказана 

Теорема 3.2 Если симметрический текзор h;j и функция r.p удов­

летворяют в V 6(g;;) уравненшм (0.4) и характеристика тензора hij 

есть [2211], то существует гоо1tономная система координат, в кото­

рой компоненты метри'Ческого тензора g;; , тензора h;i , а также 

функция ~ оnредеАяются следующими равенствами: 

. ' 2 1 2 2 22 g;;dx1dx1 = е2(/4 - /2) ПаUа - f2){2Adx dx - А E1(dx ) }+ (0.7) 

е4(/2 - f4) 2ПaUa - f4){2Adx 3dx4 
- A2E2(dx4)2} + L еаП:(f; - fa)(dx 0

)
2

• 
с 

. . 1 2 2 2 
a;1dx1dx1 = 2f2912dx dx + (/2922 + Ag12)(dx ) + (0.8) 

2f4g34dx3dx4 + (!4944 + Agм)(dx4 ) 2 + L fa9aa(dx 0
)
2

, 
а 

21 [Fub] - G. Fubini, Sui gruppi trшforma:ioni geodetiche, Mem. Асс. Torino. Cl. Fif. Mat. Nat. 1903. 

V. 53. N2. Р. 261-313. 
22 [5] - А. С. Соnоаовнио:ов, Прое><fllь•кые nрео6разо•аиu р ..... аио•оох nростраксто. УМН. 1956. 

N 11. С. 45-116. 
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(0.10) 

где f2 = i:x2 , f 4 = Ёх4 +а, i:, Ё = О, 1, а - постоянна.я, не равная нулю 

при Ё =О, 

(0.11) 

fa(x"), В(х2), w(x4) -- функции указанных переменных, с= const, 

е; = ± 1 , i = 1, "" 6 , (1 = 5, 6 . 

Уравнения геодезu'Ческих метрики (О. 7) допускают квадраmи'Чный 

первый интеграл, определяемый формулой 

(! 2 ) ·k·i А (.2)2 А- (.4)2 
k - rp Ykix х + 912 х + 934 х = const, (0.12) 

(k=2,4,5,6). 

В формуле (0.7) П"(f" - fm) (m=2, 4) означает произведение мно­

жителей (!" - fт) для всех а, а Щ(f; - fи) означает произведение 

множителей (fi - !а) для всех i, кроме i =а. 

В случае h- пространства типа [21111) справедливы результаты 

А. В. Аминовой [А7]2°. 

В параграфе 3.3 указывается явный вид тензоров h;j, 9ij и функ­

ции rp, удовлетворяющих в V 6 уравнениям Эйзенхарта в случае h­

пространств типов [3111], [321] и (33). Для каждого решения h урав­

нения Эйзенхарта в рассматриваемых случаях выписываются соответ­

ствующие квадратичные первые интегралы уравнений геодезических. 

В частности, доказана следующая теорема. 

Теорема 3.5 Если симметри'Ческий тензор h;j с характеристи­

кой [33] и функци..я rp удовлетворяют в V 6(g;j) уравнениям Эйэен­

харта, то в некоторой голономиой системе коордииат 9ij , h,j и i{J 

оnредмяются формулами 

(0.13) 
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2(Ех 1 - 2AE1)dx2dx3 + ((t:x1
)

2 
- 4Ех 1АЕ1 +4A2E2)(dx3) 2}+ 

е5(!3 - /5)3{(dx5)2 + 4Adx4dx6 + 2(lx4 + 2AE1)dx5dx6+ 

((lx4
)
2 + 4lx4AE1 + 4A2E2)(dx6)

2
}, 

aiidxidxi = t:x3gi1j 1 dxi'dxi• + 2g13dx2dx3+ (0.14) 

4Ag22(Ex1 - AE1)(dx3)
2 + (lx6 + a)gi212dxi 2 dxi2+ 

2g45dx5dx6 + 4Agss(lx4 + AE1)(dx6
) 2 , 

3 
'Р = 2U3 + /б) +с, (О.15) 

h;j = a;i + 3(!3 + /5 + c)gij. (0.16) 

гае fз = Ех3 , /5 = lx6 +а, t:, l = О, 1, а - постоянная, не равная нулю 

при Ё=О, с- const, i 1,j1 =1,2,3, i2,J2=4,5,6, 

(0.17) 

В(х3), ""1(х6 ) - произвольные функции указанных переменных. 

Уравнения геодези-ческих метрики (0.35) допускают квадрати-ч­

ньиI первый интеграл 

(fk - 2ip)gk;x"xi + 2913±2±3 + 2Ag22(fx1 - АЕ1)(±3 ) 2+ (О.18) 

2945±5±6 + 2А9ы;(Ёх4 + АЕ1)(±6) 2 = const, (k = 3, 6). 

Результаты, относящиеся к h- пространствам типа [321], сформу­

лированы в Теореме 3. 4. В случае h- пространств типа (3111] спра­

ведливы результаты А. В. Аминовой [А7] 20 . 

В параграфе 3.4 определяются тензоры h;j , 9ii и функция 'Р, удов­

летворяющие в \16 уравнениям Эйзенхарта в случае h- пространств 

типа [411] и указываются соответствующие квадратичные первые ин­

тегралы уравнений геодезических. Доказана 
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Теорема 3. 7 Есл.и симметри'Ч.ески'й тензор h;j типа (411) и ска­

.л.яр tp удовлетворяют в V 6 с метрикой 9ij уравнениям (0.4), то 

существует голономная система координат, в которой g;; , h;; и tp 

определяются формулами 

9ijdxidxj = e4Пu(fu - Ex4){6Adx1dx4 + 2dx2dx3+ (0.19) 

2(2Ех2 - 3AE1)dx2dx4 - E1(dx3
)
2 + 2(Ех1 

- 2Ex2E1)dx3dx4+ 
3 

4((Ех2 ) 2 Е1 + Е2 х 1 х2 - -Ex1AE1)(dx4
)
2} + 3Adx3dx4+ 

2 

12Ех2 A(d:r4
)
2 + L euП';(f; - fи )(dxu)2, 

" 
a;;dx;dxj = Ex4g;,j,dxi1dxj1 + 2g14dx2dx4 + 2924dx3dx 4+ (0.20) 

4 
92з(dх3 ) 2 + 3g2з{2Ех 1 А - 4Ех2 АЕ1 + -(fx2)2}(dx4

)
2 + 9A2(dx4

)
2+ 

3 

f5955( dx5)2 + fбg55(dx6 ) 2 , 
6 

h;j = a,j + 2ipg,j, 2ср = 2: f; + с, (0.21) 
i=l 

где !1 = !2 = fз = f4 = ЕХ4 , Е равно О либо 1, е4, е5, е5 = ±1, i1,J1 = 
1,2,3,4, а= 5,6, с= const, 

f 5 - функ:ция переменного х5 , !б - функция переменного х6 , () - функ­

ция переменного х4 , ПиUи-Ех4) озна-чает произведение множителей 

Uи - Ех4 ) для всех а, Щ(f; - fи) озна'Ч.ает произведение множителей 

(!; - fи) для всех i = 1, ... , 6, кроме i =а. 

Уравнения геодези-ческих метрики (0.19) допускают квадрати'Ч­

ный nервы'й интеграл. 

(f 2 ) . k . i 2 . 2 . 4 2 . з . 4 ( . 3)2 
k - ер 9kiX Х + g14X Х + 924Х Х + 923 Х + (0.23) 
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В параграфе З.5 находятся явные выражения для тензоров h;;, 9ij 

и функции ер, удовлетворяющих в V 6 уравнениям Эйзенхарта в случае 

h- пространств типа [51) и выписываются соответствующие квадра­

тичные первые интегралы уравнений геодезических. Доказана следу­

ющая теорема. 

Теорема З.8 Если симметри'Ческий тензор hij типа [51] и скал.яр 

ер удовлетворяют в V 6(gi;) уравнениям Эuэею;арта, то существует 

голономная система коордипат, в которо'й 9ij, h;j и <Р имеют вид: 

(О.24) 

2(3t<:x3 
- 4AE1)dx2dx5 + (dx3

)
2 

- 2E1dx3dx4 + 2(2а2 
- 3t<:x3E1)dx3dx5+ 

2( t<:x1 
- 2tx2E1)dx4dx5 + 4(3/2t<:x1tx3 + ( tx2

)
2 

- 2tx1 АЕ1 -

3t<:x2t<:x3E1)(dx5
)

2
} + es(tx5 

- / 6 ) 5(dx6)
2

, 

. . 5 . . 3 4 42 
ai;dx'dx3 = tx 9i,;,dx'1dx'1 + 2gззdх dx + g34(dx) -т- (0.25) 

2g15dx2dx5 + 2g2ьdx3dx5 + 2g'Мidx4dx5 + 4gзз(2€х 1 А - 4t:x2 АЕ1 + 

3t<:x2t<:x3 
- 9/4(tx3

)
2Ei)(dx5

)
2 + fsgбб(dx6)2 , 

6 

h;; = ai; + 2'P9i;, 2ср = 'L,f; +с, 
i=l 

(0.26) 

где !1 = /2 = /з = /4 = fs = t<:x5 , е равно О либо 1, es, е5 = ±1, 

i1,J1=1, ".,5, с= const, 

(О.27) 

fs - функция nеремепного х6 , (} - функция nеремен:ного х5 . 

Уравнения геодеэи11,ескv.х метрики (0.24) допускают квадраmи'Ч­

ный первый интеграл 

(f 2 ) . k • i 2 . 2 • 4 ( . 4)2 
k - t.p 9kiX Х + g33X Х + 934 Х + (0.28) 

2gis±2±5 + 2g2s±
3x5 + 2озs±4±5+ 

4gзз(2ех 1 А - 4tx2 АЕ1 + 3tx2tx3 
- 9/4(ех3) 2Е1 )(±5 )2 = const, (k = 5, 6). 
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Четвертая глава посвящена интегрированию уравнений Эйзен­

харта в косонормальном репере в случае h- пространств с кратными 

базисами элементарных делителей ,\ - матрицы ( h;j-,\Yii) . Пля каждо­

го допустимого типа h- пространств, за исключением h- пространств 

типов [(kl ... 1)(1 ... 1) ... (1 ... 1)] ( k = 1, 2, 3 ), исследованных А. В. 

Аминовой [А7] 20 , определяются явные выражения для метрического 

тензора Yij , тензора hij и определяющей функции rp, а также нахо­

дятся соответствующие квадратичные первые интегралы уравнений 

геодезических. 

I3 параграфе 4.1 указаны явные выражения для тепзоров hij, Yij и 

функции ер, удовлетворяющих в V 6 уравнениям Эйзенхарта, в случае 

h.- пространств типов [4(11)], [(41)1], [(411)] и [(51)] , а также найдены 

соответствующие квадратичные первые интегралы уравнений геодези­

ческих. 

Параграф 4. 2 посвящен нахождению явного вида тензоров h;j , Yij 

и функции 'Р, удовлетворяющих в V 6 уравнениям Эйзенхарта, в спу­

чае h- пространств типа [(21 ... 1)(21 ... 1) ... (1 ... 1)] и определению 

соответствующих квадратичных первых интегралов уравнений геоде­

зических. 

В параграфе 4.3 получены явные выражения для тензоров h 1j, Yii 

и функции 'Р, удовлетворяющих в V 6 уравнениям Эйзенхарта, в слу­

чае h- пространств типов [3(21)], [(32)1], [(31)2], [(321)] и [(33)], 
а также найдены соответствующие квадратичные первые интегралы 

уравнений геодезических. 

В пятой главе получаются необходимые и достаточные условия 

постоянства кривизны жестких h- пространств. Определяются свой­

ства определяющей функции инфинитезимального проективного пре­

образования и исследуются ковариантно постоянные симметрические 

тензоры в жестких h- пространствах. Результаты параграфов 5.1-5.3 
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этой главы позво:rяют получить важную информацию о строении про­

ективной а;~гебры Ли Pr в жестких h - пространствах. 

В параграфах 5.1-5.4 доказываю'J;Ся следующие теоремы. 

Теорема 5.1 Д.А.Я того, -чтобы 6-мерные жесткие h - nрсстран­

ства V6 типов [2211], [321], [33], [411] и [51] имели nостоптую 

кривизну, необходимо и достато-чно выполнение следующих условий: 

для h - пространств типа (2211] 

Рр - Рир = Рр - Ppq = f = € = О (р =/:- q, р , q = 2, 4, а = 5, 6), (0.29) 

д.л..я h- пространств типа [321] 

f'в=Е=Ё=О, (0.30) 

d.А.Я h -пространств типа [33] 

€=€=О, (0.31) 

д.л.я h - пространств типа [411] 

Р4 - Ри4 = € = 'Yl = 'У2 =О (а= 5, 6) , (0.32) 

для h - пространств типа [51] 

f'в=Е=0, (0.33) 

где 

- 1 (!;)2 
Рр - -- L (f f )2 ' 4 и и - р 9ии 

1 u;1 2 

Ppq=--'L(f f)ff f) ' 4 и 11 - р \)U - q 9ии 
(0 .34) 

1 (!;)2 2f1'u 1 -1 
Pup=--4 (f -f) {('')2-f -j + _~(f;-fu) }-

и р 9ии J и а р i ,i,.la 

1 (!')2 
- 'L , 
4 -,,-,# (!.., - fp)(f.., - fa)g..,.., 

1 (J.')2 - 1 (!;)2 
1'1---'L 11 'Y2---'L 4. (0.35) 

- 4 а Ua - f4) 39au' 4 а Ua - /4) 9ии 
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Случаи [111111;. [21111] и [3111] рассмотрены в [А7]2°. 

Теорема 5.2 Определяющая функция проективного движения в 

жестких li - пространств ах н.епостоянной кривизны имеет вид а 1 :р, 

где а 1 постоянная, 'Р - функция, определенная для каждого типа h -

пространства в главе 3. 

Теорема 5.3 Любой ковариантно постоянный симметри'Ческий 

тензор b;j в жестком h - пространстве V 6 непостоянной кривизны 

пропорционален фундаментальному тензору: 

b;j = a29ij, (а~ = const). (0.36) 

Теорема 5.4 Аффинная группа в жестких h- пространствах V 6 

непостоянной кривизны состоит из гомот.етиu. 

Теорема 5.5 Все проективные движения в жест:ких h - простран­

ствах V 6 непостоянной кривизны полу'Чаются интегрирован.ие.« урав­

нений 
б 

L,g;j = ~i,j -1- ~j,i = a1aij + (а1 L fk + a2)9ij1 
k=l 

где тензоры a;j и g;j определены в главе 3, ai , а2 -- постоянные. 

Теорема 5.6 Если жесткое h - пространство допускает 'Негомо­

тети'Ческую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит 

подалгебру Hr-l инфинитезимальных гомотетий размерности r -1. 

В Заключении приводятся основные результаты диссертацион­

ной работы. 
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