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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность. В развиваемых в настоящее время технологических про-

цессах все шире применяются сверхкритические флюиды — вещества, находя-

щиеся в сверхкритических условиях. Новые технологии расширяют производ-

ственные возможности и превосходят традиционные промышленные методы

по эффективности и экологичности.

Данная работа посвящена теоретическому исследованию процессов

сверхкритической флюидной экстракции (СФЭ) целевых компонентов из

высокомасличного растительного сырья, в частности, семян подсолнечника,

миндаля, тыквы, рапса и др. Экстракция осуществляется фильтрацией раство-

рителя (сверхкритического диоксида углерода) с известным расходом через

стационарный зернистый слой, составленный из частиц измельченного мате-

риала. В ходе межфазного массообмена экстрагируемые соединения (масло)

переходят в фильтрующийся поток и выносятся им из аппарата, после чего они

отделяются от растворителя.

Дальнейшее совершенствование существующих и создание новых техно-

логий СФЭ, планирование и обработка данных экспериментальных исследова-

ний невозможны без глубокого теоретического анализа процессов экстракции

на основе современных представлений механики многофазных сред. Явления

массопереноса необходимо рассматривать как на микроскопическом уровне от-

дельной частицы сырья, так и на макроскопическом уровне аппарата в целом.

В настоящее время отсутствует единый, обобщенный подход к описанию экс-

тракции, адекватно учитывающий его пространственно-временную многомас-

штабность и с достаточной полнотой охватывающий наблюдаемые эффекты.

Известные частные модели далеко не всегда согласуются между собой и ре-

зультатами экспериментов.

Становится очевидной необходимость дальнейшего развития и обобще-

ния теоретических методов описания СФЭ, разработки средств идентификации

моделей и оптимизации изучаемых процессов экстракции, что и определяет

актуальность темы диссертации.

Целью работы является теоретическое исследование режимов сверхкри-

тической флюидной экстракции в рамках механики многофазных сред на осно-

ве двухмасштабного описания процесса СФЭ из полидисперсного зернистого

слоя растительного сырья, а также разработка методов идентификации и опти-

мизации процессов экстракции.

Достижение поставленной цели предполагает решение следующих задач:

1. Разработать в рамках современных представлений механики много-

фазных сред обобщенное двухмасштабное описание процессов экстракции в

полидисперсном зернистом слое как на микроуровне в масштабах отдельных

частиц с учетом основных возможных механизмов диффузионного транспорта

извлекаемых веществ, так и в масштабах аппарата-экстрактора в целом.
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2. Выполнить теоретическое исследование разработанной обобщенной

модели СФЭ методами теории подобия и анализа размерностей, оценить воз-

можность идентификации различных режимов экстракции на микроуровне

отдельных частиц. Обосновать достаточность подхода сужающегося ядра

(Shrinking Core — SC) для описания основных режимов процесса экстракции в

полидисперсном зернистом слое при наличии пылевой фракции.

3. Распространить подход сужающегося ядра на случай полидисперсного

слоя сферических частиц, построить приближенно-аналитическое решение за-

дачи СФЭ, обосновать и выполнить на этой основе процедуру идентификации

модели SC на имеющихся опытных данных для полидисперсных сред.

4. Сформулировать и исследовать обратную задачу идентификации фрак-

ционного состава зернистого слоя по экспериментальной кривой выхода масла

в рамках подхода SC, построить точное решение задачи в случае плоских ча-

стиц и разработать алгоритм ее численного решения для сферических частиц.

5. Исследовать влияние различных факторов (степени измельчения сы-

рья, пространственной неоднородности фракционного состава зернистого слоя

по длине аппарата и изменения расхода растворителя) на эффективность про-

цесса экстракции с целью определения оптимальных режимов СФЭ.

Методы исследования. Для решения поставленных задач используются

подходы механики многофазных сред, методы асимптотического анализа, ите-

рационные алгоритмы численного решения нелинейных задач математической

физики. При формулировке и решении задач оптимизации применяются мето-

ды теории управления системами с распределенными параметрами, обратные

задачи решаются методом подбора квазирешения. В экспериментальной части

исследований выполняется анализ дисперсности частиц на основе явления ла-

зерной дифракции света и используются методы световой микроскопии (метод

светлого поля в отражённом свете).

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Формулировка и анализ методами теории подобия и размерностей

обобщенной модели массопереноса на уровне отдельной частицы измельченно-

го сырья, учитывающей ее клеточное строение и основные механизмы транс-

порта. Определение границ применимости модели сужающегося ядра для опи-

сания основных режимов СФЭ в полидисперсных зернистых слоях.

2. Результаты апробации модели сужающегося ядра в бидисперсном при-

ближении. Экспериментальное подтверждение гипотезы о бимодальном харак-

тере функции распределения частиц зернистого слоя по размерам. Определение

физических констант процесса СФЭ для семян тыквы, абрикоса, подсолнечни-

ка и винограда.

3. Постановка и решение обратной задачи восстановления фракционного

состава зернистого слоя сферических и плоских частиц. Аналитическое пред-

ставление обратного оператора в случае плоских частиц, обоснование сходи-

мости итерационного алгоритма в случае сферических частиц.

4. Доказательство оптимальности локально монодисперсной стратифи-
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цированной упаковки полидисперсных частиц в аппарате в классе возможных

способов упаковки при фиксированной и однородной пористости слоя.

5. Постановка и решение двух задач оптимизации процесса СФЭ по рас-

ходу растворителя со временем, способу упаковки полидисперсных частиц в

аппарате, а также степени их измельчения, характеризуемой функцией объем-

ного распределения частиц по размерам.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 30
работах, 8 из которых опубликованы в рецензируемых изданиях, рекомендован-

ных ВАК. Из них 7 проиндексированы в международных системах цитирования

Scopus и Web of Science. Также зарегистрированы 2 авторских свидетельства

на программы для ЭВМ.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и об-

суждались на 25 конференциях и семинарах. Основные из них: VII, VIII На-

учно-практические конференции с международным участием «Сверхкритиче-

ские флюиды: фундаментальные основы, технологии, инновации», г. Зелено-

градск, 2013, 2015; Всероссийская конференция «Обратные краевые задачи и

их приложения ОКЗ», КФУ, г. Казань, 2014; XIV, XV Международные конферен-

ции «European Meeting on Supercritical Fluids EMSF», г. Марсель, 2014, г. Эссен,

2016; XXI, XXII Международные конгрессы «International Congress of Chemical

and Process Engineering CHISA», г. Прага, 2014, 2016; ХI Всероссийский съезд

по фундаментальным проблемам теоретической и прикладной механики, КФУ,

г. Казань, 2015; XI Международная конференция «Сеточные методы для крае-

вых задач и приложения», КФУ, г. Казань, 2016; Итоговые конференции КФУ за

2015 и 2016 года, КФУ, г. Казань, 2016 – 2017.

Достоверность полученных результатов обеспечивается адекватным при-

менением классических методов механики многофазных сред, а также коррект-

ным использованием численных методов при построении приближенных реше-

ний систем дифференциальных уравнений. Результаты моделирования в рамках

развитых подходов согласуются с представительным набором эксперименталь-

ных данных, полученных другими авторами.

Научная новизна результатов диссертации состоит в следующем:

Построена общая, многопараметрическая модель массопереноса на

уровне отдельной частицы измельченного сырья, конкретизирующая внутрен-

нее строение растительного материала. Проведен ее анализ методами теории

подобия и анализа размерностей, определены границы применимости извест-

ных, упрощенных микромасштабных подходов. Создана разностная схема для

расчета микро- и макромасштабных характеристик СФЭ в полидисперсном

слое молотого сырья.

В рамках микромасштабного подхода сужающегося ядра построено ана-

литическое решение модели СФЭ из полидисперсного зернистого слоя. По-

лучены асимптотические разложения для кривой выхода масла (КВМ) после

окончания линейного этапа, а также для продолжительности последнего. Иден-

тифицированы характеристики (коэффициент диффузии, концентрация насы-
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щения и исходная масличность) молотых семян различных масличных культур.

Сформулирована и решена обратная задача восстановления фракционно-

го состава полидисперсного зернистого слоя по экспериментальной КВМ.

Найдены и проанализированы оптимальные режимы экстракции. Иссле-

довано влияние на динамику СФЭ таких управляющих параметров, как исход-

ные запасы растворителя, зависимость его расхода от времени, плотность объ-

емного распределения частиц по размерам, а также функция упаковки. Опреде-

лена зависимость скорости фильтрации от времени, позволяющая использовать

наиболее грубый помол сырья.

Научная и практическая значимость. Диссертация носит в основном

теоретический характер и направлена на расширение знаний о взаимодействии

фильтрующегося потока растворителя с целевыми веществами, как на микро-

уровне индивидуальной частицы, так и на макроуровне порового пространства

аппарата в условиях СФЭ. Предложенная и апробированная во второй главе

модель сужающегося ядра с учетом полидисперсности зернистого слоя может

применяться как основа для разработки и оценки эффективности промышлен-

ных установок. Результаты оптимизации, изложенные в третьей главе, указыва-

ют на существование экономически более выгодных режимов работы экстрак-

тора по сравнению с используемыми в настоящее время.

Работа выполнена при поддержке РФФИ и Академии Наук Республики

Татарстан (гранты № 15–41–02542 р_поволжье_а и 16–31–00007 мол_а).

Объем и структура работы. Полный текст диссертации с 35 рисунками

и 5 таблицами изложен на 140 страницax, и состоит из введения, трех глав,

заключения, списка литературы и одного приложения (на 5 страницах). В кон-

це каждой главы сформулированы выводы. Список литературы содержит 151
наименование.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении обосновывается актуальность темы диссертации, приводит-

ся обзор научной литературы по изучаемой проблеме, формулируются цель

и задачи работы. Ряд фундаментальных вопросов построения макроконтину-

альных моделей механики многофазных сред рассмотрен Р.И. Нигматулиным,

В.Н. Николаевским, М.А. Гольдштиком и др. Результаты лабораторных иссле-

дований описаны в работах Ф.М. Гумерова, Г.И. Касьянова, Р.Н. Максудова,

И.Н. Зилфикарова, К.Г. Боголицына, L. Fiori, H. Sovova, M. Goto, E. Reverchon.

Глава 1 «Диффузионное описание и анализ процесса сверхкритической

флюидной экстракции методами теории подобия» посвящена общим вопросам

математического описания процессов СФЭ в полидисперсном слое молотого

растительного сырья с высоким начальным содержанием масла.

В параграфе 1.1 в рамках представлений механики многофазных сред

формулируется обобщенная модель явления. Целевые извлекаемые соедине-

ния (масло) рассматриваются в однокомпонентном приближении. Макромас-

штабный процесс фильтрации растворителя через пористый зернистый слой
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рассматривается в приближении аппарата идеального вытеснения, и уравнение

записывается относительно концентрации 0 ≤ C ≤ 1 масла в растворе, норми-

рованной на концентрацию насыщения θ∗

e
∂C

∂t
+ v

∂C

∂z
= 3(1− e)θ−1

∗

∫ +∞

0

J(a, C)a−1f(a)da, (1)

где e — пористость зернистого слоя, t — время, z — пространственная координа-

та, отсчитываемая вдоль оси аппарата, v — скорость фильтрации растворителя.

Дисперсный состав частиц описывается функцией F (a) их объемного распре-

деления по размерам (радиусам) a с плотностью f(a); dF (a) = f(a)da.

Континуальная модель одиночной частицы определяет массовый поток

J в единицу времени с единицы поверхности пробной сферической частицы

радиуса a, омываемой раствором концентрации C. При формулировке микро-

модели учитываются известные представления о структуре сырья. Проница-

емые клеточные мембраны отделяют изначальную область локализации мас-

ла (клетки) от межклеточного пространства (апопласта), выполняющего роль

транспортных каналов. Его объемная доля ε ∼ 0.1. Характерное время пере-

носа масла поперек мембран в апопласт определяется параметром βc, который

равен отношению коэффициента массоотдачи клетки к ее радиусу; последу-

ющий транспорт по апопласту осуществляется по градиенту концентрации с

коэффициентом диффузии Da

(1− ε)
∂xs

∂t
+ ε

∂θa
∂t

=
Da

a2r2
∂

∂r

(

r2
∂θa
∂r

)

, (2)

∂xs

∂t
= −3βc(θs − θa), θs = min{θ∗, xs}. (3)

0.25

0.5

0.75

s

0.25 0.5 0.750 τс

Рис. 1 — Функция s, построенная по форму-
лам (4) – (5) при y = 0 и разных M. Стрел-
ка указывает направление роста lnM с по-
стоянным шагом 1 на отрезке [−3; 4]. Пунк-
тирная линия отвечает предельному случаю
M → ∞, штрих-пунктирная — M → 0.

Здесь 0 ≤ r ≤ 1 — радиальная коор-

дината в частице, нормированная на

ее радиус, xs — текущая средняя мас-

са масла в единице объема клетки, θa
и θs — концентрации масла в раство-

ре в апопласте и клетках.

Второе из уравнений (3) вы-

ражает принятую схему растворения

масла. Во время процесса оно по-

степенно растворяется в экстрагенте,

мгновенно насыщая раствор в клет-

ке до θ∗. После полного растворе-

ния запасенного масла (с изначаль-

ной плотностью x0
s) θs = xs < θ∗.

В параграфе 1.2 в рамках спе-

циально разработанной итерацион-

ной разностной схемы, а также на основе методов теории подобия и анализа
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размерностей проводится исследование полной многопараметрической нели-

нейной модели (1) – (3). Малость слагаемых, пропорциональных ε, позволяет

упростить модель. Режимы массопереноса в частице определяются двумя кри-

териями подобия: Θ = θ∗/x
0
s и M = a2βc/2Da. Характерное время истощения

частицы радиуса a равно tcsc = Θ−1
(

1/3βc + a2/6Da

)

.

Число Θ характеризует масличность растительного материала. Динамика

экстракции из высокомасличного сырья, x0
s ≫ θ∗, исследуется в главном члене

разложения уравнений модели (2) – (3) по параметру Θ → 0. Построено анали-

тическое решение предельной задачи, включающее выражения для полей мик-

ромасштабных характеристик и объемной доли s масла (см. Рис. 1), извлечен-

ного из частицы к текущему моменту ее безразмерного времени τc = t/tcsc(a)

s =











1 +M

2M

(√
6Mcth

(
√
6M

)

− 1
)

(τc − y), τc − y < (1 +M)−1;

1− R

2M

(

1 + 2MR2 −
√
6MR cth

(
√
6MR

)

)

, (1 +M)−1 < τc − y,

(4)

где функция R(τc − y) ∈ [0; 1] определяется неявно соотношением

R

1 +M
+

√
6M

1 +M
R(1−R) cth(

√
6MR) +

M

1 +M
(2R3 − 3R2 + 1) =

min
[

max
(

(1 +M)
−1

; τc − y
)

; 1
]

, y(τc) =

∫ τc

0

C(τ)dτ.

(5)

0.25 0.5 0.75

0.25

0.5

0.75

0

Θ
r

xs

Рис. 2 — Запасы масла xs в клетках частицы

при C ≡ 0, τc = 0.5, Θ = 0.02 и lgM =
{−2, − 1, − 0.5, 0, 0.5, 1, 2, 3}. Стрелка

указывает направление роста M.

Предел малых M (см. Рис. 2)

отвечает равномерному истощению

клеток по всему объему частицы, и

θa ≈ Cθ∗. Иная картина характер-

на для другой предельной ситуации,

M → ∞. В этом случае у поверх-

ности частицы формируется концен-

трационный фронт истощения, кото-

рый с течением экстракции продви-

гается вглубь частицы и разделяет

внутреннее маслосодержащее ядро,

xs ∼ x0
s , и внешнюю транспортную

зону, xs ∼ θ∗. Решение при малых и

больших M полностью согласуется

с упрощенными схематизациями це-

лых и разрушенных клеток (Broken-Intact Cells — BIC) и SC соответственно.

Прямыми расчетами определены области применимости предельных режимов:

M < 0.05 и M > 50.

Макромасштабная задача (1) для полидисперсного зернистого слоя харак-

теризуется спектром времен tcsc(a) истощения частиц разных размеров, а также

8



временем tqsc = Θ−1H(1− e)/v прохождения концентрационного фронта через

аппарат длины H . Критерии подобия η(a) = tqsc/t
c
sc(a) являются основными

во внешней задаче для высокомасличного сырья, когда фильтрационный вынос

экстрактивных соединений проходит в квазистационарном режиме. Эффектив-

ность массоотдачи слоя может быть повышена за счет увеличения объемной

доли частиц, характеризуемых большими η.

В случае бимодальных функций распределения f(a) динамика процес-

са преимущественно определяется двумя числами η, отвечающими модальным

размерам. В конце параграфа 1.2 представлена интерпретация наблюдаемой в

опытах двухстадийности СФЭ. Она обусловлена одновременным присутствием

в зернистом слое частиц, характеризуемых как большими значениями η (пыле-

вая фракция, a = a1), так и малыми (основная фракция, a = a2 ≫ a1).
В параграфе 1.3 обсуждается проблема идентификации параметров βc и

Da в условиях СФЭ по измеряемой экспериментально КВМ 0 ≤ Y (t) ≤ 1,

представляющей долю масла, извлеченного из аппарата к моменту времени t.
Показано, что при различных M возможно добиться высокой степени согла-

сия теоретических кривых с лабораторными данными, отвечающими непродол-

жительным опытам; КВМ чувствительна к микромасштабным параметрам на

больших временах экстракции (см. Рис. 3). Это указывает как на необходимость

точной идентификации микромодели, так и на возможные пути решения этой

задачи, например, в рамках более длительных опытов. В завершение параграфа

теоретически обосновывается достаточность применения подхода сужающего-

ся ядра для описания динамики экстракции в полидисперсном слое при коэф-

фициенте диффузии, не зависящем от степени измельчения. Пылевая фракция

характеризуется эффективным размером.

В главе 2 «Исследование модели сверхкритической флюидной экстрак-

ции в полидисперсном зернистом слое в рамках приближения сужающегося

ядра. Интерпретация экспериментальных данных» процесс СФЭ анализирует-

ся в рамках микромасштабной схематизации SC, решаются задачи идентифика-

1

2

3

0.9 1.8 2.70 t/tsc

q

0.25

0.5

0.75

Y
1

2

3

8 16 240 t/tsc

q

0.25

0.5

0.75

Y

Рис. 3 — Расчетные КВМ (линии) и экспериментальные данные (маркеры), отвечаю-
щие разным размерам a2 частиц основной фракции. Пунктирные, штрих-пунктирные и
сплошные линии соответствуют значениям M порядка 0.1, 1 и 100.
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ции модели для случая полидисперсного слоя сферических (m = 3) и плоских

(m = 1) частиц, размер a которых — радиус и полутолщина.

В параграфе 2.1 макромасштабный процесс фильтрации рассматривается

в квазистационарном приближении, что допустимо в случае высокомасличного

сырья, и дается безразмерная формулировка модели СФЭ. Эта модель приво-

дится к задаче Коши для дифференциального уравнения с разделяющимися пе-

ременными относительно функции y(ζ,τ) осевой координаты ζ = z/H ∈ [0; 1]
и безразмерного времени τ = t/tqsc

∂y

∂ζ
=

∫ +∞

0

s

(

τ − y

ξ2

)

f(ξ)dξ, y
∣

∣

ζ=0
= 0, y =

∫ τ

0

C(ζ,τ)dτ, (6)

ϕm(s) =







s2, m = 1;

3
(

1− (1− s)
2/3

)

− 2s, m = 3;







= min

{

1,
τ − y

ξ2

}

. (7)

Здесь время играет роль параметра, ξ = a/asc — безразмерный размер частиц,

a2sc = 2mDaH(1− e)/v. КВМ определяется как Y (τ) = y(1,τ). Описывается

структура решения для полидисперсного зернистого слоя частиц произвольной

формы, которое выписывается в квадратурах. Для монодисперсного слоя плос-

ких частиц оно выписано явно.

Рис. 4 — Фотография частиц, осевших
при ситовом фракционировании между си-
тами с размерами 800 и 1000 мкм (шкала:
800 мкм).

Анализ лабораторных данных

на основе модели (6) – (7) пока-

зывает, что они не описываются в

рамках монодисперсного приближе-

ния. Двухстадийность эксперимен-

тальных кривых позволяет предпо-

ложить бимодальность функции рас-

пределения частиц по размерам.

В параграфе 2.2 для маслич-

ного сырья этот факт устанавлива-

ется экспериментально (см. Рис. 4).

В ходе визуального наблюдения из-

мельченного сырья после его си-

тового фракционирования в каждой

пробе обнаружены пылевые части-

цы. Выявленные прибором Malvern

Mastersizer 2000 особенности (см.

Рис. 5) измеренных распределений

частиц по размерам g(lg a) =
af(a) ln 10 свидетельствуют о выраженной бимодальности функций f(a). Та-

ким образом, необходимо учитывать наличие мелкодисперсных маслосодержа-

щих частиц пыли во всех фракциях молотого растительного материала.
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Рис. 5 — Построенная анализатором
Malvern Mastersizer 2000 плотность g функ-
ции распределения частиц, осевших меж-
ду ситами с размерами 800 и 1000 мкм,
по lg a. Сплошные линии отвечают экс-
трагированному материалу, пунктирные —
неэкстрагированному.

В связи с этим в параграфе 2.3

общие аналитические результаты, по-

лученные в начале главы, конкре-

тизируются с учетом бимодально-

сти плотности f(ξ) = αf1(ξ) +
(1 − α)f2(ξ) распределения F (ξ) ча-

стиц по нормированным размерам ξ.
Функции f1,2 — плотности распре-

делений частиц пылевой и основной

фракций с модами ξ1 ≪ ξ2. Объем-

ная доля пыли составляет α. Для ан-

самбля сферических частиц постро-

ены асимптотические формулы при

ξ1 → 0, ξ2 → ∞ для продолжи-

тельности линейного этапа экстрак-

ции τ−, а также для КВМ Y (τ) на по-

следующем участке (τ(−) = t(−)/t
q
sc)

Y (τ) =α+
2√
3

1− α

ξ0α

(

τ3/2 − (τ − α)
3/2

)

−

1

ξ20

1− α

6α2

(

2α2Ω(2τ − α) + 3(1− α)(α2 − 2ατ + 4τ2)+

12τ3/2(1− α)
√
τ − α

)

+O(ξ−3
0 ), τ > τ−,

τ− = α+
2√
3

(1− α)α1/2

ξ0
+

1− α

2ξ20

(

1− α− 2

3
Ωα

)

+O(ξ−3
0 ).

Нормированная удельная поверхность ξ−1
0 основной фракции и параметр поли-

дисперсности Ω определены следующим образом

ξ−1
0 =

∫

∞

0

ξ−1f2(ξ)dξ ≪ 1, Ω =

∫

∞

0

ξ20
ξ2

f2(ξ)dξ ≥ 1.

Случай Ω = 1 отвечает монодисперсному приближению основной фракции.

Предельным для зернистых слоев с бимодальным распределением частиц

является двухфракционное приближение. В этом случае каждый из трех крите-

риев подобия задачи (6) – (7) избирательно отвечает за поведение КВМ лишь

на одном этапе экстракции: доля α пыли определяет продолжительность ли-

нейного этапа экстракции, размер ξ1 = η
−1/2
1 ее частиц — продолжительность

и кривизну переходной стадии, а размер ξ2 = η
−1/2
2 — наклон Y (τ) на завер-

шающем этапе экстракции.

В завершение параграфа проводится идентификация модели СФЭ в рам-

ках двухфракционного приближения дисперсного состава зернистого слоя для
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Таблица 1 — Результаты апробации для четырех серий экспериментальных данных

Параметр Da · 10
12, м2 с−1 θ∗, кг м−3 x0

s
, кг м−3

Абрикос 3.9 14.5 345

Тыква 1.2 7.7 212

Подсолнух 0.5 5.1 131

Виноград 0.01 27.7 129

представительного набора экспериментальных данных (косточки абрикоса1,

тыквы2, подсолненчника3 и винограда4). Определенные значения констант x0
s ,

θ∗ и Da приведены в таблице 1.

В параграфе 2.4 дается постановка обратной задачи восстановления функ-

ции распределения F (ξ) плоских и сферических частиц по экспериментальной

КВМ Ye(τ). В первом случае задача решена аналитически, вычисление обрат-

ного оператора выполняется по следующей формуле

F (ξ) = −2ξ2
d

dξ

(

dG(ξ2)

dξ

)

−1

,

где функция G определена рекуррентно

G(τ − Ye) =

{

G(τ) − 1, τ− < τ < τ+;

τ − 1, τ+ < τ.

Подразумевается, что эксперимент проводится вплоть до момента τ+ полного

истощения зернистого слоя; Y (τ > τ+) ≡ 1.

В параграфе 2.5 приводится итерационный алгоритм численного реше-

ния обратной задачи для сферических частиц. Обратный оператор для плоских

частиц используется в качестве эффективного предобуславливателя. Значения

F определяются в дискретном наборе узлов, между которыми используется

линейное восполнение. Продемонстрирована сходимость алгоритма для точно

заданных входных данных: КВМ Ye вычисляется по формулам (6) – (7) при

известной дискретной функции распределения (см. Рис. 6).

В главе 3 «Оптимизация процесса сверхкритической флюидной экстрак-

ции» в рамках подходов теории управления системами с распределенными па-

раметрами исследуются две оптимизационные задачи.

В параграфе 3.1 формулируется первая задача, в ходе решения кото-

рой определяются условия, доставляющие максимум доле α = Y (tsc) ≤ 1
масла, извлеченного из аппарата за фиксированное время tsc работы экс-

трактора. Условия описываются тремя управлениями: скорость фильтрации

1Ozkal S.G., Yener M.E., Bayindirli L. // J. Supercrit. Fluids. — 2005. — V. 35, № 2. — P. 119–127.
2Salgin U., Korkmaz H. // J. Supercrit. Fluids. — 2011. — V. 58, № 2. — P. 239–248.
3Fiori L. // J. Supercrit. Fluids. — 2009. — V. 50, № 3. — P. 218–224.
4Fiori L. // J. Supercrit. Fluids. — 2007. — V. 43, № 1. — P. 43–54.
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Рис. 6 — Сходимость итерационного алгоритма для сферических частиц. КВМ Ye рас-
считана для монодисперсного слоя. Слева: при ξ = 1; справа: при ξ = 10. Наклонные
стрелки указывают рост номера итерации.

ω(t) = v(t)/vsc (нормированная на ее среднее значение vsc), функция F (a) рас-

пределения частиц по размерам (или ее плотность f ), а также неоднородность

упаковки ансамбля полидисперсных частиц в аппарат вдоль его оси (характе-

ризуемая функцией упаковки χ). По определению величина χ(z,a)dzda равна

объемной доле частиц, расположенных в тонком слое [z; z + dz] аппарата, и

размер которых лежит в интервале [a; a+ da].
Задача содержит два ограничения, которые являются следствиями зако-

на сохранения числа частиц заданного размера и баланса растворителя. Они

принимают следующий вид:

∫ H

0

χ(z,a)dz = f(a), S

∫ tsc

0

v(t)dt = γQmin,

где H и S — длина и площадь сечения экстракционной колонны, γ ≥ 1 —

полный расход растворителя, нормированный на минимальное его количество

Qmin = Θ−1HS(1 − e), необходимое для полного растворения доступного

масла.

Вычисление целевой функции проводится на основе расширенной двух-

масштабной модели (6) – (7), дополнительно учитывающей неоднородность

зернистого слоя по длине аппарата и варьирование расхода растворителя со

временем.

Далее последовательно исследуется влияние разных управлений на КВМ

и целевой функционал. Рассуждения ведутся в терминах безразмерных пере-

менных, τ = t/tsc, ζ = z/H , ξ = a/asc, ω = v/vsc, где a2sc = 2mΘtsc и

vsc = γQmin/Stsc — средняя скорость фильтрации за время tsc.
В параграфе 3.2 отмечается важность так называемых локально моно-

дисперсных (ЛМ) упаковок, когда каждое сечение аппарата содержит частицы

лишь одного размера ξs(ζ), который либо убывает от входного сечения аппара-

та к выходному, либо возрастает, и χ = δ(ξ − ξs(ζ)). Такие упаковки названы

соответственно ЛМ стратифицированной (ЛМС) и обратной ЛМС (ОЛМС).
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Рис. 7 — Сравнение (слева) разных способов упаковки для различных функций распре-
деления (справа). Пунктирные, сплошные и штрих-пунктирные линии отвечают одно-
родной (χ = f), ЛМС и ОЛМС упаковкам соответственно.

Доказывается утверждение о том, что для любых значений F , ω и γ ЛМС

(ОЛМС) упаковка максимизирует (минимизирует) КВМ Y (τ) в классе упако-

вок с одинаковой однородной пористостью при любых τ ≤ 1. Утверждение

подтверждается серией численных расчетов (см. Рис. 7).

В параграфе 3.3 анализируются решения задачи при постоянной скорости

фильтрации. В этом случае показано, что для ЛМС слоев при каждом γ ≥ 1
величина α достигает своего максимального, равного единице, значения, ес-

ли только функция распределения F принадлежит оптимальному классу, т.е.

удовлетворяет неравенству

F (ξ) ≥ Fs(ξ) = min
(

1, max
(

0, 1− γ(1− ξ2)
))

. (8)

Предельная функция распределения Fs не зависит от формы частиц (сфериче-

ские или плоские), и ее значения уменьшаются с увеличением γ. Она описывает

наиболее грубый помол растительного сырья, при котором достигается макси-

мум α. В этом смысле Fs оптимальна в классе распределений (8). Полученные

аналитические оценки показывают, что при определенных условиях примене-

ние ЛМС упаковок позволяет добиться двукратного сокращения как необхо-

димого для полной экстракции времени, так и количества используемого при

этом растворителя. Интересно, что частицы в ЛМС слое, распределенные со-

гласно Fs, достигают полного истощения одновременно, в момент τ = 1. Далее

принимается, что нижние границы Fs(ξ) оптимальных классов, отвечающие

произвольным парам ω(τ) и γ ≥ 1, также характеризуются этим свойством.

В параграфе 3.4 на примере плоских частиц аналитически исследуется

влияние функции ω(τ) на зависимость Fs(ξ). Построены автомодельные реше-

ния задачи. Они отвечают γ = 1 и степенным законам расхода растворителя,

ω ∼ τr−1/2, r ≥ 0.

В параграфе 3.5 формулируется и исследуется новая задача, в рамках ко-

торой при условии полного истощения ЛМС зернистого слоя к моменту τ = 1
максимизируется средний размер A частиц измельченного сырья. Задача реша-
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ется при разных γ, нормированная скорость фильтрации ω(τ) – управление. Эта

пара единственным образом определяет границу Fs(ξ) класса оптимальных

распределений, которая отвечает одновременному истощению частиц и служит

для вычисления A[ω,γ]

A[ω, γ] =

∫ 1

0

ξfs(ξ)dξ = 1−
∫ 1

0

Fs(ξ)dξ → max . (9)

Задача исследуется численно для сферических частиц. Ее решение требует на-

хождения функции Fs[ω,γ], отвечающей заданным ω и γ.

Для любой ЛМС упаковки F (ξ(ζ)) ≡ 1 − ζ, где ζ — координата, отсчи-

тываемая вдоль оси аппарата. Поэтому нахождение фигурирующей в правой

части (9) функции Fs сводится к отысканию зависимости ξs(ζ), что при задан-

ных γ и ω осуществляется на основе следующей итерационной формулы

ξ(k+1)
s = x(k)ξ(k)s , x(k)(ζ) =

√

1−
∫ 1

0

C(k)(ζ,τ)dτ

/

ξ(k)s ,

где C(k)(ζ,τ) — решение уравнений модели СФЭ в полидисперсном ЛМС слое

при ξ(ζ) = ξ
(k)
s (ζ).

Численные результаты с высокой точностью аппроксимирует следующее

аналитическое выражение для оптимальной скорости фильтрации

ωa ∼
√

(1 − s)1/3

1− (1− s)1/3
, ϕ3(s) = τ. (10)

Функция ϕ3(s) определена формулой (7). Обратим внимание, что ωa не зависит

от параметра γ, и носит, таким образом, универсальный характер. На Рис. 8

показано согласование аппроксимационной формулы с результатами численных

расчетов при γ = 1. Такого же качества согласие имеет место и для γ > 1.
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Рис. 8 — Слева: оптимальная скорость фильтрации, построенная численно при разных γ
(точки) и аналитически (сплошная линия); справа: влияние γ и ω на Fs.
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Таким образом, упаковывая частицы в ЛМС слой и фильтруя раствори-

тель с расходом ωa(τ), можно достичь полного истощения зернистого слоя,

Y (tsc) = 1, за фиксированное время tsc процесса при наибольшем среднем

размере частиц. Эффект может быть усилен за счет увеличения γ, что означает

снижение эффективности использования экстрагента.

В заключении приведены основные результаты работы:

1. Разработана обобщенная многопараметрическая модель СФЭ из поли-

дисперсного зернистого слоя. Она включает в себя две подмодели: внутреннюю

(уровень зерен) и внешнюю (уровень аппарата). Обобщенная модель исследо-

вана в рамках теории подобия и анализа масштабов. Для реализации модели

построена эффективная численная схема.

2. Для случая масличного сырья построено аналитическое решение внут-

ренней подзадачи. Найдено выражение для макроскопического потока масла с

поверхности пробной частицы. Показано существование двух предельных ре-

жимов, отвечающих известным моделям SC и BIC.

3. Численными расчетами продемонстрировано, что в типичном случае

краткосрочных опытов выбор микромасштабной модели по получаемой в опы-

тах КВМ невозможен. Такой выбор должен обосновываться теоретически или

опираться на дополнительные сведения, которые, в частности, можно получить

в долгосрочных экспериментах.

4. Обоснована возможность применения микромасштабной модели сужа-

ющегося ядра для описания основных режимов массопереноса в частицах мас-

личного сырья.

5. Проведенные с помощью светового микроскопа МБС-10 и анализатора

Malvern Mastersizer 2000 эксперименты показали, что полидисперсность моло-

того растительного сырья имеет двухфракционный характер с крупной (основ-

ной) и мелкой (пыль) фракциями.

6. Задача определения КВМ для SC модели решена в квадратурах при

произвольной функции распределения частиц по размерам. В случае двухфрак-

ционного приближения получены простые асимптотические формулы, опреде-

ляющие КВМ для продолжительных экспериментов.

7. В рамках предельного, бидисперсного приближения состава зернисто-

го слоя определены значения эффективного коэффициента диффузии для пред-

ставительного набора масличных культур: косточек абрикоса и винограда, се-

мян тыквы и подсолнечника.

8. Сформулирована обратная задача восстановления функции объемного

распределения частиц на основе экспериментальной КВМ. Для плоских частиц

получено аналитическое представление обратного оператора. Для сферических

частиц предложен итерационный алгоритм, в котором оператор для плоских

частиц используется в качестве эффективного предобуславливателя.

9. Сформулированы и решены задачи оптимизации в рамках теории

управления системами с распределенными параметрами. Определены режимы

экстракции, допускающие полное истощение зернистого слоя при использова-
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нии наиболее грубого измельчения сырья.

10. Определены наилучшая (ЛМС) и наихудшая (ОЛМС) упаковки, до-

ставляющие в классе неоднородных (вдоль оси аппарата) зернистых слоев при

прочих равных условиях соответственно максимум и минимум текущему вы-

ходу целевого продукта из аппарата.
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