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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы. Пусть {X;};=J, .. "N Е C 0 (U), И С IRN, - базисные вектор­
ные поля, т. е. raпk (Х1, ... ,XN)(x) = пшk(Х(х)) = N 'т/х Е И, ~нр JIX(x)ll <Си. 

хЕи 

д.1я некоторой константы Си ; здесь Х - (N х N)-:\1 атрица. i-й сто.1бен которой соn-
падает с Х;, И - некоторая область. Пусть {X;}i=!, ... ,N Е С 1 (И). Тогда :\1ы ю1ее:\1 

N 

(Х;,Х;] = L ctxk д.1я некоторых функций ct Е: C(U). Рюделим векторные 
k=l 

поля {X;}i=!, .. . ,N на Т (1 ::; Т::; N) непересекающихся набuров 

М;+ 1 = {Xm,+1 •... , Xm<+ • } , m; = const, i =О, ... , Т - 1, тпо =О. 

КС!.ЖДому векторно:\1у полю Х; сопоставим натура..1ьное •шс.10 i = degX; = j , где 

j опреде:1яется по включению Х; Е М;. Пусть Н; - nодрас(~'!оение касате.'lьного 

расс.1оения, натянутое на все векторные по:1я Х; такие , •по deg Хз ::; i . Пола­

гаем Н0 = {О}, dimHo = О , dimH;(x) = h; = m 1 + · · · + m; = coпst для всех 

х Е И. h1 > 1, Т = . max degX; . Совокупность •шсел h; , i = 1, .. . , Т , и степеней 
t=l, ... ,N 

deg Х; , j = 1, . .. , N, :\I Ы буде:vr называт1, (формальной) граdуuровкой системы базис-

ных векторных полей {X;};=i , ... ,N . асами базисные векторные поля {X;} i= l, ... , N -

(формально) г.радуuрованнь~мu с111е11ехямu ( (leg Х 1 , . . . , deg XN) . Тогда для каждой 

точки х Е И мы и:.1еем с.1едующую пос:1едовате.'lьность векторных простраю.:тв: 

О= Но(х) С Н1(х) С··· С Н;(х) = ТхИ· (О.1) 

Среди всех таких спстем векторных полей нас особо будет интересовать с.1у•1ай, 

когда ком.мутаторь~ ба.знснwх векторю.~.т полей . формал"но граdуированнwх сте ­

пенями, самое большее, складывают степени, т. е. 

(Х;, Х;] = (0.2) 
degX1c ~ deg X1+<lcg Х1 

D это:-.1 с.1учае мы буде:\1 говорить , что ба:.шсные nекторные поля уdовле.творяют 

условию ( + deg). Примерами базисных векторных rю;1ей, удов.1етворяющих усло­

вию (+deg), яв;1яются: 1° векторные поля {X;};=J , ... ,N Е C"'(U), являющиеся ба­
зисо~1. а,:хаптированны:\1 к фи,1ьтрации касатедьнuго пространства TU, порожден­
ной эквирегу,1ярной поляризацией, «Натянутой~ на векторные по:1я {X;};=i , ... ,n С 

{X;};= \, .. "N д"1я некоторого n < N , 2° алгебры Карно , з0 алгебры Гей3енбер1·а. 
Напомним , •rто векторные поля {X;}i=J " .. , .... определенные на некотором 1"Jrад­

ко~1 многообра:ши М (•rисло п, вообще говоря , не свя:Jано с diшM) , удовлетво­

ряют условию Хё71мандера, если их :~на•rt•ния вместе со :-~начениями всех их ко~r­

мутаторов до некоторого порядка т порождают в каждой точке х <' М вес каса­
тельное пространство Т.,,М. Если т --- :\1Ин11ма..1ьное, то говорят. •rто векторные 

по.1я {X;};=J, ... ,n удовлетворяют условию Хёр"ш~ндера степени т. Т(с'перь на неко­

торо~1 г.1адю1:\1 :\ШогuобраJИИ М расоютри:.~ гла,.:~:кие векторные поля {X;};=J, ···"' 
n < dimM, такие, что 

1° {X;};=i, ... ,n у;ювлетворяют условию Х;;рмандера степени 'I - 1, 

з 



2° размсрност1, h; векторного подпространства Н;(х) с Т"М, х Е М, натяну­
того на зна•1ения всех коммутаторов векторных полей Х1 , . . . , Х" до порядка i - 1 
включительно (под коммутаторами ну.'lевого порядка подразр1ева.ются векторные 

поля {X;}i=l,""") , не :3ав11сит от выборах для каждого i. 
Понятно, •по векторные подпространства Н;(х) удовлетворяют условию (0.1) в 

каждой точке х ЕМ. В этом случае будем говорить, что многообразие М обладает 

эквирегулярной nолярuзацией Н1 с базисом векторных по.'lей { X;}i=l , .. . ,n · Пусть 

при этом {X;};=1, ... ,uim.М - базисные векторные поля такие, •1то Х1 (х), ... , Xh.(x) 
образуют базис векторного пространства Н;(х), h 1 = n. Тогда базисные векторные 
поля {X;}i=I, ... ,<liш.М удовлетворяют таблице (0.2), где degX; = min{j 1 Х; С Н;}, 

и называются базисом , согласованнwм с фильтрацией поuрасслоений ка.сат!'-1ьного 

расс..1оения {О} = Hu С Н, с · · с Нт = TU. 

Каждому наrюру М;, определенному выше, сопоставим некоторое по.1ожитель­

ное число ·l/J; :;:>: 1; при этом полагаем, что 1/J; < 1f:н 1 , i = 1, ... , У - 1. Введем в 

расс~ютрение с.1едующую анизотропную метр11•1ескую функцию 

d.p (g, и) = . max { la;/11'"'• 1 u = exp(X")(g)}, 11• = ( Ф1, ... , 'l!Jт ), (0.3) 
•=l, ... ,N 

N 
где Х" = L а;Х;, а = (а1, ... , aN) - достато•1но малый по длине вектор , ;.J; = 1р; 

i=I 

в случае, если Х; Е М;, exp(Xa)(g) = x(l) , где x(s) - решение следующей :ща,ачи 

Коши :i:(s) = Х"(х(в)), s Е [О, 1], х(О) = g . Если 1jJ; = i, i = 1, ... , У, то мы буде~~ 
использовать обозна•1ение dr.r. вместо d,,." Пектор v мы будем наавать сигнату­
рой набора векторных полей {X;};=i, ... ,N· Из (О.З) вытекает, что d1/. удовлетворяет 

аксиомам неотрицательности и симметричности . В случае , когда векторные по­

ля {X;}i=l , ... ,N совпадают со стандартным базисом свк.1идоnа пространства RN , 

метр11•1еские функции d>P удовлетворяют неравенству треугольника и широко ис­
по.'!ьзуются в теории функциона.пьных пространств Соболева и их обобщениях, и 

называются анuзотроnнымu метриками, показатt>ли ани:ютропности которых сов­

падают с ком~юнентами вектора 1/> (Бесов О . В . , И.'lьин В . П ., Никольский С . М. , 

llодопьянов С. К., Романов А. С.) . В случае векторных полей общего ·вида ~1етри•1е­

ская функция dч. может не удов.1етворять даже обобщенному неравенству треуголь­

ника, однако хорошо известно, что в случае пространств Карно - Каратеодори 

метрическая функция dr.~ удовдетворяет обобщенному неравенству треугот.ника, 

являясь тем самым квазuметрuкой. ll 1985 г. А . Нагель, С . Вэйнгер и Е. СтеАн 

доказа.1и, •1то квазиметрика dr.r. би.1ипшицево эквива.пентна метрике Карно ·-· · Ка­
ратеодори Pcr. (теоре~1а Ball-Box). Напомним определение метрики Карно -- Кара­

теодори. Рассмотри~~ сос-гладкое связное рищшово многообразие М , diшM = N , 
снабженное С""-г.1адким распределением n-плоскостей , где n::; N . Такое распре­
деление д сопоставляет каждой то•1ке х Е М n-мерное векторное подпространство 

касательного пространства Т"М в то•rке х Е М. Абсолютно непрерывная парамет­

ризованная кривая l'(t) , t Е [а, Ь] , называе-rся горнзm•талъной, если ..Y(t) касается 
д для почти всех t. Пусть зна•1ения векторных полей {X;}i=I , .... " , удовлетворяю­
щих ус..швию Хёрмандера в М, в каждой точке х Е М образуют базис .'!инеi!ного 

11·;· i· -~·; ;\'~;;! ~~\~~~' ~ ·.\' ~j ·~,·;(~~у\~; :~~f ;~~~~~:f ~~~ l~~; 1 
t . ФI Jl .P·\. ll111tJlll ~ - 111181 '. РСltтП · 
" C I P~ Hl1Hi0 2Rl\ 1 3\1 1 

Науч11;1>1 б1~б :111отска 

11 " .Н. И .Л oбit ·н~nского 



пространства д(х) (в литературе это условие обычно называют условием Чоу) . Из 

классического резу:rътата Рашевского и Чоу вытекает, что тобые две точки та­

кого многообразия М можно соединить кусо•шо непрерывно дифференцируемым 

горизонтальным путем коне•шой ддины (сс-соедuнuмость). 

Определение 0.1. Расстояние Карно - Каратеодори Рее( и, v) между точками 
u,v Е М опреде;rяется как Pcc(u,v) = inf{l(I') 1 -у Е Cu,v}, где Cu,v - ~1ноже­

ство всех абсолютно непрерывных горизонта.'lьных параметризованных кривых 

/' С М, соединяющих и, v. Пространством Карно ····· Каратеодорu называется 
пара (М , Рсс) . 

Здесь длина /(-у) параметризованной кривой: -у : [а,Ь] -> М вычисляется по 
ь 

обычной формуле l(-y) = J Jgм("r(t),"y(t))dt , где gм(-,·) - форма стандарт-
а 

ного риманова скалярного произведения многообразия М. Часто в литературе 

метрику Карно - Каратеодори называют субрuмановой метрикой, а простран­

ства Карно - Каратеодори - субрuмановымu многообразиями. На•1ало изг1ения 

пространств Карно - Каратеодори в математике и прик:щдных науках обычно 

датируют фунда.\1ентальной работой К. Каратеодори по основам термодинамики. 

Пространства Карно - Каратеодори и их частные случаи (группы Карно, Гей:".iен­

берга) являются объектами интенсивного исследования в теории уравнений в част­

нь!.Х производных , в теории потенциала, в квазиконформном анализе и теории про­

странств Соболева, в теории оптимального управления, в геометри•1еской теории 

меры, в теории минимальных поверхностей, в комплексном анализе, в инженерных 

наука.х, связанных с робототехникой и механикой. Особое место в вариационно~1 

ис•1ислении и теории оптимального управления занимает на.правление, посвящен­

ное исследованию кратчайших в метрике Карно ~- Кара.теодори (сс-крат<1айшuе). 

Изучение се-кратчайших существенно осложнено тем фактом, что, в отличие от 

римановых кратчайших, се-кратчайшие являются экстремалями него;юномной ва­

риационной задачи в форме принципа ~шксимума Понтрягина.. Это приводит к 

абсолютно новым эффекта.\1 , не свойственным римановой геометрии , например , 

существованию среди сс-экстрема.11ей так называемых анорма.11ьнь~х экстрема.11ей 

(a.bnormal extremals) , аналитическая запись которых , в общем случае, не может 

быть сведена. к обыкновенным дифференциальным уравнениям, разрешенным от­

носительно старшей: производной: . Существует целое направление в теории опти­

мального управления, посвященное а.нормальным экстремалям. С •вычислите.11ь­

ной» точки зрения использование метрики Карно - Ка.ратеодори затруднительно. 

У •штывая теорему Da.11-Box, практи•1ески всегда используется некоторая эквива­
лентная метрике Карнu -- Каратеодори квазиметрика: в получении оценок для 

параметриксов дифференциальных гипоэллиптических опера.торов, в субрима.но­

вой геометрии , в геометрической: теории меры на неголо1юмных многообразиях, в 

квазиконформном ана.~нзе, и ·г . .д. 

Основной об3ект наш1.~х расr.мотренuй- пары (О, d,,), где О с RN - некото­
рая область, на которой :юка..'1ьно опредt'-'!ена. по прави.'1у (0.3) метрическая функ­
ция d..,,. Такие пары мы будем называть квазunространствамu. При этом осо-
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бое внимание мы уде.'!яем квазипространствю1 вида (О, dcc) и их частным случа­

ю~ - Рруппам и PpyrшaJJreбpa:-.r Карно. Если любые две 1'0'1КИ квазипространства 

(0,dcc) можно соединить абсолl01'но непрерывной rоризонта.;1ьной кривой , т. е. та­

кой кривой -y(s) : (0,su] -+ (O,dcc>. что д.'!Я почти всех s Е [O,so] выпо:1няется 
)'(s) Е H1(-y(s)) , конечной д.'1ины, то такое квазипространство мы будем называть 
квазиnространст1юм Карно - Каратеодори. 

Напомним, •1то канони•~еской коне•томерной группой Ли или груnnа.лгеброй 

называется ана.'1ити•1еская группа Ли g такая, что g отождf(;тв.1яется с JRN , еди­
ни•шый эле~1ент - с то•rкой О (нача..10 координат JRN) , групповая операция опре­
деляется при помощи формулы Кэмпбелла - Хаусдорфа и соответствующей таб­

лицы коммутаторов , заданной на базисных векторных полях {e1}1=1, ... ,N евк;шдо­

ва прuстр<tнства JRN; экспоненциа.аьное отображение группалРебры является тож­
дественным отображением . В частности , груш~алгебру Гейзенберга нn мы ~ю­

жем представлят1, себе как евк.'Iидово пространство R2n+I с систе~юй координат 

(х1, У1 ... , Xn, Уп, z) и групповой операuией (х1, У1 , ... , Xn, Уп, z)·(x[, у[, . . . , х~, у~, z') 

= ( Х1 +х; ,У1 +yf, ... , Хn+х~,Уп+У~, z+z'+2 f; (у;х;-х,у;)) , базис левоинвариант-
•=1 

ных векторных полей группа.1гебры нп имеет вид Х1 = D", + 2у1 дt , У; = D11, - 2x;Dt, 
f = дt . Изучение квазипространств (О, d.ь) мотивировано рюличным11 задача­
ми, в •1аст1юсти , :3а,..'1,ачами теории сингулярных операторов и субэллиппrческих 

уравнений , за,.:~.а•1а."1и теории функциональных пространств , :щца•1ами мно1·омер­

ногu комплексного анализа, ·3а,:~:а•1ами вариационного исчисления и uптима.'Iьнurо 

управления, :щдача.\!И сингулярной дифференциальной геш1етрии (субримановой 

геометрии), за,а,ачами геометрического анализа (включая квазиконформный а.на­

лиз на общих ~1етрических пространствах) , задачами rео:\rетричсской теории ме­

ры. задачами метри•1еской гео11етрии, зада•1ами теории тканей 11 квазигрупп , и 

др. Диссертационная работа бодьшей частью мотивирована зада•1ей о существо­

вании однородной нидьпотентной аппроксимации для базисных векторных полей 

{X1}i=l, ... ,N Е Cr(U), удовдетворяющих таблице (0.2), при мин11ма.1ьных предполо­
жениях на r , описанием общих под.ходов к геометрии квазипространств и развитию 
соответствующего аналити•1еского аппарата, необходимых д:1я неформального по­

нимания аппрокси~1ации квазипространств (0,dcc) их нильпотентны:\ш касате.1ь­
ными конусами, вопросами теории дифференцирования отображений в субри,1а­

новых (квази)метриках и зада•1а."1и о существовании некоторых классов об:~астей, 

связанных с пространствами Соболева и квазиконформньш ана.1изо~1, в субрима­

новой геометрии . 

Зада•Iа об аппроксимации нильпотентными а.'1гебра.\1и пара~1етр11ксов (прибли­

женных фундаментальных решений) дифференциальных rшюэл;шпт11•1еских опе­

раторов в вопроса.х ре1·у:1ярности их решений берет свое на•1а..10 от фундаменталь­

ной работы .'l. Хёр:-.1андера о r1шо;~лл1шти•1ности операторов. В середине 70-х го­
дов прошлого сто.1етия обрюо,1 возник с.,едующий подход, сфор:-.1улирован11ый в 

обзорной работе Г. Фоллан,.:щ (1977): на подходящих нилыютентных группах по­
строить класс аш1роксимирующих дифференциа..,ьных операторов для нахождения 
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пара~1етрикса, при помощи которого возможно получение соответ<;твующих опти­

ма.'!ьных оценок в функциона.'!ьных пространствах Lp, Lip; ранее подобный подход 

бы.1 успешно реа.1изован при полу•1ении теоре~1 регулярности для дь ко~шлексов на 
строго псевдовпук:1ых гиперповерхностях в cn в работах Г. Фо.1ланда и Е. Стейна. 

В 1976 г. в работе Л . Ротшильд и Е. Стейна бы:1а развита специа.пьная техни­

ка аrшрокси~1аци11 векторных полей, удов.1етворяющих условию Хёрмандера, -
лифтинг (lifting) , основанная на погружении сисходноt"'О• многообразия в много­
обра:ше больше размерности, касательное пространство которого пмеет структуру 

свободной нильпотентной алгебры .'111. В да.'!ьнейшем техника лифтинга упро­

щалась (Р. Гудман) и испо.'!ьзовалась другимп авторами (А . Беляш, Ф . Джин). 

Другой подход к построению нильпотентной аппроксимации в случае векторных 

по.'!ей {Xi}i=l"."n Е С""(М) , n < dimM, образующих базис эквирегулярной nо­
:1ярюации гладкого многообразия М, был ра:iработан в Г. Мет11вьеро~1 (1976) в 
работе , посвященной изучению асимптотики спектра соответствующего сублап.'!а­

сиана; конструкция Метивьера не испо.'!ьзует вложение исходного пространства в 

другое пространство большей размернщ;ти, аппроксимация происходит в •Исход­

нш.н пространстве. Подобный подход к построению нильпотентной аппроксима­

ции •в то:.~ же самом пространстве~ для тех или иных наборов векторных полей 

широко используется в теории оптима.'1ьного управления в так называемых зада­

ча.х STLC (small-time !оса! controllaЬility) (Р. Бианчини и Г. Стефани, Г. Гермес , 

Г. Суссманн). Несмотря на конструктивные различия, ~1етоды построения ниль­

потентной аппроксимации Родшильд и Стейна, Метивьера существенно испол1,­

зуют определенные свойства с11сте~1 координат 1-го рода и разложения Кэмпбел­

ла - Хаусдорфа для векторных полей. В 90-х года.х появилось неско.'!ько работ, 

в которых для построения нильпотентной аппроксимации векторных полей, удо­

влетворяющих условию Хёр~~андера. использовались другие системы координат 

(Г. Гермес, М. Громов, А. Беляш). Выбор других систем координат был мот111ш­

рован упрощением вычислений и полу•1ением более то•шых оценок. Дальнейшее 

развитие теории дифференциа.аьных операторов и субрю~ановой геометрии неиз­

бежно неизбежно привело к вопросу о то~1, в каком же смыСJ1е пильnотентные 

алгебры Ли аnnроксимируют ~исхоаные» векторные пол.я. Используя результат 

1\Iетивьера, Д. Митче:т в 1985 г. приве.'1 схему доказательства с.'Jедующего фа.кта: 

касательный конус (в смысле сходи~1ости Гро~юва - Хаусдорфа) в то•1ке х Е М 

к метрическому пространству (М, Рее), где М - пространство Карно - Кара­

теодори , Рее - - его метрика Карно - Каратеодори, изометричен метрическому 

пространству (G" , p~), где р~ - левоинвариантная метрика Карно - Каратеодори 

некоторой градуированной группы "lи G". Позже в и::~вестной работе М. Громова 
.-Carnot-Caratl1eodory sрасев seen from within~ появилась с.1едующая равнт1ерная 

относительно Е > О оценка, известная как локальная mшроксимационная теорема 

Громова: IPee(v,u) - p~(v,u)I = о(Е) ддя любых u,v Е Вее(х,Е) , где Вее(х,~) -
шар в метрике Карно - Каратеодори многообразиям , обла,.:~ающего ст-Г.'1<1.1КОЙ 
эквирегу:1ярной поляр1вац11ей , Т - степень неголономности многообразия М. От­

метим , что ре:Jультат l\Iитче.1 .1а яв"1яется с:1едствие~1 лока.'lьной апnроксимацион-
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ной теоремы. В 1996 г. А. БеJiляш уси.'1ил оценку локальной аппроксимацион­

ной теоре:\1ы в специальной приви;1егированной системе координат. Отмети:\1, что 

реСJультаты работ Метивьера, Митче.'1.'1а, Белляша, Родшильд и Стейна, Нагеля, 

Стейна и Вэйнгера дока:-~ыщшись в предположении С"'°-гладкости и.'1и ана.:штич­

~юсти векторных полей. Обычно, расс;1,1атривая те или иные за.дачи, связанные с 

анали:юм на пространствах Карно - Каратеодори, предполагают, что векторные 

поля С"''-гладкие. IЬучение дифференциальных операторов, которые определя­

ются при помощи негладких векторных поJiей, началось в 80-х годах с д-иагона.л.ъ­

нwх векторных полей в IRn (Б. Франчи, Е. Ланконелли, 1993). За,цача построения 
НИ:IЬПОТеНТНОЙ аппрокс11мации ДJIЯ С1 -Г.Ы,ДКИХ векторных полей, удОВJ!еТВОрЯЮ­

ЩИХ табJiице (0.2), по-види:\юму, впервые быJiа рассмотрена Громовым. Зада•1ю.~и, 
связанньши с доказательством теорем Рашевского - Чоу, Ва.11-Вох, теоремы о 

нильпотентпом касате.'1ьном конусе и лока.пьной аппрокс11:\1ационной теоремы при 

минимальных предположениях на гладкость векторных полей в начале 2000-х го­

дов 3анимались М. Браманте, Л. БрандоJiини, М. Педрони, Б. Стрит, Д. Ситти, 

А. Монта.нари, Д. МорбидеJiли, С. К. Водопьянов, М. Б. Карма.нова, С. В. Селива­

нова, А. В. Грешнов. Теорема Рашевского - Чоу и ее обобщения при мипи:\1а.'1ь­

ных условиях на гладкость векторных полей традиционно яв;1яются предметом 

исследования в задачах теории оптима.'!ьного управления. Та.к, в недавней работе 

Ф. Ра..\шаццо и Г. Суссманна на основе методов сг.'1аживания было введено поня­

тие коммутатора д.'1Я липшицевых векторных полей на некоторых под:vшожествах 

их области определения. В :~той же работе авторы показа.'1и, что данный подход 

непригоден для определения коммутаторов более высоких порядков для ;шпшиuе­

вых векторных полей. 

Работы Гршюnа., Митче.:та, Родшильд и Стейна., Нагеля, Стейна и Вэйнгера 

существенным образом повлияли на развитие геометри•1еского анализа, в частно­

сти, теории квазиконформных отображений и пространств Собо.1ева, гео:\1етриче­

ской теории меры, на пространствах Карно - Кара.теодори и общих метрических 

пространствах. В 1989 г. П. Па.нею впервые ввел понятие дифференцируемости 

отображений «В терминах• :\1етрики Карно - Ка.ратеодори на группах Карно ('Р­

дифференцируемость). И:спо.'1ьзуя концепцию 'Р-дифференцирования, А. Кораньи 

и Х. М. Рейманн систе:\1ати:шрова.'1и ана.'1итические методы исследования квази­

конформных отображений на группах Гейзенберга.. Аналитический аппарат, поз­

воляющий развить теорию квазиконформных отображений на группах Карно при 

минимальных предпо:южения:х был разработан С. К. Водопьяновым и его учени­

ками. И:сшыьзуя результаты Д. Митчелла, Г. Маргулис и Д. Мостов разработа.'lи 

понятие дифференцируе~юсти «В терминах~ метрики Карно - Каратеодори (сс­

дuфференцuруемостъ) на эквuрегу.л.ярнwх пространства.х Карно - Каратеодори. 

Концепция сс-дифференцируемости 1-!аргулиса и Мостова. имела некоторые кон­

структивные недостатки, которые в да.'1ьнейше:v1 ими устранялись. Исполь3уя ана­

лог 'юка.1ьной аппроксимационной тt-'Оре~1ы Громова д;тя квази~1етрик, С. К. Во­

допьяновым была предложена друга.я концепция дифференцируемости д;1я прост­

ранств Карно Кара.теодори (hс-д-ифференцuруемостъ), при помощи которой И:\1 
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бьщи доказаны теоремы типа Радемахера и Степанова о ;:~;ифференцируемости 

отображений пространств Карно - Каратеодори. 

Равно~tериые, NT А-области , о6:1асти Джона играют важную роль в квази­

конфор~1но~1 анашпе и теории функциональных пространств , связанных с ним 

(пространства Соболева, ВМО). Для содержательного построения теор1ш ква­

зиконформных отображений и пространств Соболева на метрическ11х простран­

ства.х 11еобходю1ы примеры об.'Iастей Джона, равномерных 11 NТА-областсй, кото­
рью опреде..'lяются в геометрии рассматривае~юго метрического пространства. Для 

многообразий с рю1ановой метрикой построение при!l!еров областей указанного вы­

ше типа (во всяко~• сдучае локально) не соетавляет никакого труда. Однако ситуа­

ция радикально меняется в случае пространств Карно - Каратеодори. Любой шар 

в метрике Карно - Каратеодори (се-шар) яв:1яется об:1астью Джона, но неизвест­

но - яв."Iяется ли се-шар общих пространств Карно ·- Каратеодори одмосвязной 

областью, соответсгвенно, неизвестно - · существуют ."Iи на общих прuстран<--твах 
Карно - Каратеодори односвязные области Джона. Трудности, которые возни­

кают при поиске равншtерных и NT А-областей в метрике Карно - Каратеодори, 

хорошо видны на примере се-шаров группы Гейзенберга. В 1995 г. С . К. Водопья­

новым и А . В. Грешновым бьш получен первый нетривиальный пример ограничен­

ной равномерной области в се-геометрии - шар в метрике Карно - Каратеодори 

на группе Гейзенберга IН! 1 . Работы С. К. Водопьянова, Л. Капанья, Н.Гарофало 
инициирова..111 дискуссию о том , являются ли се-шары группы Гейзенбер1·а NT А­
областями. В 1995 г. Л . Капанья и Н.Гарофало полу•1и.111 отрицательный ответ на 

этот вопрос. Ими же был сформулирован с:1ед.vющий вопрос: является ли се-шар 

производьной группы Карно равномерной областью иди нет. Отмети:-.t, что вопрос 

о существовании равно~1ерньLх областей в се-геометрии ставился ранее и други:-.tи 

авторами (Р. Уиттманн, 1987). В работах Л. Капанья и Н.Гарофа.;ю в 1995-1988 
гг. был построен достаточно широкий класс равномерных и NT А-областей на 2-
ступенчатых группа."Iгебрах Карно: в частности, и~tи бы.10 доказано, что тобая 

огран11•1енная область с С1 • 1 -г:1адкой границей является NT А-о6:1астью . Отме­

ти~!, что до сих пор не известно: существуют ли ограниченные равно:-.tерные и 

NT А-области на m-ступенчатых группах Карно, где т > 2. 

Цель работы. Доказ1пt'дьство существовании однородной нильпотентной аппрок­

симации для базисных векторных полей {X;};=J, ... ,N Е cr(U), удовлетворяющих 
условию ( + deg), при :мини~1аль11ых предrю:южениях на т, описание общих подхо­

дов к гео~1етрии квазипрuстранств и развитие соответствующего ана.11ити•~еского 

аппарата, необходи11ых для неqюр~tа.'Iьного понимания аппроксимации квазипро­

странств (О, dcc) их нил1,потентны~ш касатслы1ыми копуса:-.tи, при>1енение полу­

•1енных резу:1ьтатов к вопрuса:-.tи дифференцирования отображений в субримано­

вых (квази):-.tетриках ; доказате:1ьство существования некоторых классов об.'lастей 

(равно~1ерные 11 NT А об."Iасти, об.1аст11 Джона), свя:1а11ных с пространства:ми Со­
болева и квазиконфор:-.tны:м анали:3ш1, в субримановой геометрии. 

Методы исследований. В диссертационной работе используются ''етоды мате­

мати•1ескш'о ана.1и'!а, обыкноненных дифференциа.1ьных уравнений, вариационно-
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го исчисления и опти~1а.1ьного управления, ~1етоды группового анализа обыкновен­

ных дифференциальных уравнений, методы теории функциона.r1ьных пространств, 

методы теории пространств с внутренней метрикой, методы метри•1еской геомет­

JШИ и гео~1етричР-Ской теории ~~еры. 

Научная новизна. Все г.1авные результаты являются новы:.ш, выполнены ори­

гина.т1ь11ыми метода~ш . Наиоолее существенными из по:1у•1енных в диссертации 

результатов представляются следующие. 

1. Вывод аналогов фuр~1у.1ы Ко~~шбеJiла Хауедорфа для сr-г.1а,цких базисных 

векторных по:1ей при раз;ш•шых пока:iате.1ях r . 
2. Доказательство существования однородной нильпотентпой аппроксимации для 
С1 -гла,цких базисных канонических векторных полей , удов;1етворяющ11х ус:ю­
вию ( + (leg), в нача.ле координат евк.1идова пространства RN, и, как с.1ед­
ствие, дока:iательство существования однородной нильпотентной аппроксима­

ции щ1я общих С2-г.1адких базисных векторных полей, удов.1етворяющих усло­
вию ( + deg), в проювольной точке . 

3. Нt'Обходимые и достаточные ус.1овия для базисных векторных полей д.1я того, 

•побы ме'Iри•1еская функция d.;. , опреде..1енная по правилу (0.3) , была квази­
.метрикой ; нетривиа..1ьные примеры таких ква:шметрик (квази:1-1етрики dcr.)· 

4. Доказательство локалыюй аппроксимационной теоремы: для С1 -г.'щцких ба­

"Зисных канони•1еских векторных полей, удовлетворяющих условию ( + deg) , 
при априорных ус.1овиях более слабых, •1е~1 принадлежность классу С1 -" , и, 

как следствие, для общих С2-гла,цких базисных векторных полей, удовле'Iво­

ряющих условию ( + deg); для общих С1 -гла,цких базисных векторных полей, 

удовлетворяющих условию (+deg), в с.пу•1ае Т = 2. 
5. Полу•1ение ана.тюга сходи~1ости по Громову - Хаусдорфу д.пя компактных ква­

зипространств и доказателы,'Тво соответствующего ана.110га теоре~1ы Мит•1е:1ла 

о касате:1ьном конусе . 

б . Примеры квазипространств Карно - Каратеодори в r_1учаях: С'J-г:та,цких ба­

зисных векторных по.1ей , удовлет11оряющих ус.1овию ( + deg) , выражающихся 
•1ерез t:вои коммут;поры согласованно; недифференцируемых векторных полей 

типа Леви. 

7. На ква:шпростр;uн;твах вида (Uт, dr.r.) для достаточно широкого клаt:са аб­
солютно непрерывных горизонта.•ьных кривых доказано, что почти всюду 

обычная сходи~1ость контролирующих координатных компонент горизонта.1ь­

ной кривой к некоторому направлению в точке (ана.1ог обьРшой дифференци­

руемости) влечет дифференцируемость всех координат рассматриваемой кри­

вой (в смысле dr.r.) в той же точке; как следствие, 11оказа.на сс-дифференцируе­

:vrос"!ъ сс-липшицевой кривой во всех то•1ках существова.ния ее обычной пршв­

водной, а для произвольной а/Х;одютно непрерывной горизонта.пьной кривой ·····- · 

д.пя ~1ножества тuчек бо.1ее широкого, чем то•1ки :~ебегова :v.нuжества произ­

водноn контролирующих ко~шоневт рассматриваемой кривой. 

8. Построены 11рю1еры равно~1ерных, NT А-областей , областей , удовлетворяю­

щих одновре~1енно ус.1овиям внутренней и внешней спиралей на группа..1геб-
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ра.х Карно и бо.-те!' общих метрических пространства.х. Исс.-тедована геш1етрия 

шаров в ~-~~>трике Карно - Каратеодори на общих группа.пгебрах Гей;jенбсрга , 

в •1астности, докааана их равномерность и вы110,1нение для них условия внут­

реннего се-однородного конуса. На группе Гей ·3енберга !Н! 1 найдены то•шыр 

константы в теор!о'ме Ball-Box. 
Теоретическая значимость. Диссертация имеет теоретический характер. Ее ре­

зультаты могут применяться в теории субэ:~липти•1еских уравн!о'ний , теории функ­

циона.1ьных пространств , т~рии кв~иконфор:,шых отображений на группах Кар­

но и объекта.х бо.-тее общей природы , в субрю.1ановой гео~1етрии, и др. вопросах. 

Апробация работы. Резу.11.таты работы док:tа,дывались на 18 Ро.1ьф Нева.~тинна 
Коллоквир1е (8-12 августа 2000 r" Хельсинки, Фин.1яндия), на 3-м :v1еж;.r,ународ­
ном конгрессе по аналюу ISAAC (20- 25 августа 2001 г" Бер:шн , Гер:-.iании), на 

19 Ро.1ыl) Неванлинна Кол.1оквир1е (10- 14 июня 2003 г" Университет Йювяйскю­
.1я, Й:ювяйскюля , Фю1;1юция) , на ~1еждународной конференции • Функщюна.1ыiые 

пространства, теория приб.111жений , нелинейный анализ•, посвященной 100-;~етию 

со дня рождения С. М. Никольского (23--29 мая 200-5 г" Москва, Россия) , на ~1еж­

дународной конференции , посвященная 100-летию со дня рождения И. Н . Векуа 

(28 мая-2 нюня 2007 г" Новосибирск , Россия}, на 16 ~1еждународно~1 Коллоквиу~1е 
« lntegraЫe Systems and Quantum symmetries~ (14- 16 июня , 2007 r., Прага, Чехия), 

на международной конференции •:'vlатематика в современно~~ ~шре• (17- 23 сен­
тября 200i г" Новосибирск) , на международной конференции •дифференциаль­

ные уравнения, функциональные пространства, теория приближений ~ , посвящен­

ная 1ОО-.1етню со ;шя рож;~:ения С . • 1 . Соболева (5-12 ноября 2008 г., Новосибирск , 

Россия) , на международной конферепuии «Современные проб;1емы ана:щза и 1'СО­

:-.1етрин » (14--20 сентября 2009 г. , Новосибирск) , Юi общеинститутском мате~шти­

ческом се~шнаре ИМ СО РАН, на семинаре по геометрическо~1у анали:Jу ИМ СО 

РАН (руково;~:итсл1.: д.ф .- м . н . С . К . Водопьяпон) , на се:-.111наре отде.1а ана.1иза и 

геометрии ИМ СО РАН (руководите~1ь: акаде~шк РАН Ю. Г. Решетник) , на се­

минаре ИМ СО РАН «Геометрия , топология и их приложения » (руководитель: 

ч.-т.-корр., д.ф.-~1.н. И. А. Тайманов) , на семинаре по многомерному комплексно~1у 

ана.'lизу 1\IГУ (руково,1ители: д.ф.-м.н. Чирка Е. М., ,1.ф.-м.11. Белошапка В. К., 

•1л.-корр., д.ф.-м.н. Неш1ровский С. Ю. , д.ф.-м.н . Сергеев А. Г.). 

Публикации. По теме диссертации опубликованы работы [1 -18]. 
Структура диссертации. Диссертация состоит и:~ введения , 10 г.'!ав , списка ли­

тературы, предметного указате.1я и списка обозначений, занимает 331 страницу. 

Биб;1иограф11я вк;~ючает 205 наименований . 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении приводится краткий 11стори•1еский обзор 11 сжато 1в.1аrаются ос­
новные ре:Jультаты диссертации. 

В Главе 1 полу•1ены вспо~югате.1ы1ые ре:~у.,ьтаты о свойства..х систе~1 ююрди­

нат, индуцированных .1ипшицсвым11 б~исны~1и векторньши по.1я~ш {X;}i=I, .. . ,N Е 
С0• 1 {И) . Особое внимаю1u уделено систе~1а~1 координат 1-1-0 рода ( экс11оненцu-
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алы1ым отображеншм), которые определяются при помощи отображения 09 : 

В,(О, Т9 ) __, 0 9 С И, g Е И, действующего как 09 : (х1 , ... , XN) ....., exp(X")(g) = 
N 

09 (х, 1) = v, 09 (0) = .9. Х" = L х,Х,; здесь для каждого вектора нача.'lьных :шa-
i=I 

•1ений х Е В.(О, Т9 ) выражение 09 (х, в) обозна•1ает то•rку на интегральной линии 
векторного поля Хж , находящуюся на временном расстоянии в, если двигаться от 

g в сторо11у возрастания пара."'1етра. В,(О, Т9 ) - шар в стандартной евклидовой 

метрике d. некоторого радиуса 'Г_9 . 

Определение 1.З. Числа x 1, . . . ,xN,. шах lx;I < Т9 , которые определяются из 
t=l, ... ,N 

равенства 09 (х) = v , х = (x 1 " . . , XN), называются каноническими координатами 

1-го рода или нормальными координатами точки v . Таким образом , отображение 

09 задает сuстему канонu<tескuх координат 1-го рода и.'!И нормальную систему 

координат в некоторой окрестности точки g. 

Теорема 1.1. Пусть {X;}•=l, ... ,N Е С°· 1 (И) с константой Лиnшица L . Тогда 

lu существует положительное число (9 такое, '<то отображение 09 явля­

ется гомеоморфuзмом на В,(О, t 9 ); 

2° на В.(О , fg) отображение 09 является лиnшицевым с константой Лuпшu­

ца L 1 , зависящей от L, N, fg и Си; 

3° отображение 09 непрерывно зависит от g, более того, I09 (x, 1)-О9(х, 1)1 ~ 
L219 - 91 для некоторой константы L2, зависящей от L, N, f 9 и Си; 

4° величина fg непрерывно зависит от g Е И. 

Лемма 1.1. Пусть {X;};=i, ... ,N Е С°· 1 (И) с константой Липшица L. Тогда 
существует область О С И такая, •tто О С 09 (ВР.(О, f)) для каждой то-чки .9 Е О, 

f = iпf{ f9 1 g Е О} , где fg - из теоремы 1.1. 

Лемма 1.2. Пусть {Xi}i=l, ... ,N Е С°· 1 (И) с константой Липшица L . Тогда 
dля любой области д С О такой, '<то d.(O, дО) > О, найдется положите.льное 
•1исло i, зависящее от d.(О , дО) , L, Си, f из леммь~ 1.1, такое, •1то для любых 
векторов а= (а1, ... , aN) , Ь = (Ь1 , . . "ЬN). max{ial, IЬI} < i, u любой то<tки g Ед 
найдется единственный вектор с9 = с9(а,Ь) = (cf , . .. . ~) такой, <tто ехр(Хь) о 
exp(Xa)(g) = exp(X".)(g) С О. 

В Главе 2 для базисных векторных полей {X;};=i, ... ,N Е С'"(И) , r Е N, изу­
чаются свойства вектор-функции W 9 (a, Ь, t, в) = ехр(вХь) о exp(tXa)(g) , в, t Е R, 

N N 
где Ха= Еа.Х;, Хь = l:Ь,Х;, g Е И, и нормы векторов а= (a1, ... ,aN), 

i=l i=I 
Ь = (Ь1 , • • • , ЬN) достато•шо малы. Нами ПОЛ)"!ены некоторые аналоги раздожений 

Кэ~шбе.'!ла - Хаусдорфа, при помощи которых выведена фор~1ула днфференциа.'!а 

экс11оненциа;1ыюго отображения 09 . 

Следствие 2.1. Пусть {X;}i=l, ... ,N Е См(U), 2r ~ М, - набор базисных век­
торнь~х полей. Тогда найдется положительная константа т, т < i:, такая, <tто 
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равномерно по g Е О u а , Ь Е В.(О , т) в~,;nолн.яется пс1tм111nот11ческое рав~нство 

r+l 
ехр(Хь) о exp(X")(g) = exp(L Z;(Хь, Ха)) (.q) + R.,. .,.. 1 (а , b,g), 

i = l 

Z; Е см - r Vi , Я...+ 1 Е cM - r, Я...+1(а, Ь,9) = o(i(a,b)lr+l) , 

Я...+ 1 (kb,b,g) = Я...+ 1 (a,ka,g) = О, 

д.IUI. всех дocmnmo'IHO малых по модулю 'IUCeл k Е IR . 

Здесь Z;(Хь, Ха) - соответствующие i-полин<шы Ли . Испо:1ь:1уя <" .• 'lедствие 2.1 , 
11 лем~iе 2.2 ~1ы получн.111 форму.•у дифференц11а.па зкспоненциа.пыюго отображе­

ния 09 , ИНдуЦИрОВаННОГО С2r+l.Г.'1<1,.'1КИ~1И бa'ЗllCHЫMll ВеКТОрНЫМИ llOJIЯMИ. 

Лемма 2.2. Пуст·ь { Х; }i=J ,".,N Е см, 2r + 1 ~ М , r Е N, -- базисные векторные 
поля, хо= 09 (а), xu # g . Тогдfl 

r + I 

L Zk(Xa + sX; , -Ха) 
((1J9 ).e;)(x0 ) = Jiш k= l (хо)+ о(lаП . 

• - U s 
(2.21) 

Д!!я С""··г.'щдких векторных полей фop~i}'.'IY (2 .21) можно найти в известной 
работе А. Наге.1я, Е. Стеliна , С . Взйнгера (1985) , посвященной доказате:1ьству тео­
ре~iЫ Ва!l-Пох. 

Ес..'!И базисные векторные ПОЛЯ 11меют Г.'11ДКОСТЬ cr, ТО IIOJlj''leHИe аН<l..-УОГОВ 
рюложений К:-ншбе.<ла -Хаусдорфа степени бо.'!ьшей r д:1я ко~шо:.1иц1ш ехр(Хь) о 

exp(Xa)(g) :1.1ето;юм доказате.11,ства следствия 2.1 11с11оз~1Ожно; 11 с11я :т с у~iеиы11е­

ние~1 г:1адкости 11екторных 110:1ей Хь , Ха необходнма модифика1111я «а.1111роксими­

рующего» векторного поля . Теuре~1ы 2.4. 2.5 ;шют необходи~1ые модифиющии в 

внде векторного поля Хс• (а,ь~ , где вектор-функцня dl(a, Ь) оnред(щялась выше в 
.<бОJе 1.2. Расс~ютри~t базисные векторные 110.-УЯ {X;}i=l,".,N Е cr(U). Из нзвест­
ных теоре~i теории о. д. у. вытекаt•т, •по д:1я :1юбых векторов а, Ь Е IRN таких , •1тu 

вели•1ины lal , IЬI ;~остато•шо ма.аы , найдется едннственныli вектор dl = с9 (а , Ь) = 

(q, . ",с{, )(а , Ь) Е cr такой , •по W9 (a, Ь , 1, 1) = ехр(~ q Х;) (g) = ехр(Хс• )(g) . И::1 
опрезеления dl(a, b) вытекает, •1то dl(O , b) = Ь. dl(a,O) = а , при ::~тщ1 отображение 

dl(a, b) в обще~~ с.1учае не ас~:оциатиnно. т. с . dl(x , dl(a,b)) # dl(c9(x, a),b). 

Теорема 2.4. 
1° В случае r = 1 вектор с9 (а, Ь) оnреде.л.яется uз следующего тождества 

Хс• (а ,ь 1 (9) = ( Xn, +~ [Ха , ХьJ) (g) + R2(g,a,b) . 0 1 = а+ Ь, (2.31) 

где R~(a, b,g) = (Щ" ", R..f )(а, Ь, g) = o(l(a, Ь)12 ); 
2° в с.лу•tае r = 2 вектор dl (а, Ь) определяется щ следующего то:ждествп 

Х ( ) _ (х ~[Х Х] [Ха , [Ха, Хь]) [Хь, [Хь , Ха]) 
с•(а ,Ь ) 9 - <>1 + 2 а , Ь + 12 + 12 

+ Х.;, ) (g) + R~(a , b,g), (2 .32) 
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где ct1 = а+Ь, Rз(а,Ь,g) = (JЦ, ... ,Rf)(a,Ь,g) = о(i(а,Ь)\3 ), и вектор б:2 onpeдe­
J1J1eтCJ1 uз тожuества 

l Н Н 

4 L а;Ь; L(X11+ьCt)(g)X1t(g) = X 62 (g). 
i,j=I lt=l 

(2.33) 

Теорема 2.5. Пусть {Х;};=~, ... ,н Е С". Тогuа имеют место слсс1ующuе разложе­
r+1 

НIJ..Я с-9 (а, Ь) = а+Ь+ :L Р,9 (а, Ь)+R..+1(а, Ь,g), Rr+1(a, Ь,g) = (R~+I • ... , Я:+ 1 )(а, b,g) 
i=2 

= o(i(a,b)ir+1 ) Е С", гае npu фиксuрованном g вь~ражеюJе Pf(a,b) - N-мерный 

вектор, компоненты которого суть оUнороUнь~е nолшюмы порядка i, прu'lем среди 
этuх nолuномов нет таких, которь~е аавuсели бь~ только от комr1онент вектора 

а uлu только от компонент вектора Ь, u R..(a,ka,g) = R..(kb,b,g) =О для всех 
uостато'lно м1J.11ых no моuулю чuсел k Е R . 

Выводом аналогов форму.'!ы Кэмпбел.'!а - Хаусдорфа в системе координат 

2-го при минимальных предпо.тюжениях на гладкость базисных векторных полей 

заним<!.l!ись М. Браманте, Л. Брандолини и :м. Педрони (2008), А. Монт<Lнари и 
Д. Морбиде.'!ли (2008). 

В Главе 3 в области И С Rн расс~~атриваютс:я сr-гладкие базисные век­

торные поля {Х;};=l,".,н, удовлетворяющие условию (+deg), и базисные вектор­
ные поля {Х;8 };=~,".,н Е cr(U) такие, •по зна•~ения векторных полей Х;8 , j = 

в h; 
1, .. . 'h;, образуют базис Н;(х) для каждого х Е: и. Тогда xj = L Ь1t,;X1t , 

lt=J 

j = 1, . .. ,N, degXf = degX;. bk,; Е Cr(U) , т. е . Х8 = ХВ, где Х , Х8 - (N х N)-
матрицы , i-e столбцы которых совпадают с Х; , Х;8 соответственно. Векторные 
по.'!я {Х;8 };=~,".,н мы будем называть в д<!.l!ьнейшем В-свя.занными с векторными 

полями {Х;};=1"."Н· 

Определение 3.2. Каждому натура.'1ьно~1у •шс.ау i от 1 до N сопоставим неко­
торое н<Lтур<!.l!ьное число deg i так, •1то deg 1 ~ deg 2 ~ · · · ~ deg N. Определим 

следующий неоднороuный оператор растяжен!.IЯ 

6, : х = (х1, ... , хн) _, (ё.Jeg 1 Х1, ... , Edeg н хн) = д,х, Е >О. (3.12) 

В С.'!У'lё.е , когда deg i = 1 для всех i = 1, ... , N, ~1ы будем испо.'!ьзов<Lть обозна•1ение 
.s:. Если же deg i = deg Х; для всех i = 1"." N, то будем говорить, что оператор 

о, согласован с градуировкой векторных полей {X;};=J,""H· 
Н 

Пу<.-ть в: : (х1 " ." хн) _, ехр(~ x;xf)(g), в:(о) = в:(о, .. " О) = g, --

С"-гладкий диффеоморфиз~1 некоторого Шёiра В.(о,с:) на некоторую окрестность 
Off С И точки g. В случ<Lе В= Е мы испо.'!ьзуем обозначение 89 , где Е -· (N х N)­
единичн<LЯ м<Lтрица. 

Определение 3.3. Д,ля каждой матрицы В опрсде.'IИМ следующий неоднородш.~й 
оператор растяжен!.IЯ д;'·g =о: од, о (8:) - 1

, degi = degX; , i = 1, ... , N , согла­
сованный с градуировкой ба,щсных векторных полей {X;8 }i=l,".,H · 
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Ес.111 В= Е. то :1.1ы щ:по.1иуе:1.1 о(кпначение д~. 

Н 

Д.1я каждо1·0 ~1у:1ьтиин,:.~екса а = (а," .. , ан) общна•1ю1 lal = I: 0:; , lalh = 
i:l 

Н -I: щdegX; ; также для всехi = 1, .. . ,N 11олагае~1 Xf = (09 1 ).Х; , н11устьDох(О, .с ) = 
i=l 

{ U (а1," "ан}<:: IRн 1 la;I < ctlegX,} . Из опрсде.1ен11я отuбраженю1 IJ9 вытекает, 
•по , каковы бы ни бы.111 С1 - гладкие (iа·с1исные векторные поля {X;}i=l,".,H· ~!Ы 
ю1ею1 Х9 (х) = Е + o(l) при х ~ О. где Х9 --- -- (N х N)-матрица, i-й столбец кото­
рой совпадает с Xf. 
Определение З.5. Рассмотрим некоторые ба·шсные векторные по.1я {Х;};=~,""н, 

опреде.;1енный в некоторой окрестности нача.1а коордшrат евк:шдова пространства 

JRH , rра,:1у11рованные степенями. такие. •1то элементы ~1атр11цы Х = (х;::' )n ,m=l , ". ,н. 
m-й сто:~беu которой совнадаk'т с Xm , m = 1, ... , N , равномерно по Е Е (O, t'), где 
f некоторое фиксированное •шсло, удов.1етворяют асимптоти•1ески~1 ус.1овиям 

и:ш 

{ 

о;::'+ О(Е) , 

х:' = О(е), 

O(;i-1), 

{ 

д;::' + o(l), 

х:;' = o(l), 
O(ci-j), 

на шюжсстве Вох(О, :Sio) . где Ai,j , 1 

n:<;m, 

х;::' Е А;,;, х;::' f/: diag А;, ;, 

х;:' Е A;,j, i >j, 

n::;m, 

х;:' Е А;,;, х;::' f/: diag А;,;, 

х;:' Е А;,3, i > j, 
<:: i , j :::: I', - •1асть матрицы Х, представ-

.1яющая иJ себя пря~юуrольную матрш~,у, образованную элс~юнтами х;:' такими, 

'11'0 h; - 1 < n ::; h; , hj - 1 < m ::; h; , 11 =: > о - Нlо'КОТОрая ДОt'ТаТО'IНО 60;1ьшая 

константа , одна и та же для всех " С: (О,~) . Тогда ~1ы говори:1.1 , •по набор век­

торных по.1ей {X;}i=t ,""H удовлетворяет O(:o)-11c1uшmom11"1eCK1LМ уr..ловШLМ или 
o(l)-acuмnmomu•tecкuм ус.лов ·иям. Если ~1ы, рассматривая набор ба:с1исных вектор­

ных по.1ей {X;}i=t,""н , 1 ·овор11м , •1то б;ннсныс векторны.- полJ.1 {Xf };= 1 , ""н равно­
.мерно 110 g удовлетворяют 0(;)-аси:vштотическим условию~ (о(l)-асимптоти•1ески:11 

условиям). то и~н~~!т<:я ввиду СJiеД)'ЮЩРе : чис.1а f , =: , введенные выше , не :швисят 

от g. 

В Г:1аве З , 11рюiеняJ.1 µе:с1улыаты Г:1авы 2, мы вывод11~1 фор~1улу д:ш д11ф­

ференциа.1а отображения о: , инд.уциµованного Gа:шсньнш вектuрны:11и полями 
{Xf}j=l"",H Е c<T- l(U) , при пщюЩJ1 которой ню111 дuкюана 
Теорема З.2. Пусть {Х;};=1 "."н Е сп- 1 {U) -- ба..зuснЬtе оектор11ие поля, удо­
влстворяющне ус.ловню (+d.-g) . Тогдn векторные 110ля {Xf};=i,""N удовлеmворя­
юm О( с: )-11симnmотиче1;к1LМ ус.ловиям. 

Ре:!.vльтат теоре~1ы 3.2 д:1н с:1у•1а>1 С"" -гладких нt•ктоµных полей в дру1·0~1 виде 

бы.1 по.ч··1ен Г. !\-!етивьеро~1 в 19iб r. в работе , посвященной и·Jг1ению асимпто­

тикн спектра сублал.1асиаt1а , который определялся при по~ющи в.-кторных по:1ей , 

у:1овлетrюряющих условию эквирегу.1ярности. Испо.1ьJуя теорему 2.4, в Г.1апе З 
на~ш пол}"It'.На еJюдующая 
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Теорема З.З. Пусть {X;}>=i, ... ,N Е ст-~ (U) - базисные векторные пол.я, удо­
влетвор.яющие условию {+deg). В слу<1а.ях Т = 2,3 имеют место следующие 
разложениА 

df (a, Ь) = /1i + Ь; + ff::~a" · Ьо + Rfr(a, Ь, g), Rfr(a, b,g) = o(l(a, Ь)lт), 
2:$la+/11:ST 

degX,<;la+/11• 
(3.25) 

гrJe (cf, .. "4) = с9 Ест- ~ - 1JЗ теоремы 2.4, g Е О, а,Ь Е B.{O,i), коэИJици­
енты F'::~ эавис.ят от g и не завис.ят от выбора а, Ь; при этом ff::~ = F:. ./J(g) 

- N 
в случае deg Х; = lп + /31п- КоорrJинаты векторных по.лей Xf = L: х) 8~ в стан-

j=I J 

дартном базисе k, ... , 8~ н в точке х = ( х1 , ... , хн) имеют виrJ 

2~1о+е, !$ Т 

J:S lo+e•I• 

(3.26) 

В Главе 4 доказано существование в окрестности выдеJiенной точки g Е И од­

нородной нильпотентной аппроксимации базисных векторных поJiей {X;}>=i" .. ,N Е 

C'"(U), удовJiетворяющих усдовию (+deg), при разли•1ных пок<1.Зателях r и Т . 

Рассмотрим канонические базисные векторные поля {X;}i=l "."N Е С1 (0), гра­
дуированные <.'Тепенями, удовлетворяющие следующей таблице коммут<1.торов 

(х,, X;J(x) = ( х Е CJ, ( 4.32) 

deg x.sdcg x,+d•s х; 

где О - некоторая окрестность начаJiа координат евклидова пространства RN , 
ct(x) Е С°(О) - - некоторые функции такие, что ct(x) =о в CJiy'laяx 1iegX; + 

degX; < degXA:, т. е. коммутаторы векторных полей {X;}i=l, ... ,N, ca.'doe большее, 
складывают степени. 

Теорема 4.5. Пусть {X;}i=J, ... ,N Е С1 (0) - базисные канонические векторные 
п!М.11, градуированные степен.ями, коммутаторы которых, самое большее, скла­

~вают степени. Тогда на w~котором множестве Вох(О , Ео) С О выполн.яетс.я 

(811,). о Х(8,х) о (8,). =!,~о Х(х), 

гrJe ЕЕ (О, 1), х = Х(х) Е сх(Вох(О,Ео)) - нuжнетреугольна.я (N х N) - матрица 
с rJuагональными мементамu равными 1. 

Пусть Х; ···- i-й столбец матрицы Х из теоремы 4.5, dege; = degX;. 
Утверждение 4.7. Векторные пол.я {X;}>=i, ... ,N .явл.яютс.я базисом левоинвари­
антных векторных полей градуированной алгебры Ли V нильnотентной степени 
Т некоторой групnалгебры Ли Q ; при этом на Вох(О, Ео) выполн.яетс.я слеrJующа.я 

таблица коммутаторов 

[Х;, Х;](х) = ( :L дtxk) (х), ( 4.47) 
deg е-. +deg ei =deg e1r 
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Определение 4.4. Векторные подя {X;}i=l, ... ,N назовем канонической оiпwрод­
ной нuльnотffiтной аппроксимацией канонических векторных полей {X;};=1, ... ,N 
в окрестности точки О, а соответствуюшую гра.цуирuваяную груnnа.лгебру .1и g -
каноническим нuльnотентным касательным конусом векторных полей {X;};=J, ... ,N 

в точке О. 

Пу(.'ТЬ Xi = Edeg х, Х;, i = 1, ... , N, l!allh = . max ja;j~, где а= (а1, .. . , ан). 
t=l , .. . ,N 

Из теоремы 4.5 и утверждения 4.7 вытекает сJ1едующая 
Теорема 4.6. Пусть {X;}i=i, ... ,N Е С2(И) - базисные векторные поля, удов11е­
твор.кющие уедовию ( + deg). Тогда найдутс.к пОJwжительные константы <о , v 
такие, что для ка;ж;дой точки g Е д выnолн.кетс.я 

о - 9 1 (д~1.).Хi -.,_о Х;, i = 1, ... , N, 

[(дf1,).X[,(дf1,).Xj] _,,_o [Xf,XJ], i,j= l, ... ,N, 

равномерно на 09 (Вох(О , <о)); 

2° векторные поля {XПi=i, ... ,N образуют базис векторных полей градуирован­
ной алгебры Ли VY нuльпотентной степени i и удовлетвор.кют на 09 (Вох(О , ео)) - - -" - -" следующей таблице коммутаrтwров (Xf,XJI = Е C;;Xi , С;; 

deg Xi+degX;=deg Ха. 

ct(g): 
3° группова.к операцu.к WY : GY х GY -+ (;.9 на локальной группе Ли GY, соот­

ветствующей алгебре Ли VY, задаеmС.R по правилу 

W9 (и, v) = u · v = w, где u = exp(X!)(g) , v = exp(XC)(g), 

а, Ь Е Вох(О, L•eo), w = ехр (Х%•(а,ь)) (g) = exp(Xg} о exp(X!)(g); ( 4.52) 

векторные поля {XПi=l, ... ,N левоинвариантны относительно W 9 и однородны 
относительно действu.к операrтwра раст.Rж:енuя: Edegx•xf(д~u) = (д~).Xf(u) , 
i = 1, ... , N, u Е G9; единица группы G9 совпадает с точкой g; 

4° дЛА компонент вектор-функции C'l(a,b) uз (4.52) справедлuвы следующuе 
раздоженu.к 

cf(a,b) =а;+ Ь; + pg,i а°'. ьt3 
а.{3 ' (4 .53) 

deg X;=l<>+iJlh 

совпадающие с координатной запuсью группового яr)ра градуированной нuльпо-

тентной степени i группалгебрь~ Ли Q9 со структурным оператором 

Со(е;,е;) = 

5о дЛА компонент вектор-функциu с9 (а, Ь), определяемой тождеством 

exp(Xc•(a,ЬJ)(g) = ехр(Хь) о exp(Xa)(g), а, Ь Е Dox(O, tJEo), справедливы следующие 
раздоженu.к 

q(a,b) =а;+ Ь; + F~:~a" · t? + Rf (a, Ь), (4.54) 
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гdе остатки Rf(a,b) = o((llailh + llbllh)degX;) о6лаdают слеdующим свойством: 
Rf (тa. (1) = Rf (a, та) = (} длJ! все:.r: достаточно малых 1ю модулю т Е IR , и 11cuмri­
momuкr1 оспштков R?(a, Ь) равномР.рнr~ 110 а, Ь; 

6° exp(Xc)(g) = exp(Xg)(g) dлJt всех с= (с1 , ... , CN), гdе ве.ли•tи11а lclx dоста­
то•то мала. 

Определение 4.2. На(юр векторных по:1ей {xni=l"."N назыв<tеп:я однородной 
нщьпотеш1111ой аnnроксимац11сй В('Кторных полей {X;}i= t" ." N в окрестности вы­
деленной то•1к11 g. 

Определение 4.3. Ннльпотентная группа G9 , соответствующая <t.1refipp Ли , по­

рожденной Rекторны\111 по.1я\1И {Xf }i=l" ."N, на.зыва.ется нщьпоте1т111ьи.~ каса­
тельным конусом векторных 110:1ell {X;}i=t " ."N в вьце:1енной то•tке g. 

Такж1' в Главе 4 в теорl'\1ах 4.2 , 4.4 д.:1я базисных векторных полей {X;};=J"."N Е 
C1(U), грцунрованных степеня\111 , удов.1етворяющ11х условию (+deg) , 'I = 2, в 
предпо:южении, •1тu для функций f';(x) ИJ теоре\!Ы 3.3 выпu.1няются <:и:t1\tпТот11-
ческ11е ус.1ов11я f'j = o{lxlт- 1 ), <legX; = 1. j > hт- 1 • доказано сущ!'Ч:твование 
однородной 11ильпотс11т1юй аппроксимации в окрестности выде.1ешюй то•1ки g ме­

тодом, существенно отJш•1ны\1 от дока.зате:1ьств теорем 4.2. 4.4. Отде.1ьно в Г.'lаве 4 
:..1ы привели докюате.1ьство суще<:твова.ния однородной ни.1ьпотентной аппрою.:и­

\1ац11и для с2т- 1 -г.1адких векторных по.1ей, удовлетворяющих ус.1овию (+deg), 
осноnаниое на теореме 3.2 11 ндРях работ ~1итче.1ла и Мстивьера. ]ада•1а о су­

щес ·rвован1111 однородной ннльпотентной апрокси\.!ац11и д:IЯ базисных векторных 

полЕ:'й , удовлетворяющпх у<:-~овию ( + deg) , 'I = 2, расоtатрнвадась С . К. Водопья­

новьш и М. Б. Кармановой (2009). 

Другой важный резу:1ьтат н Г:1авы 4 содержится в <::1едующей теорРме. 

Теорема 4.7. Пустъ {X;};=i " ... N Е Ст(U) -- базисные векторные 11oлJt. удовле­
творюощие условию ( + deg), и {X;8 };=i"."N - B-caJ!Зmmыe с {X;};= 1 " ."N век­
тор11·ые no.11.J1. Тогда длJt кс~:ж:дой то•1ки g Е И отображе11ие IJ9 о B(g) о (У:) - 1 

осуществлRеm локальный изоморфизм 11u.11ьnотеюпных касательных конусов G9, 
GB,9. 

D теореме 4.7 В - бло•11ю-д11агона.1ы1ая (N х N)-~1атрица. 110.1у•1ающая<:я из 
\1атр1111ы В ·ja~1 eнoi! вс('х ~:1е\1ентuв , нс 11р11над.1ежащих б.1ока~-1 В; , ; , i = 1, ... , 'I , 
на О, где Bk+1,1+1 = (Ь;,1) . hk < i ~ hk+ l • h1 < j ~ h1+1 д.1я k , l = О, . . . , Т - 1, 
и G8 ·9 - н11льпоте11тный кси:ате:1ьный конус , соответствующн/1 векторны\1 по.1я~1 

{Xf }i= t" ."N , в то•1кс g. 1-Ь теорс~1ы 4.7 нытекает, что нит,потептпый касатс.1ы1ый 
конус в вы..:~е:1еннuй то•1ке ян;1яется ед11нственны\1 с то•1но<:тью дu И"jО\ЮрфиJ\1а. 

Зa,::i,a•ta о ед11нtтвенност11 (с то•1ностью до и ·юморфи:jма) ни:1ьпотентного касатель­

ного касате;1ьного конуса д.1я вектuрНЬLХ по.'Iей , удовлетворяющ11х ~·с.1овию ( + rleg) , 
также расо1атр11ва.1ас1, Г. ~1аргу.:шссш и Д .. \-lостовы\1 (1995 , 2002) , С. К. Dодоп~,я­

новым и М. Б. Кар\1<шовой (2009) . 

n Главе 5 lt:!У'ШЮТ<:Я функции d.;, JJ :J (О.З). Найдены необход11~1ы~· и достаточ­

ные условия д.'IЯ ба:шсных вРкторпых полей ;\,1я того, чтобы \.!етр1Рюская функция 

d.;, бы:1а квал/\1етр1шой , построены нетривиа.1ьные пр11\tЩJЫ таких квю11 .\1етрик. 
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Определение 5.1. Неоторицательная функция dA , оnредеденная на А х А, где 
А - некоторое множество, называется квазиметрикой, если : 

1° dA(u.,v) 2: О (аксиома неотрицательности), dA(u,v) = О тогда и только 
тогда, когда и.= v (аксиома тождества); 

2° dA(u,v) ~ KAdA(v,u.) ддя некоторой константы КА, не ·JаВисящей от выбора 
u,v (аксиома обобщенной сuмметрuчности); в случае, когда КА= 1 говорят, что 
dA удовдетворяет аксиоме симметричности; 

3° dA(u.,v) ~ QA(dA(u.,w) + dA(w,v)) для некоторой константы QA , не завися­
щей от выбора u, v, w Е А (обобщенное неравенство треуго.11ьн11ка). 

Пару (А, dA) мы будем называть квазuметрuческuм 11ростртанством или 
кваэипространством; константы КА, QA из 2° , 3° -- квазиконстантами. В едучае 

КА= QA = 1 функция dA н<i'!ывается метрикой, а пара (A,dA) - метрическим 

пространством. 

Теорема 5.4. 

1° Пусть {X;};=J" .. ,N Е C2(U) - базисные векторные по.llЯ, удов.11етворяющие 
уедовию ( + deg). Тогда найдется об.11асть 0-r, 0-r С И, такая, что функция 

dr.c : 0-r х 0-r __, JR+ U {О} яв.11Яется ква:шметрuкой на 0-r; 
2° пусть {X;};=i, ... ,N Е C 1 (U) - базисные векторные по.llЯ, удов.11етворяю­

щие уедови.ю ( + deg), Т = 2. Тогда найдется об.11асть 0-r, От С И, такая, что 
функция dr.r. : 0-r х 0-r __, JR+ IJ {О} яв.11Яется квазuметрикой на 0-r; 

3° пусть { X;}i=J , ... ,N Е С1 (И) - базисные векторные по.llЯ, градуированные 
степенями, такие, что векторные по.llЯ {Xf}i=I, ... ,N равномерно по .Q Е О, где 
О - некоторая пидобдасть uз И , удов.11етворяют о(l)-асuмптоти'Ческuм уе.11ови­

ям. Тогда найдется об.11асть От С О такая, что функция dr.r. : От х От __, R+ U 1 О} 
яв.11Яется квазuметрикой на От . 

В с:х.-гла,дком с.ауча.е теорема 5.4 вытекает из теоремы Ball-Box Нагеля, Стей­
на и Бэйнтера. Воnросы существования ква'!иметрик на многообрюиях Карно nри 

минима..тьньrх предnо:южениях на гладкость векторных полей изу•1а..'IИсь С. К. Во­

доnьяновым и М. Б. Кармановой (2009). 
Следующие теоремы, установленные в Главе 5, показывают, •1то между обоб­

щенным неравенством треугольника для квюиметрик d\, из (0.3) и таблицей (0.2) 
существует глубокая взаи"'юсвяз1" 

Теорема 5.2. Пусть {X;}i=I, ... ,N Е C2(U) - базисные векторные по.llЯ с сигна­
турой ijJ. Предnоложuм, что O.llЯ компонент вектора 1/J выnо.11няется r..11едующее 
уедовие: ~ ~ 3. Тогда функция dФ яв.п..яется квазuметрикой в некоторой обда­

сти ОФ, ОФ С И , тогда и то.11ько тогда, когда векторные по.llЯ удовдетворяют в 

иб.11асти О,µ С.11едующей таб.11иче коммутаторов 

(5.12) 

Пусть {X;};=1, ... ,N Е cr , r > 2. По теореме 2.5 мы и~1еем df = q(a',b') = 
а;.::"'' + Ь;т"'' + s;+ 1 (а', Ь') +~+!(а', Ь' ,g), где s;+l (а', Ь') представдяет собою ко-
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нечную сум~iУ с.-rагаеыых ви;:~.а 

Теорема 5.3. Пусть {X;};= i, .... N Е Cr(U) . r > 2, - базисные векторные по­

л.я с r.11г11атурой VJ. Преdпо.ло:>1сим, -что о.ля компонент ве~.:тора \'' иыполняется 
следующее условие: U. < r + 1. Тигdа 

• • 1,J1 -

lu для того, vтобы функция d, . была квазиметрикой в некоти1юli области 
Оо;1 С И . f1eoбxoduмu. 'tтобы оектор11ъи' пол.я уdоалетворя.л 11 таблиц" (5 .12); 

2° функция d,. является квазиметnрикий в области О,, С И тогда н только 

тогда, когdа для всех i 1~ для все.т. .9 Е О,;, в сум.ме S~+ 1 (а', Ьт ) отсутствуют 
слагаемые, для которых выполняется wm, + · · · + w m" + ;.;р, + · · · + wрч < 1/•; . 

Dвсде~1 обозна'lение Вохсс(х, r) = Ож(Вох(О, r)). В Главе 6 на).111 устаноп.1ены 

рю.1и•шые варианты лока.:1ьной а11прокси~1ационной тооре~1ы Гро~ю11а ;~.1я квази­

~iетрик dcc , по.-rу • rено подходяшее обобщ!'ние понятия схu..:шмuсти по Гро:о.юву ·-­
Хаусдорфу ;ця компактных ква:~и~н~трических пространств , при по~ющ11 которого 

установлена равнщ1ерная сходимость квюипространств ( Вохсс(.9, т /t), tdcc ) к ква­
зинространt.;тву ( Dox~ (.9, т), d~) при t ou (аналог теоремы l\-1и1"1е.11:1а о касатель­
но~~ конусе). 

Обозна·ш~1 чере·" d~ квзи~1етрику. которая опреде:1яется при по~ющ11 вектор­

ных полей {Xf}i=\ , .... N в некоторой окрестности 0 9 то•rки .9 по правилу (0 .3), где 
wj = degX1, и пусть Box~(x,r) - открытый шар в ква31J\1етрике d~ ; ;~.1я каждо-

- N -
го вектора Ь = (Ь 1 , •• . , bN) \1ы исполь3уем обозначение xg = :L b;Xf. Рассмотрим 

i =l 

базисные векторные по;1я {X;};=i , .. . ,N Е С 1 (И) , удовлетворяющие ус:юnню (+deg) , 
i = 2. Их формальной оd-нородний -нuльпоте-нт-ной апщюксимацuей нюоне~1 такие 

векторные ПОЛЯ { Xf}i=l, ... ,N , '!ТО векторнuе 110;1е (О;; 1 ).Xf совrщ.:~.ает с i· \ I С1ОЛ6-

• <> (cr(a ,b) , .. "c~( a ,bJ) 1 . _q ) . _ 
ЦО\1 ~1атр11цы д(Ь," .. ,ЬN) . , где функции с; (а, Ь . i - 1, ... , N , 

(Ь1 , ... ,ЬN i=(U, ... ,U) 
и :J пюре:>tы 3.3. 

Теорема 6.3. Пусть базисные вектоrтwе пол.я {X;};=1 , ... ,N Е С1 (И) уdоолетвор.я­
юm условию (+<leg) , i = 2, и {Xf}i=l, ... ,N ---· их формальная однородная нWlьпо­
тентная аппрокс11.мация. То~да нaildemcя чur.ло .о 1 > О такое, что для некоторой 
области Ur С И равномерно относите.лъно g Е Ит, _q, Е Boxcc(.Q ,€ ) . о Е (0 ,Е 1 ) 

вwполняr.тся следующая оценка шах { dcc ( ехр (Х0,ь) (_q, ), ехр (Х%. ь)(g,)) , 
d~( exp(Xo,ь}(_q, ),exp(Xl,ь)(_q,) )} =о(-:: ), где Ь= (b1 , ... ,bN), Jblx ~ 1. 

Теорема 6 .5. Пуст" {X\ };=J, .. . ,N Е С 1 (О) - ка1101111ческие базисные векторные 
11оля , 011редеденныt' в некоторой окрестности О на•~ала киорdинат евклнdива про­

странства JRN , удовлпmюряЮЩUС условию ( + deg). такие , •tmo для функций. Ct 
u..1 (4.32) в1.н1ол11яются, оченкtt JCt(<5, x) - C~(O)I s; coнst О"" ал.я некоторого а Е 

(О, 1) , 11 {X;}i=l, ... ,N ---· и:~: ка~шни•~ескllя однороdная 111.1.11ыюте11т11ая аrтроксима­
чия, в окрестности точка О. Тогdа растомер110 по _q, Е Вох(О, Е") выполняется оцен­
ка шах{ dc0 ( !'xp(XJ . ..,) (g,), ехр (Х6 . '")) (.q, )) , dc ( ехр(Хо, ...- ) (.Qc ), ехр (Х,1, _. )) (.q, ))} 
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O(cl+lf), гdew=(w1 1 ••• ,JJN), lwlS:l. 
В теореме 6.5 метри •шские функции d.0 0 , dc определяюТ<'.я по правилу (0.3) при 

по:мощи базисных векторных полей {X;};=i, .... N , {X1}•=i .... ,N соответственно. Как 
след<.'Твие теоре~1ы 6.5, в Главе 6 полу•1ена следующая 
Теорема 6.6. Пусть {X;};=t , ... , N Е C2(U) - базисные векторные 1~оля, удовле­
творяющие ус.ловию ( + deg) . Тогда для некоторой области И-r С И равномерно по 
g Е Ит, g, Е B ox,...,(g ,<) , ЕЕ (О,с: 1 ), где <1 -- достато"но малое "ис.ло, вwnолняет-

с.я оценка ma.x{ dcc (exp(X.1,u.1)(9,),exp(XZ"J(g, )), 

d~(exp(Xo. ")(g,),exp(Xl,u.1)(9,))} = О(сн+), (6.43) 

гдеw= (c.11 , . . . ,wN), l"-'l oc S 1. 
Следствие 6.13. Найдете.я ,.;онстанта к. > О так11J1 1 "то 

Вохсс(g" Л<) С Box~(g, , Лс + кЕн+), Вох~(g" Лс ) С BoXcr.(g, . Лс: + кЕн+) 

равномерно 110 g Е Ит, g, Е Box,..r.(g,<) , Л Е (О, l] , ЕЕ (О , с 1 ) . 

Следствие 6.13 - ана.:-.ог лока..-.ьной аппрокси~1ационной теоремы Гршюва. 

Обобщением лока.rrыюй аппроксимационной теоремы Громова для квазиметрик 

~111огообразий Карно при минима.'Iьных предпо:южениях на гладкость векторных 

полей занима.пись С . К. Водопьянов и М. Б. Карманова (2009). 

Расоютрим ква::~ипрuстранства (А, dA) такие , что для dA выполняется аксиома 
симметрии (кА = 1 в п. 2° определения 5.1), множество А сепарабедьно, и каждое 
множество BA(x,r) ={у Е А 1 dA(x,y) < r} яв.'!яется открытым шаром, т. е. для 
дюбой точки у Е BA(x,r) найдется чис.по е: 11 такое, что ВА(у, <11 ) С BA(x,r). 
Определение 6.1 . Расстоянием по .1ипшицу dL для квазипространств (U,du) , 
(V, dv) на3ывается ве.1и •шна dL(U, V) = iпf log{шax{dil F, dil р- 1 } ), где dil F = 

F•U-V 

sup dv<:J~J::i<11P , и то•ша.я нижняя грань берется по все:..1 билипшицевым гомео­
х,11ЕИ 

морфизма..\-! F . По1.:ледовательность ква:.iипространств {И"} сходится по Липшицу 
к квазипространству V , ес:ш dL(U", V) -·"-х О. 
Определение 6.2. Пусть (X,dx) , (Y,dy) - квазипространства, f: Х _,У -
произвольное отображение. Величина dis(/) = sup Jdy(f(u),f(v)) - dx(и,v) j нa-

u,v E: X 

зывается иска:жением f. Последовательность кваз11простра.нств { Х"} равномерно 
сходится к ква3ищюстранству Х, если существуют гомео~юрф11з~1ы /": Xn _" Х 
такие, что dis(/n) ->n-"" О. 

Определение 6.3. (Квази)расстояние 110 Хаусдорфу меж,цу двумя компактны­

ми подмножества.'-lи Х, У (ква3и)метрическогu пространства (W, dw) определяется 
как Hw(X, У)= inf{c 1 У С Nc(X),X С N.(Y)} , где N, (A) = U Bw(y.t:) обозна-

11 ~ А 
чает ~о-окрестность ~шожества А; соответственно, последовательность компактных 

множеств {Xn} С W схоdитс.я по Хаусдорфу к ко~шактному множеству Х С W , 
если для :1юбого Е > О найдется nu Е N такое, •1то для всех n > по выrюдняется 
Xn с N,(X), Х с N, (X") . 
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Определение 6.4. Расстояние по Громову - Хаусdорфу ~1ежд.у ;:шр1я ксщпакт­

пыми метрическими пространствю1и Х, У опреде:1яется как Н(Х, У) = Чif Hw(X, У) , 

г11е инфи~tум берется по всем и:.юметри•юск11:.1 вложениям пространств Х . У во всс­

воз~южные ~1етр11•1еские 11ростр1шства W. 

Определение 6.5. Компактные метрическне пространства {Х;} сходятся по Гро­

мову - XaycrJopфy к ко:.111актно~1у ~1етри•1ескоыу пространству Х (Х; --+ан Х) , 

если _liш Н (Х;, Х) = О . 
•~х 

И:Jвестно , что 1->сли пос."lедоват1~1ьность метри•rеских пространств Х" сходится 

равномерно к метрическому пространству Х, то Х" --+ан Х. Учитывая изнест­

ные критерии GН-сходимости, следующее определение 6.6 11 утверждения 6.1, 6.2 
обобщают оnреде!Iение GН-сходи~юсти для квазипространств. 

Определение 6.6. Последовате.1ьность { (Х;, dx,)} компактных квюипJХJстранств 
L-6.лuзка по сетям к квазипространству (Х, dx ), если существует пос:тедователь­
ность по."lожите."lьных •шсе."1 =:; --+ О такая, что д."lя каждого i существуют с;­

п.1отные сети Г; с Х; и r; с Х такие, •по dL(Г;, r;) < L = const. 
Следствие 6.14. L-6.лuзость по сетям (в смt>lс.ле оnреdе.леюLЯ 6.6) nос.леdова­

тмыюсти компактных ква.зиnростраиств {(X;,dx.)}, i > 1, ква.зипростран­

ству (X1 ,dx,) , ква.зиконстанты которых огранu•tены в совокупности, эквива­
лентна существованию пос.леdовате.лъност·и кви.Jиnространств { (W;, dw,)} , ква­
аuконстанты которых равиомерио ограни'Чеиы, такuх, 'Что Х; и Х u.1ометр11'lе­

скu в.ло:нсень1 в (W;, dw.) O./IJI ка:нсdого i , u Hw, (Х;, Х) --+; ~"" О. 

Утверждение 6.3. Преdnо.ло.жuм, 'Что компактные квазипространства (X,dx), 
(У, dy) L-6.лиаки по сет.нм, т. е . O./IJI .любого числа Е: > О найдутся би.ли11шицево 
эквивалентные (с константой L ,, supL, < L = <:onst) коне•тие Е -сетu r:: ,. 
{xf} с Х, rr = {yf} с У, и ква.зuметрики dx, dy непрерывны. To?da Х и У 
u.зометричны. 

Расоютри:.~ на области Ит ква:ш~1етрику tdcc. Оrю:ша'111'1 · н~ре'3 Bt(g, т) шар в 
квазиметрике tdcc с центром в точке g Е Ит радиуса т . Испо:ть:.~уя следствия 6.13, 
6.14, нами установ."lена с.•сдующая 

Теорема 6.8. Пусть {(Bt.(g,r),tkdcc)}, гае t" ~ DO, !' < Ео, ·- 7lОС.деdова­
тмьность компактных ква.1ш1ространств . Д.11J1 ка:нсdого достаточно м11.11ого 

'luc.лa Е > О найdутс.я такие коне•тwе Е-n.лотные сети Гk с (:В1• (g , r),tkdcc) , 
Г' С (Box~(g,r),d~) одинаковой мощности такие, 'lТТIО dL(Г~, Г') -+"' " ..... О. 
Следствие 6.15. Кви.Jипространства (Bt(g, т), tdcc), г < .оо, схоdятСR равномер­
но к квааипространству (Box~(g,r),d~) пр·и t -+ оо. 

Другая конuе1щия G Н -сходимости для ква.'J1шространств была ра:.iработана 

С. В. Се:швановой (2010) . 

В Главе 7 при помощи теоре,1ы 6.6 построены примеры ква:шпространств 
Карно Каратеодори для с.1учая ба:.шсных векторных по.1 ей г.•а:ткости с~ , удо­
влетворяющих ус!lовию {+deg) , которые выражаются •1ере:.1 свои комм~-таторы со­
гласованно. Говорим, что базисные векторные по.1я {X;}i=l"." N Е cr(U). у;ювлс­
творяющие у<:Jювию ( + (\eg), выражаются •tере.э свои коммутатор·ы согласованно, 
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hdr:кXn · - 1 

если выполняется Xn L С;Х; + L Cij[X;, Х;] для некото-
i=1 deg Xi+deg Х; ~ deg Xn 

рых непрерывных функций С;, C;j д:1я каждого n > h1 . 

Откюываясь от г.1<\дкости векторных полей, мы тем са.\lым :шшаем себя воз­

~южнuсти по.1учить соответствующую теорему об однородной нильпотентной ап­

проксимации. Однако, теоремы Рашевского - Чоу и Ball-Box :-.югут иметь место 
и в случае негладких векторных полей. D Г.1аве 7 в некоторой об:1асти И евкли­

дова пространства 1R3 с системой координат (х, у, z) рассматриваются векторные 
поля Х = (l,O,f(x,y)), У = (О, l,g(x,y)), Т = (0,0, 1), такие, что: 1) функции 
f, g .1ипшицсвы с константой L, или же 2) из~{еримыс функции /, g ограничены 

некоторой константой К в И , и функция f нри каждом фиксированном х явля­
ется липшицевой с константой L функцией переменного у (L не ·3ависит от х), а 
функция g при каждом фиксированном у является .1ипшицевой с константой L 
функпией переменного х (L нс зависит от у). Векторные поля расс~{атривае~юй 

координатной записи в литературе называются полями ти11а Леви. D Главе 7 при 
помощи векторных полей Х , У , Т построены примеры квазипро~:транств Карно -
Каратеодори , Д.'IЯ которых выпо.1няется теорема Ball-Box. 

Обобщением теоремы Рашевского -- Чоу при мини~1альных предположениях 

на гладкость баэисных векторных полей занима.1ись М . Браманте, Л. Брандо:шни 

и М. Педрони (2008). А. Монтанари и Д. Морбиде.1ли (2008) , для многообразий 
Карно - С. К. Dодопьянов и l\I. Б. Карманова (2009) . 

В Главе 8 на квазипространствах вида (Ит, dcr.) на.ми доказываются тсоре~{Ы 
о дифференцируемости dс0-спря:\шяемых кривых. Для формулировки полу•~енных 
результатов введем обозна•1ения: Рl'н,(х) = Prн,(x1 , ••• ,xN) = (x1 , ••• ,xh,), где 

hi -- h1 ........ 

х = (x1, ... ,XN); х," ,) = L а;Х;, x~(I) = L o.;Xf; для произволыюго ~1ножества. 
i=l i=l 

А си:1.1в0Jю:\1 N, (A) обозна•~ается его <-окрестность. Пусть А С (Oт,dr.c) - некото-

рое ~шожество , g Е А - некоторая то•1ка, A(g, s) = AnBoxcc(g, s), а = (а1, ... , aN ) , 

х х• -
I10:;1(g) = U , exp(Xd,a){g), 110:;1(9) = U exp(Xff, 0 )(g) . 

• E(O,t , •E(O,t] 

Определение 8.1. Множество А с (Ит,dr.с) сходится к наnравленшо Х~ в точке 
g Е А, ес.•111 для .1юбой последовательности Sn ~n~"" О найдется посдедователь-

ность En ~n--oc о такая, что Лi;.n (A(g, Sn)) с N,n ( l(~.~J(g) )-

Для параметрюованной кривой 'Y(s) с (Ит, d0 c) , s Е (О, s0 ], введе:м обозначение 

m,.,(.•,т] = sup d00(")'(s),"y(s')); если s =О, то вместо m'"f , [O , т) пише:м m-y.-r· 
•' E(• .-r] 

Определение 8.4. Пусть ~1(s) С Ит, s Е [О, so], --- спрямляемая крива.я. Кривая 

")' ш-спрямляема справа в точке s Е [О, s0 ), если lim !(~!•,•+ • !) < х. 
т ~+о , ,[• ,•! 

Определение 8. 7. Пусть а( s) : (О, s0 ] ~ R - некоторая неотрицательная непре­

рывная неубывающая фуню~ия, а(О) =О. Кривая 1' = -1(s) С (Ит, dcr.), s Е [-so, so] , 
1 (0) = g, дf/а\.•)-сходится справа к направлению Х!, в то•tке _q, если ,:ця .1юбой 110-

с.'lедuвате.1ьностп положите.'lьных •111се:1 Sn ->n ~x О найдется пuс.'lедuвате.'!ьнuсть 
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х• положительных •шсе.:1 ":n ~n~x О такая , •1тu д~/а(•n) ( rl[u,•nj) С N." (i[o,'i: (g) ) . 

Определение 8.8. Ра.соютрю1 кривую')'= r(s) С (Ит,dсс) , s Е [-s0 ,su) , 1" (0) = g , 

и пусть x(l 1(s) = Рrн, (0; 1 (1 (s))). Кривая "'! h-дифференцируема в точке О, ес.'!и су­
ществует единственный вектор ао) Е R"• такой , что кривая 1' д~1 -сходится 

mz-( 1)·• 

справа (слева) к направ:1ению ХУ (-ХУ ) в тu•1ке g. 
n-( 1) ()>fl) 

Определение 8.9. Кривая r(s) С (Ит,dсс), s Е [-so,s0 ), "r(O) = g, се-dифферен­

t\ируема в точке О , если существует единственный вектор (}(!) i:· JR"• такой , что 

кривая r дg1 -сходится справа (с:1ева) к направлению ХУ (- Xg ) в то•1ке g. 1 11 Ор1 0'(11 

Теорема 8.5. Пусть {X;};=J ,".,N Е c-r+ 1 (U) - базисные векторные nо.ля, удо­
влетворяющие условию (+deg) , l"(s) С (U-r,dcc), в Е [O,so) , "'1 (0) = g , -- абсолютно 

неnрерывная горизонтальная кривая такая, Ч11W кривая XoJ(s) = Рrн, (0; 11"(s)) 
m-сnрямляема сnрава и б~/m -сходится в точке О к наnравлению P(l) в обычном 

~(1 , •• 

смысле. Тогда кривая r h-дифференцируема сnрава в 11WЧКе О . 

Следствие 8.4. 

1° Пусть {X;}i=J,". ,N Е С2 (И) - базисные вектор11ые nоля, удовлетворя10-
щие условию (+deg), се-лиnшицева кривая ~1(s) с (Ит,dсс). s Е [O,so), 1(0) = g, 
такова, что кривая Рrн, 0; 1 (1"(s)) = X( 11 (s) дифференцируема в О. Тогда в точ­
ке О кривая -у сс-дuфференцuруема. Таким обра.юм, любая се-лиnшицева кривая 

се-дифференцируема n. в . 

2° Пусть {X;}i=l ," " N Е c-r+i (И) - - базисные векторные пол.я. удовлетво­
ряющие условию ( + deg) , абсолютно непрерывная горизонтальная кр~;вая r(s) С 
(И-r, dcc). s Е [О, s 0 ) , -у(О) = g, такова, что в О кривая Рrн, 0; 1 ("r (s)) = х0 1 (s) диф-

ференцируема и выnолНJ1ется оценка j ix(l)(s) - i:(IJ(O)! ds = O(s) . Тогда в точке 
о 

О кривая 'У се-дифференцируема. Таким образом, любая а6солюпто 11еnрерывная 

горuзонтальная кривая се-дифференцируема n. в. 

Другим способом се-дифференцируемость почти всюду се-спрям.1яе~1ых кри­

вых, параметризованных д.1иною дуги. на эквирегу:~ярных пространствах Карно -
Каратеодори была доказана Г. Маргулисо~1 и Д. Мостовым (1995) , се-дифферен­
цируемость почти всюду абсо:~ютно непрерывных гори:юнта..1ьных кривых на мно­

гообразиях Карно была дока:3ана С. К . Водопьяновым (2007), С . К . Водопьяновы:-.~ 

и М. Б . Кармановой (2009). 

В Главе 9 для метри•1еских прос'Транств (Х, d) достаточно uбщего вида до­
казываются теоре~~ы о существовании некоторых к.1ассов ограниченных областей 

Джона. А именно, рассматр11вается ~1етри•1еское пространство Х с метрикой d, 
удовлетворяющее с.'lедующи~1 уl:Jювиям. 

1° Для любых двух то•1ек х 1 , х2 Е Х существует параметри:юва:нная кривая 

-y(s) : [О, s0 ) - Х конечной д.1нны l( !' ) такая . что -у (О) = х 1 , -у (О) = х~; длина кривой 
определяется стандартны~~ обра·зо~1 . 

2° д,.'!я любых двух тu•1ек х 1 , xi Е Х существует кратчайшая в Х , т. е. кривая, 
соединяющая х 1 и х2 , длина которой равна d(x1 ,x2 ) . 

з0 Метрическое пространство (Х, d) является nростра11ством однородного ти-
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па, т. с. на нем за,.1ана нетривиа.-1ьная борелевская мера µ, такая, что выполняется 
условие удвоен.и.я: µ(B(x,r)) ~ Dµ(B(x,r/2)), где константа D не зависит от выбо­
ра центра и ра,.:щуса открытого шара В(х, r) = {у Е Х 1 d(x, у) < R}. 

4° Пространство Х явJiяется полны~~ ~1етрическим пространством. 

5u Дпя любого R > О граница открытого шара В(х, R) совпалает со сферой 
S(x, R) ра,.:J,Иуса R, т. е. дВ(х, R) = S(x, R) = {у Е Х 1 d(x, у)= R}. 

6° Допо:шение к зю1ыканию ;побого метрическ01'0 шара связно. 

Нетривщ!..1ьным примеро~t таковых пространств является произвольная груп­

па Карно (G,pr.) с метрикой Карно - Каратеодори Ре · 

Определение 9.1. Об.,асть V С Х называется равномерной, ес.1и существуют 

постоянные а и Ь (константы равномерности) такие, что всякая пара то•1ек х 1. Х2 Е 

'D может Gыть соединена кривой -у с V коне•1ной д.1ины , ;:~,ля которой выполняются 

<:ледующие условия равномерности: 

где/(:) -·-· длина кривой:. -y(xj,x) -- часть кривой -у от то•1ки Xj до то•1ки х. 

Определение 9.2. Ограни•1енная область V называется областью Джона, если 

найдется точка xu Е V (точка Джона) такая, что каждая точках Е 'D может бьпь 

соединена с хо кривой/: [О,1(-у)] ~ V, 1(0) = х, ~1(/(1')) =хо, параметризованной 
длиной дуги, такой, что d(-y(t),д'D) ~ Ct, где константа С не зависит от выбора 
точки х (кривая Джона). 

Шар В(х, r) С V пространства Х, называется М-некасате.льным. если выпо,1-
няются соотношения Mr > d(B(x, r), д'D) > м-1 r, д;1я некоторой константы М. 

Определение 9.3. Равномерная облает~. V С Х нюывается NТА-облаr.тью, ес.,и 

существуют константы М и r 0 такие, что выпо.'Iняется с.1ед_ующее условие внешней 

с11ирали: для любой точки х Е д'D и числа r < r 0 найдется М-некасате..1ьный шар 

В(у, С1 r) такой, что В(у, C 1 r) С В(х, r) \ 15, где константа С1 зависит только от 
М. Говори:1-1, •по область 'D удовлетворяет условию внутренней спирали, есди 

выrюлнt'НО условие внешней спирапи для области Х \ 15. 
Теорема 9.1. Л~обой шар В(х, R) с (Х, d) соdержuт область В, уdовлетворяю­
щую оdновремеюю условиям внутренней u внешней спиралей. 

Из ~tетода доказате.,ьства теоре~1ы 9.1 вытекает 

Следствие 9.1. Область В явл.яется областью Джона. 
На группах Ка.рно близкими к условиям внутренней и внешней спира..1ей явля­

ются условия внутреннего и внешнего се-однородных конусов , которые мы сфор­

мущ1руем ддя груrша.1геGр Ка.рно (Q, Ре) с метрикой Карно - ·- Ка.ратеодори Ре; 

соответ~-твенно Br.(x,r) -- се-шар с центром в точке х радиуса r на (Q, p0 ). 

Определение 9.4. Об;шсть V с Q удовлетворяет ус.л.овuю се-однороdного внут­

реннего конуса в точке х0 Е UD, если найдется такой шар Bc(v"0 ,e"0 ) , что 
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C"0 (h"0 ,::"0 ) с 15, C"0 (h"0 .::"0 ) = x0 C0 (v"0 ,h"0 ,<"0 ), где множество 

Cu(v"0 ,h"0 , c"0 ) = { U U дтu 1 Pc(O,v"0 ) = h"0 } 

uEB0 (vz0 .<zo) тt;(U,l] 

называется се-однороднwм конусом с вершиной в точке О, высотой h"0 , радиусом 

основания с"0 и осью д7v"0 , т >О. 

Определение 9.5. Область D С 9 удовлетворяет уедовию се-однородного внут­
реннего конуrо, ес:1и каждая точка u Е д1) удовлетворяет условию се-внутрен­

него однородного конуса, и при это~! найдутся константы к1 • "~ > О такие, что 
к 1 < sнр с:" < к2 , к 1 < sup h" < к2. 

u EuD u ~IJ'D 

Теорема 9.2. На груnnалгебре Карно (9, Ре) существуют области Джона, не 
удовлетворяющие одновременно уедовuям внутреннего и внешнего се-однородных 

конусов. 

Зада•1ей о существовании ограни•1енных областей, удовлетворяющих услови­

я~~ внутренней и внешней спирмей, на группах Карно зани~1ались С. К. Водо­

пьянов (1995), Л. Капонья и Н . Гарофа.ло (1995, 1998), за,щчей о существовании 
ограни•~енных областей, удов.1етворяющих условия~~ внутреннего и внешнего се­

однородных конусов на группах Карно заню1ались Л. Капонья и Н . Гарофало 

(1995,1998), Н. Н . Романовский (2004); свойства областей Джона на 2- и 3-сту­

пенчатых группах Карно изучались Р. Монти и Д. l\Iорбидес'!.'!И (2005). 
В Главе 10 на про1вво.'!ьных группа..'lгебрах Карно на.\ш построены примеры 

неограниченных равномерных областей, на группалгебрах Гейзенберга ll!" постро­
ены примеры ограниченных NT А-об:1астей с негладкой границей и исследована 

геометрия се-шаров, на IН! 1 1юлу•1ены то•1ные константы в теореме Ball-Box. 
Теорема 10.1. Области Г 1 ,; = {х Е 9 1 х; >О}, j = 1,.",h1 , равномерны на 

груnnалгебре Кар~ю (9,рс)· 

Теорема 10.2. Область Г~ = {(x1,Y1, .. . ,xn,Yn,t) С li!" 1 t > О}являетс.я равно­
мерной на груnnалгебре Гейзенберга (l:П", Ре). 

Теорема 10.3. Область Вохс(О , 1) С (JНl",Pc) равномерна. 

Теорема 10.4. Область Бох.,(0, 1) С (IJl",Pc) .является NTA . 
Теорема 10.6. Шар Вс(О, 1) С (Hn,Pc) удовлетворяет уедовию се-однородного 
внутреннего конуса. 

Теорема 10.7. Шар Bc(x,R) С (JНI",pc) 1° является равномерной областью, 2° 
не удовлетворяет уедовию внешней cnиpa.!lu . 

Теорема 10.5. На груnnалгебре IHI1 справедливы вкдю•tенuя 

Бох.: (О, Jn:) С Вс(О, 1) С Вохс(О, 1); (10.25) 

константы -j;, 1 в (10.25) точные. 

Проб:1е~~а существовании равно~1ерных и NT А-областей на 2- и 3-ступенчатьL'< 

группа.'< Карно рассматривалась Р. Монти и Д. :'v1орбидел.'!и (2005); геометрия се­
шаров на группа..1гебре Гейзенберга IJl1 изучалась В.Н .Берестовским (1994) , Б.Н.Бе­
рестовским 11 И. А. Зубаревой (2001) . 
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