
Теперь мы можем заключить, что 

Это и завершает доказательство. 

Вероятно, этот результат будет верен для любых односвязных 

областей с квазиконформными границами. 

Работа вьшолнена при финансовой поддержке РФФИ (коды 
проектов 99-01-00366, 99-01-00173). 
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Для некоторых нелинейных волновых задач периодическое ре­

шение, зависящее от вещественной переменной rp , в линейном при­
ближении выражается через sin rp, cos rp, а в слабонепинейном (при 
малой амплитуде) тригонометрические функции заменяется на 

эллиптические, например, на функции Якоби sn <р, cn rp. Для боль­
шой амплитуды возникают ряды по sn rp, cn <р. В качестве приме­
ра подобного рода задач можно привести нелинейные волновые 
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цепочки или волны в жидкости конечной глубины, рассматрива­

емые в данной заметке. В появлении sn <р, cn <р нет ничего удиви­
тельного, поскольку эллиптические функции являются естествен­

ным обобщением функций тригонометрических. 

Эллиптические функции являются двоякопериодическими. На­

пример, функция sn (rp+iф) периодична как по rp, так и по ф. Это 
существенно, поскольку если сразу искать решение, которое при 

комплексном значении аргумента периодично в комплексном на­

правлении, то в некотором случае оно может быть найдено. Об­

щую схему ра-.::суждений продемонстрируем на следующей крае­

вой задаче. 

Задача 1. Найти функцию f(x) (х = <р+iф), аналити-ческую 
в полосе едини-чной ширины 

о < ф < 1, -оо < <р < оо, 

и удовлетворяющую следующим грани-чным условиям: 

G(f,],J',f') =о (Ф = 1), 

Im/=0 (Ф=О). 

Согласно принципу симметрии получаем из (3) следствие: 

f(<p + i) = f(<p - i). 

(1) 

(2) 

(3) 

Поэтому граничное условие (2) можно переписать без знака со­
пряжения 

G (t( <р + i), !( <р - i), d~ !( <р + i), dd<p !( <р - i)) =О. 
Аналитически продолжим полученное уравнение с границы поло­

сы (1). Это возможно, если существует область, примыкающая к 
полосе, без особых точек функции f. Пусть это выполнено, тогда 
имеем диффер~нциально-разностное уравнение 

а (f(x + i), J(x - i), :xf(x + i), d~f(x - i)) =о. (4) 

Если ввести вспомогательные функции 

Рн1(х) = J(x+2ij) (j = 1,2,3, ... ), (5) 
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то (4) сводится к бесконечной системе обыкновенных дифферен­
циальных уравнений 

Предположим, что функция f периодична по 7/J с рациональным 
периодом f(x) = f (х + 2in/m). Величина 2in также является 
периодом, поэтому согласно определению (5) имеем Рnн (х) = 
f(x + 2in) = f(x) = Р1 (х). Следовательно, бесконечная система 
обыкновенных: дифференциальных уравнений (6) станет конечной 

(j=l, ... ,n). (7) 

Рассмотрим теперь плоские установившиеся волны на поверх­

ности тяжелой идеальной несжимаемой жидкости в отсутствии 

поверхностного натяжения. Пусть имеются ровное дно и перио­

дическая неподвижная свободная поверхность. Начало декартовой 

системы координат поместим на дне. Направим ось Х вдоль дна, 

а ось У - вертикально вверх. Будем искать конформное отображе­

ние полосы (1) на область, занимаемую жидкостью. Представим 
его в виде 

Z = Х + iY = ho(ax + f(x)). 

Здесь h0 - некоторая константа размерности длины, а - безраз­

мерная константа, х - плоскость безразмерного комплексного по­

тенциала. Поскольку мы ищем периодические волны, то функция 

f(rp + i-ф) должна быть периодической по rp. Необходимо решить 
задачу 1 с 

{3-ImJ" 
(8) 

Здесь фигурируют константы а,{3,'у, связь между которыми надо 

устанавливать в процессе решения. Лве константы можно сделать 

свободными, поскольку задача о волнах на воде, имеющих один 

максимум и минимум на период, является двухпараметрической. 

Если решение задачи 1 с функцией (8) искать в виде разложе­
ния мелкой воды (длинноволновое приближение) 

(9) 
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то обнаружится, что все f; выражаются через эллиптические 
функции. Следовательно, приближенное решение задачи 1, состо­
ящее из любой конечной суммы ряда {9), является периодическим 
по -ф. Резонно поэтому f(!f'+i'Ф) искать в классе функций, периоди­
ческих по -ф. К сожалению, система (7) решается только для двух 
случаев n = 3 и n = 4. Однако первый случай, когда период ра­
вен бi, является наиболее интересным. Он является одновременно 

самым простым (система состоит из минимального количества -
трех уравнени..:i:) и соответствует волнам максимальной амплиту­

ды, имеющим угол 120° при вершине. Решение соответствующей 
системы (7) подробно проанализировано в [1,2). Найдено семейст­
во точных решений задачи со свободной границей, которые хот я 

и сильно похожи на волны на воде, но все же отличаются от них. 

Таким образом, делаем вывод, что, во-первых, точное решение 

задачи о волнах не является функцией, периодической по ф, а во­

вторых, ряд мелкой воды {9) является только асимптотическим. 
Для изучения волн почти максимальной амплитуды надо рас­

смотреть период i{б + с5), где с5 - малый параметр. Решение (7) с 
таким периодом ищем в виде 

(j = 1, 2, 3, 4), (10) 

где через PJ0
) обозначено известное решение с периодом бi. Под­

ставляя (10) в (7) и приравнивая члены при первой степени с5, 

находим три уравнения для определения Pj1). После подстановки 
(10) в Р4 (х) = Р1 (х - 6ic5) находим четвертое уравнение: pJ1) = 
рр) -6idPf0

) /dx. Решение полученной линейной системы, а так­
же численное решение {7) показывают, что когда период по 'Ф 
больше 6, то в этом случае получаются течения, близкие к вол­
нам на воде мшлитуды, меньшей максимальной. 

В области больших амплитуд рядом авторов, начиная с рабо­

ты [3) и вплоть до (4), получены неожиданные результаты. Напри­
мер, вблизи вершины образуется рябь, угол наклона к горизонту 

превьпnает 30°, энергия волны уменьшается с ростом амплитуды. 
Этц тонкие эффекты не описываются системой (7). Они должны 
проявиться в поправке к основному решению, если осуществить 

линеаризацию задачи о волнах на найденных точных решениях. 

Обозначим через f 0 (х) решение с периодом бi и рассмотрим сле­
дующую краевую задачу. 
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Задача 2. Найтu функцию f(x.), аналити-ческую в nрямо­

угольнике О < 'Ф < 1, -<р* < ip < ip* и удовлетворяющую следую­

щим граничным условv.ям: 

G(f,7, !',!')=О ('Ф = 1, -rp* < rp < rp*}, 

Imf=O ('Ф=O,-rp*<rp<ip*), 

Ref = (1- e:)Refo (ip = ±ip*,O < 'Ф < 1). 

При е: = О решение этой задачи известно (! = / 0 ), поэтому 
можно рассматривать ряд 

! = !о(х.) + e:fi(x) + " .. (11} 

Уточненное решение задачи о волнах дается формулой. f 0 + fi, 
поскольку при е: = 1 задача 2 дает периодическое решение зада­
чи 1 с периодом 2ip*. Подставляя (11} в задачу 2 и приравнивая 
члены при одинаковых степенях е:, получим линейную краевую 

задачу для нахождения fi. Эта задача решалась в рядах, а также 
путем сведения к системе из 4-х линейных уравнений, которая бы­

ла получена способом, аналогичным способу получения (7). Своя 
система уравнений существует также и в точке заострения сво­

бодной границы для волн максимальной амплитуды. Полученное 

решение является не периодическим по -ф, а квазипериодическим. 

Работа выполнена в рамках интеграционного проекта СО РАН 

N 43 "Исследование поверхностных и внутренних гравитацион­
ных волн в жидкости". 
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