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Введение. Цель данной работы - обобщение некоторых хо­

рошо известных достаточных условий однолистности. Одной из 

мотивировок таких обобщений является то, что с каждым доста­

точным условием однолистности может быть связан целый класс 

краевых задач, однолистная разрешимость которых установлена, 

что является весьма важным фактором в прикладных обратных 

краевых задачах (см . , напр., [1]). 
Пусть D - односвязная область с квазиконформной границей 

и p(z) = p(z, D) - плотность гиперболической метрики Пуанка­
ре в D . Тогда для аналитических функций, определенных: в D, 
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известны следуюrцие достаточные условия инъективности. 

1. Критерий одволистиости Беккера. Ес.л:и 

то f однолистна в D. 
2. Критерий однолистности Нехари. Если 

то f однолистна в D. 
3. Критерий одволиствости Крушкаля. Допустим, -что 

оо Е 8D , f(z) = az + 0(1), z--+ оо, и F(zo , .. ,Zn-1 ) - ана.лити­
-ческая в сп функция, такая, 'Что llF(u,u', ... , u(n-1J)p-n- 1(z)ll < 
+оо, и= f" / f' д.ля, любой однолистной функции f в D. Если 

lз(!) = 11 [и(n) + F(u,u', ... ,u(n-l))] p-n-l(z)ll ~ е, (1) 

то f однолистна в D. 
Изучению достаточных условий однолистности 1 и 2 посвяще­

но большое число статей (см. (2]). Критерий однолистности 3 был 
установлен С .Л. Крушкалем (3]. 

Пусть M(D) - множество аналитических в D функций. Ф.Г. 
Авхадиевым (4] введено следующее определение. Функционал I : 
M(D) --+ R называется допустимым, если существует положи­
тельная постоянная t 1 , такая, что если f Е M(D) и !(!) ~ t 1 , 

то f однолистна в D . В этих терминах функционалы 11 , 12 , 13 яв­

ляются допустимыми. Однако множество функций, на которых 

определен функционал 13 , уже, чем для 11 или 12, ввиду ограни­
чения поведения функций на бесконе'Шости . Более того, имеются 

ограничения на саму область определения функций. С.Л. Кру­

шкалем (3] приведены убедительные доводы в пользу того, что 
ограничения на область и функции, заданные в ней, вообще гово­

ря, необходимы. Тем не менее, оказывается, что эти ограничения 

можно снять в некоторых случаях. Теорема 1 как раз описывает 
эти случаи. 
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Основные результаты. Рассмотрим функцию 

где C010 ,."01n-i - ограниченные и интегрируемые в D функции. 
Доказана следующая 

Теорема 1. Функционад ll(u(n) +ЛF(и, и', .. , u(n-l), z))p-n(z)JI 
допустим в D ддя достато-цно ма.11ых Л, где и = f" / f'. 

Для доказательства теоремы 1 нам потребуются следующие 
леммы. 

Лемма 1. Существуют абсо.11ютные подожитедъные кон­

станты Pj, такие, -что ее.ли JuJ ~ p(z,B), то Ju(j)I ~ Pjpi+l(z} 
д.ля .любой односвязной об.11асти В. 

Доказательство этой леммы получается путем применения хо­

рошо известной леммы Шварца. 

Лемма 2. Существуют постоянна.нс > О и семейство огра­
ни-ченных об.ла.стей D. С D, Ds -t D, s -t +оо, таких, -что ее.ли 

11(!,D.) ~с, то J одно.листна D . 
Эта лемма - следствие результатов Мартио и Сарваса [5]. 
Предположим, что 

тогда легко видеть, что существуют константы Ai, такие, что 
lиl ~ А1 p(z, D.), z Е D 8 • Теперь из (1) и леммы 1 следует, что 

n 

~ [с1 + Л L BkA~]pn(z, D.), 
k=O 

где Bk зависит только от llC°'0 , .. ,01n-i ll· 
Таким образом, мы можем заключить, что Ju/ ~ cp(z, D.), где 

с - максимальный корень уравнения xn = с 1 + Л L:~=O Bkxk. При­
менив лемму 2, получим, что если функция f удовлетворяет (2) 

306 



для достаточно малых Л и ~1 , то f однолистна в D~ для любого 
s, и следовательно, она однолистна в D. Теорема 1 доказана . 

Пусть D - угол Bk = {1 arg zl < k7r /2}. Теперь установим 
структуру функционала Крушкаля 13 для этих областей. Для 

удобства введем следующее обозначение 

• 
L 00to, .. ,crn-l = L Ocro, .. ,crn-1 > 

L::,:; (k+l)crk=P р 

которое показывает, что суммирование ведется по всем натураль­

ным а;, которые удовлетворяют линейному ограничению 

Теорема 2. Анадuти-ческая в сп функv,ия F из (1) может 
быть nредставдена сдедующим образом: 

* а-1 

F(zo, .. , Zn - 1) = L Ocro, .. ,crn-1 п z?' 
n+l j=O 

где Ocr0 , •. ,crn - l - константы. 
Доказательство. По определению, имеем 

n - 1 

IF(u,u', .. ,u(n-l))I = LOcr, .. ,crn-l П u(j)cr; $ Cpn+l(z) (3) 
j=O 

для всех и : lиl $ ep(z). Заменяя и на ei0u в (3) и интегрируя (3) 
по 8, получим 

• n-1 

L Ocr, .. ,cr"_1 П u(j)cr; $ Cpn+l(z), m = 1, 2, .. . 
m j=O 

Заменяя f(z ) на f(t z )/t, имеем 

n * n-1 

LtP L Ocr, .. ,crn-illu(j)°'; $Cpn+1(z), m=l,2, . .. 
р=О L: crk=m ,p j=O 

Следовательно, 

* n-1 

L Oa, .. ,crn-1 п u(j)cr; =о, р # n + 1. 
L: ak=m,p j=O 
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Теперь мы можем заключить, что 

Это и завершает доказательство. 

Вероятно, этот результат будет верен для любых односвязных 

областей с квазиконформными границами. 

Работа вьшолнена при финансовой поддержке РФФИ (коды 
проектов 99-01-00366, 99-01-00173). 
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Для некоторых нелинейных волновых задач периодическое ре­

шение, зависящее от вещественной переменной rp , в линейном при­
ближении выражается через sin rp, cos rp, а в слабонепинейном (при 
малой амплитуде) тригонометрические функции заменяется на 

эллиптические, например, на функции Якоби sn <р, cn rp. Для боль­
шой амплитуды возникают ряды по sn rp, cn <р. В качестве приме­
ра подобного рода задач можно привести нелинейные волновые 
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