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Задача о конвективном теплообмене пластины конечной дли­

ны с безграничным и равномерным потоком жидкости возника­

ет в случае, когда числа Рейнольдса и Прандтля удовлетворяют 

условиям: Re » 1, Pr << 1 (1]. Несмотря на то, что на практике 
последнее наблюдается редко, сама задача интересна как задача 

математической физики, часто встречающаяся в различных об­

ластях прикладной механики, например, в контактных задачах 

теории упругости (2], в задачах замораживания фильтрующих 
грунтов [З] и т. д. Для случая, когда на поверхности пластины 
поддерживается постоянная температура, имеется аналитическое 

решение, полученное несколькими авторами [4]-[6] и представля­
ющее собой ряд по функциям Матье. Последнее обстоятельство 

делает его малопригодным для использования как в численном, 

так и в качественном анализе. Кроме того, представляется весь­

ма проблематичным обобщение его на случай произвольного рас­

пределения температуры ра поверхности пластины. 

Вместе с тем, во многих случаях критерий Пекле (Ре) или его 

аналог мал, и даже нелинейные по Ре эффекты могут быть описа­

ны асимптотическим разложением решения задачи с удержанием 

членов до Ре2 включительно. 
1. У становившийся конвективный теплообмен тонкой пласти­

ны конечной длины с безграничным и равномерным потоком жид­

кости описывается системой уравнений вида [1] 

{ 

8() 
Ре 8х = Д()' 
()=о, 

() = f(x), 

z Е Dz, 

/z/-+ оо, 
z Е Гz, 

(1) 

где z - физическая плоскость, обезразмеренная на половину дли­

ны пластины; Г z - пластина; D z - внешность Г z; () - температура, 

отсчитываемая от температуры на бесконечности; f(x) - задан-
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иое распределение температуры на пластине; Ре - число Пекле, 

построенное по половине дJШВы пластины, скорости набегающего 

потока и теплофизическим характеристикам среды. 

Будем предполагать, что функция f(x) может быть аппрокси-
мирована рядом 

N 

f(x) = :~:::С1с Т1с(х), 
1:=0 

где Т1: - полиномы Чебышева первого рода. Ввиду линейности 

системы (1) достаточно рассмотреть случай f(x) = Т1с(х), k ~О. 
Методом граничных интегральных уравнений задача (1) сво­

дится к интегральному уравнению 

1 

-~ J µ(€) ехр [~е (х - €)] Ко (~е lx - EI) d€ = Т1с(х) (2) 
-1 

при х Е [-1, 1], k ~ О, после решения которого суммарный 
поток тепла к пластине определяется по формуле 

1 

Q = ! µ(€)d€, (3) 
-1 

а температура О(х, у) в области D" восстанавливается оператором 

1 

О(х,у) = -~ J µ(Е)ехр [~е(х- ~)J К0 (~ет) d~. (4) 
-1 

Здесь и далее через т обозначено выражение т = J ( х - 0 2 + у2 . 
Удобно ввести обозначения: 

v(E) = µ(~) ехр (- ~е Е) , 8(х, у)= -О(х, у) ехр (- ~е х) (5) 

Тогда для функции 8(х,у) из выражения (4) можно получить 
интегральное представление 

1 

6(х,у) = ~ ! v(€)K0 (~ет) ti€, z Е D", (6) 
-1 

231 



а из условия (2) - граничное уравнение 

0(x,y)I =-Т1:(х)ехр(-~ех), k~O. (7) 
г. 

2. Предположим, что Ре« 1, а функции 11(0, G(x,y) и сум­
марный расход Q могут быть представлены в виде 

2 2 

11(€) = L Pei 11i(~) + О(Ре3 ), Q = L:PeiQ; + О(Ре3 ), (8) 
i=O i=O 

2 

8(х, у)= L Pei ei(x, у)+ О(Ре3 ). (9) 
i=O 

Подстановка формул (8) в соотношения (3), (5) сразу дает выра­
жения Qi через vi(O: 

- 1 1 

бiо 1 ( ) б;, ! { ) 2 
Q; = q; + 2 11;_, ~ € d€ + 8 l/;_, € € d€' 

-1 -1 

где используется обозначение 

1 

q; = / 11;(0 d€. 
- 1 

i = о, 1, 2; (10) 

Здесь и далее б;j - символ Кронекера, а бij = 1 - бij· Соответ­
ственно подстановка формул (9) в представление (6) даст интег­
ральные представления для функций 8;(х,у): 

1 

mq · 11 G;(x,y) = -' - - 11i(~)Inrd~ + б;,F(х,у), 
1Г 1Г 

-1 

i=0,1,2; (11) 

где через m обозначена константа т = ln (4/Ре)-7, а через F(x, у) 
- функция вида 

1 

F(x, у) = -
1
-/ 110 (~) r 2 [m + 1 - ln r] d~, (12) 

161Г 
-1 
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В свою очередь уравнение (7) даст граничные условия для функ­
ций 0;(х,у): 

6;(x,y)I = -0;0 Tk(x) + 0~1 [ТА:+ 1 (х) + T1.1:-i1(x)]-
r. 

-~~[Tkн(x)+2Tk(x)+T1k-2l(x)J, i=0,1,2; k;:::O. (13) 

Таким образом, задача (1) при MaJIЬIX Ре сведена к серии задач 
для логарифмических потенциалов (11)-(13), охватывающей три 
старших члена асимптотики. 

3. Рассмотрим аналитическую функцию П(z), такую, что 

1 11 v•ю Ren( z) = - - г.-----п ln r ~. 
7Г v1-e 

-1 

Для нее удается доказать, что решение граничного уравнения 

Ren(z)\ = Tn(x), n;::: О, 
г. 

представляется выражением 

причем имеет место 

1 

1 v*({) d{ = On
0
2.... 

Jl-12 ln2 
-1 

Здесь через P(z) обозначена функция 

P(z)=z-~. 

4. С помощью результатов п. 3 строится решение серии крае­
вых задач {11)-(13) в терминах аналитических функций: 
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е,(х,у) = 
0~ 1 

- Re [~ ln'P(z) - б~, plk- 1l(z) - ~pk+1 (z)], 

82(х, у)= - :в Re [In P(z) + pk(z)] -

-Re [pk+2(z) + ::·plk-2l(z)] - 3k2 Re Ф(z) - ~ Ojk ReФj(z)' 

где использованы следующие обозначения: 

- бk2 plk-2 l(z) - 2xPlk-ll(z) + pk(z) 
Ф(z) = ok1 lk _ ll + 

Pk+2 (z) - 2xPk+ 1(z) + pk(z) 
+ k+ 1 , 

2w + P 2 (z) - 4xP(z) 
32(m + ln 2) 

m+ln 2 +l [P(z)-x]- ...:_In'P(z) 
16 16 ' 

5 Зln'P(z) 

64 + 64(m + In 2) ' 

q, = - 4 (m + In 2) ' 

j =о , 

j = 1, 

j = 2' 

_ 1ГОk2 ( 3 _ 2) 
q, - 64 т + ln 2 · ' w = х2 + у2 + 0.5. 

В частности, можно определить суммарный поток тепла Q к 
пластине с точностью до членов ,.., Ре3 

Q~ {-1) [oko-PeoA"+Pe2 4oku+3ok•]-
1Г т + ln 2 4 64 

р Ok1 р 2 4oko + ok, 
- е-+ е . 

4 32 

Работа вьшолнена при финансовой поддержке РФФИ (код про­

екта 98-01-00200). 
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Рассматривается задача математического моделирования ак­

тивной тепловой защиты поверхностей летательных аппаратов 

в потоке вязкого неравновесно диссоциирующего газа. Управляе­

мый процесс описывается нелинейной системой дифференциаль­

ных уравнений в частных производных параболического типа [1) . 
Обтекаемая поверхность выполнена из некаталитического мате­

риала. Интегральный тепловой поток от идеально диссоциирую­

щего газа к стенке зависит от теплопроводности и диффузионного 

переноса тепла. В качестве управляющего воздействия выступа­

ет удельный расход охладителя (газа того же состава, что и в 
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