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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КЛАССИЧЕСКОЙ И КОНФОРМНОЙ 
ИНВАРИАНТНОСТЕЙ В ПРОБЛЕМЕ ЭКСТРЕМУМА ДЛЯ 

КРАТНОГО ИНТЕГРАЛА 

С. В. Никифорова 

КIТУ им. А . Н. Туполева, г. Казань 

Конструирование дивергентных форм с использованием 

теоремы Э. Нётер. Рассматривается функционал 
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l[u(x,y,z)] = 

= JП L{ х, у, z, и( х, у, z ), их ( х, у, z ), и у ( х, у, z ), Uz ( х, у, z) )dxdydz. (1) 

v 
Предполагается, что L и и - достаточно гладкие функции своих 

переменных в области V. Уравнение Эйлера-Остроградского имеет 

ВИД (1] 

t3L_D (t3L)-D (i3L)-D(i3L)=0 
& х& У& z& ' 

х у z 
(2) 

где Dx, . Dy, Dz - операторы полного дифференцирования 

соответственно по независимым переменным х, у, z. Необходимое и 
достаточное условие инвариантности функционала относительно 

непрерывной группы преобразований 

х' = f(x,y,z,u,&),y' = g(x,y,z,u,e),z' = r(x,y,z,u,e),u' = q(x,y,z,u,e) (3) 

с оператором 

i3 (} (} (} 
Х = ;x(x,y,z,u) - + ;y{x,y,z,u)- + ; 1 (x,y,z,u)- + ;и(х,у,z,и)- (4) 

& ~ & & 
имеет вид [2] XL+ L(Dx;x + Dy;y +Dz;z) =0, 
где Х - оператор продолженной группы. Согласно [2] и [3] из 
инвариантности функционала (1) относительно непрерывной группы 
преобразований (3) с оператором (4) следует дивергентная форма 
("закон сохранения") уравнения Эйлера-Остроградского 

Dх[(;и -ux;x -иу;у -uz;z)~ +L;x ]+ 
+ D,[(<. -u,q, -и,<, - и,<,):; + Ц,] + 

+Dz[(;и -ux;x -иу.;у -uz;z): +L;1 ]=0. 
Если лагранжиан в функционале (1) не содержит в явном виде 

переменные х, у, z или и, то дивергентные формы соответственно 

запишутся в виде 

D (L-u iJL)-D (и oL)-D (и iJL)=O 
х х& у х& z х& • 

х у z 
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Использование конформной инвариантности для нахождения 

экстремального значения функционала. Как и выше, рассмотрим 

функционал {l). Он называется конформно-инвариантным 

относительно группы непрерывных преобразований (3), если для всех 
функций u(x,y,z), для каждого преобразования (3) и для любой 

подобласти V0 с V выполняется равенство [ 4] 

JJJL( , , , , ьи· ои' ou')dx'dy'dz' 
v· x,y,z,u,dt''~··т· == 

== IJfL·(x,y,z,u, ou, ou, ou ,cJdxdydz. 
v. &~& 
о 

Необходимое условие конформной инвариантности функционала ( 1) 
относительно группы (3) имеет вид 

2L + L(Dx,;x + Dy~y + Dz,;z)::: s· L. (5) 

Согласно [4], если экстремаль i.(x,y,z) найдена, то из конформной 

инвариантности функционала следует формула для вычисления его 

экстремального значения 

J = ! {З[ тх cos( п,х) +ТУ cos( п,у) + тz cos( n,z) ps, (6) 
Ss 

где cos( п, х ), cos( п, у), cos( п, z) - направляющие косинусы внешней 

нормали к поверхности S. Если лагранжиан в функционале ( 1) не 
зависит явно от х, у, z или и, то формула (6) соответственно примет 
ВИД 

J = ! # ,;x[(L- их iJL) cos(n,x)- их ( iJl:_cos(n, у)+ _8-_L:_cos(n,z))]ds, 
S S Шх Шу a.tz 
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J ~ ~1~,[( L-u, t;)со~-.у)-и,(~ со.(-.х)+ ~ cos(n,,)) }s, 
J = 

1 #~z[(L -и1 iJL) cos(n,z)- и1 ( iJL cos(n,x) + iJL cos(n, y))]ds , 
S S iil2 iих iU1 

l=!#~и[iJL cos(n,x)+ iJL cos(n,y)+ iJL cos(n,z)}s. 
S S iих iи1 iU1 

Таким образом, задача вычисления экстремального значения 

функционала в заданной области V сводится к вычислению 

криволинейного интеrрала по поверхности S, оrраничивающей эту 
область. 
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