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МОРИТА-ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ 

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕР АДЫ 

Пусть S обозначает категорию, объекты которой - семей­

ства А= {А(п,т) ln,m = 1,2,".}, причем А(п,т) есть КL.п­
КL.m-бимодуль, К - коммутативное ассоциативное кольцо, L.r 
- группа подстановок r-й степени, а морфизмы S - семейст­

ва бимодульных гомоморфизмов. Известно, что S есть монои­
дальная замкнутая: категория с тензорным произведением (А® 

00 -

В)(п, т) = ffi А(п, r) ®ю:::,. B(r, т). Пусть S есть подкатего-
r=l 

рия S, состоящая из биградуированных ассоциативных колец 
(без единицы) и кольцевых гомоморфизмов. Обозначим через 
L категорию, объекты которой - семейства Р = {P(n)Jn = 
1, 2, ... }, в которых Р(п) - левые КЕn-модули. Образуем функ-

оо 

тор @ : S х L --+ L, (А@ Р)(п) = ffi A(n,r) ®ю:::r P(r). Pac-
r=l 

смотрим функтор ( ) : L--+ S (фактически даже в S): Р(п, т) = 
n 
ffi ffi KEn®c(P(n1)®к·. ·®кР(пm)), где С= K'f]n, ® 

m=l n 1 + ".+n,"=n 
.. . ®KEnm. Определим "тензорное произведение" в L по формуле 

P0Q=P0Q. 

Теорема 1. Тензорное у.м:ножение 0 превращает L в моно­
ида.льную замкнутую категоршо. Точнее, L(P 0 Q, V):::: 
:::: L(Q, [Р, V]), где [Р, V](m) = П Homю:::JP(n, т), V(n)). Функ-

n~m 

тор () при этом становится .моноида.льны.и,, Р 0 Q :::: Р ® Q. 
Как функтор в S, он обладает правым сопряжен'Н.ы.м: S(P, А):::: 
L(P, Ао). Здесь Ao(n) = А(п, 1). 
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Моноиды в моноидальной категории L [1] называются опс­
радами. Следуя [1], можно ввести для операд R и D категории 
левых, правых и двухсторонних объектов над ними: RL, Lv, 
яLv, и для РЕ яLv функтор ®RP: Lя --+ Ln. Для Р, Q Е яL 
определен я[Р, QJ Е L, такой, что д;1я любого Х Е L имеется ес­
тественный изоморфи:щ: яL(Р 0 Х, Q) ::: L(X, я[Р, QJ); я[Р, Р] 
является моноидом в L, то есть операдой. Рассмотрим катего­
рию К-модулей М, и определим функтор О : М х L -~ М, 

С>О 

V О Р = @ vsn ~ю.:" Р(п). Ввиду наличия естественного изо-
n=l 

морфизма V О (Р 0 Q) ~ (V О Р) О Q можно определить ка­
тегорию (правых) объектов М над операдой R, которая будет 
обозначаться через Alg(R), а ее объекты будут называться ал­
гебрами над операдой R (R-алгебрами). 

Кроме того, можно (прмерно так же, как и в [1]) определить 
функторы ОяР : Alg(R) -+ Alg(D), РЕ яLп. При этом, если 
Q Е vLи1, то (VOяP)GпQ ~ VОя(Р0пQ). В частности, если 
при iv = R ЭяР и C:JяQ - взаимно обратные эквивалентности, 

то и ОяР с ОпQ будут взаимно обратными эквивалентностя­
ми. 

Определим !'Лорита-контекст, как пару (Р, Q), РЕ яLп, Q Е 
D L R, вместе с морфизмами Р г:;. D Q --t R, Q 0 R Р --+ D, обладаю­
щими теми же свойства:vrи, что и Морита-контексты у модулей. 

В [2] было показано, что для того, чтобы 0яР и 0пQ бы­
ли взаимно обратными эквивалентностями, необходимо и доста­

точно, чтобы все отображения е Р(п,т) 0ю:,,, Q(m)--+ R(n), 
m2:1 

Е!Э Q(n, т) ®кЕщ Р(т) --+ D(n), были сюръекциями. Назове:vr 
m2:1 

это условием эквивалентностями Морита-контекста. 

Пусть РЕ нL, F(n) = R(n) ®к КХ, где КХ - свободный 
модуль с базисом Х над коммутативным кольцом К. 

Теорема 2. Пусть Морита-контекст (яРп, пQя) )JGовле­
творяет условию эквива.лентности. Тогда и.м.еют J~ecmo изо-

морфизмы D ~ н[Р, Р], R ~ п[Q, Q], Q ~ н[Р, R], Р 3: п[Q, D]. 
Кро.м.е того, Р, как объект из нL, есть ретракт F д.ля неко­

торого конечного Х, и R есть ретракт Р U ... U Р (конечное 
число слагае.лtых). 
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ТЕОРЕМА ЭНГЕЛЯ ДЛЯ АЛГЕБР 

ЛИЕВСКОГО ТИПА 

Пусть G --· алгебра над полем k. Обозначим через W с мно­
жество пар векторного пространства G х G таких, что для каж­
дой пары (а, Ь) Е Wc существует пара линейных операторов 
Сf'а,ь,1/Jа,Ь Е Homk(G), удовлетворяюш;их соотношению 

где L 9 - оператор левого умножения в алгебре G. 
Тогда конечномерную (1.J,гебру G с антикоммутативным ум­

ножением будем называть алгеброй лиевского типа, если Wc 
содержит непустое, открытое в G х G (в топологии Зарисско­
го) подмножество. Для таких алгебр имеет место утверждение, 
аналогичное теореме Энгеля для а.'!гебр Ли. 

Теорема. Пусть G а.~гебра .~иевского типа. Если для лю­
бого g из G оператор L 9 - -ниJLьnотентен, то алгебра G uилъ­
потент-на. 

Под нильпотентной а.пгеброй здесь понимается алгебра, дJIЯ 

которой существует такое натуральное п, что произведение лю­

бых п элементов алгебры при любой расстановке скобок равно 

нулю. 
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