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О ДЕРЕВЬЯХ, ПОРОЖДАЮЩИХ 

УЛЬТР АМЕТРИЧЕСКИЕ МАТРИЦЫ 

Об ультраметрических матрицах различных типов можно 
прочитать в [1]. Специальные ультраметрические ·матрицЬ1; вве­
денные в [2], это квадратные неотрицательные симметрич~ские 
матрицы А= (a,k), удовлетворяющие условиям: 

a;k ~ min(a;j,ajk) для всех i,j,k, 
a;i = max aik для всех i. 

k'/;i 

Пусть дано дерево с вершинами 1, 2, ... , п, каждому ребру 
которого приписано неотрицательное число - вес. Скажем, что 

взвешенное дерево порождает матрицу С= (с;1с) порядка n, если 
элемент c;k(k =f:. i) равен наименьшему из весов ребер (i, k)-цепи, 
элемент с;; равен наибольшему из весов ребер, инцидентных вер­

шине i. 

Теорема 1 [2]. Пусть А - неотршцательиая симметри-
'Чесх:ая матри'Ца. СJLедующие утверждеиия эх:в~:~валентны: 

1} А - специаJLьuал ультраметри'Ческал матрv:ца, 
2} существует взвешенная 'Цепь, порождшющая А, 
3} существует взвешенное дерево, порождающее А. 

Из результатов статьи [3) выводится следующая: характерис­
тика порождающих деревьев. Сопоставим специальной ультра­

метрической матрице А порядка п простой. взвешенный граф 

G (А) с вершинами 1, 2, "" п, такой, что (а) вершины i, k смежны 
{::::::} a;k > О, (б) вес ребра (i, k) равен a;k. 

Теорема 2. Множество взвешенных деревьев, порождаю­
щих матри'Цу А, совпадает с множеством остовов графа G(A), 
имеющих максимальный вес. 

Из этой теоремы следует, что порождающие деревья могут 

быть найдены алгоритмом, аналогичным· алгоритму Краскала 

нахождения остовов минимального веса. 

Авторы благодарят проф. М. Фидлера (АН Чешской респуб­

лики) за возможность ознакомиться с работой [2). 
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ПЕРМАНЕНТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 

ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

Пусть Л 1 , "" Лn - спектр комплексной матрицы А, причём 

l>-1! ~ ." ~ IЛnl· Обозначим символом IAI матрицу, полученную 
заменой элементов А на их модули. Пусть r;

1
, .", r;" - - невозрас­

тающая последовательность строчных сумм матрицы IAI. Тео­
рема Шнейдера [1] утверждает, что 

k = 1, ".,n. 

Эти неравенства можно уточнить используя перманенты [2) под­
матриц А. Обозначим А(о:) подматрицу, полученную из А вы­

чёркиванием строк, номера которых не лежат в о:~ {1, ".,п}. 

Теорема 1. IЛ1".Лkl ~ maxa per(IA(o:)I) ~ r; 1 ".r;k, k == 
1, "., п, где а пробегает k-под.множества множества {1, .", п}. 

Применим теорему 1 к сопровождающей матрице многочлена 
zn + a 1zn-l + ". + an. В этом случае перманенты вычисляются 
явно и их использование, сравнительно со строчными суммами, 

особенно эффективно. 

Теорема 2. Пусть i 1 , ".,in-l ·-такая перестановка индек­
сов 1"",n-1, что la; 1 I ~".~!а;"_,/. Тогда 

k = 1,".,n-1. 
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