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Сравнение задач дифракции 
электромагнитноii волны на ленте и 

упругоii волны на дефекте 

Рассмотрены задачи дифракнии гармонической ТЕ-воJJНЫ на 

идеально 11роводящей бесконечно тонкой металлической ленте, 

размещенной на границе раздела двух однородных изотропных 

диэлектрических сред, и задачи дифракции упругой гармониче­

ской волны на дефекте (разрезе или тонком включении), рас­

положенном на границе раздела двух однородных изотропных 

упругих сред, в случае двумерного поля. Формулировки и ме­

тоды решения задач даны в сравнении . llоказано, что наибо.r~ее 

близкими являются задачи дифракции, в которых коJ1ичество 

типов волн, распространяющихся в среде, совпадает. 

1. Постановки задач. В данной работе будем рассматри­

вать задачи дифракции гармонической ТЕ-волны на идеально 

проводящей бесконечно тонкой металлической ,11е11те { z = О, а < 
х < ,В}, размещенной на границе раздела двух однородных изо­
тропных диэлектрических сред, и задачи дифракции упругой 

гармонической волны на дефекте (разрезе ИJJИ тонком включе­

нии) { z = О, а < х < 11}, расположенном на границе раздела 
двух однородных изотропных упругих сред. Предположим, что 

объемные силы отсутствуют. Рассмотрим плоскую задачу, ко­

гда поле двумерное (д/ду = О), опуская временной множитель 
e-ikt . Падающее поле задано при z > О и при z < О. Будем 
искать поле, возникающее нри дифракции ТЕ-волны и упругой 

волны соответственно на ленте и на дефекте. 

Задачи дифракции в случае электромагнитной и упругой сред 

можно рассматривать с ел.иной математической точки зрения, не­

смотря на различия физической природы. Для решения задач 

дифракции будем использовать метод преобразования Фурье в 

классе S'. 
2. Задачи дифракции в случае одного типа волн. Как 

известно (см., например, [1]), в однородной изотропной диэлек­
трической среде и при антиплоской деформации в однородной 

изотропной упругой среде существует один тип волн . Поэтому 
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рассмотрим сначала плоскую задачу дифракции ТЕ-волпы па 

ленте и антиплоскую за,1ачу дифракции упругой волны на де­

фекте. 

В случае антиплоской деформации при сделанных предполо­

жениях для единственной отличной от пуля компоненты w( ·, ·) 
вектора смещений имеем уравriсние Гельмгольца 

д2w д2w 
дх2 + дz2 + k2(z)w =О, k(z) = {k+, z >О; k_, z <О}. (1) 

Для решения задачи дифракции необходимо найти решение урав­

нения Гельмгольца ( 1) при ;; > О и при z < О в к.riacce §1 уходя­
щих от прямой z = О в нолуп.rюскости { z > О} и { z < О} решений 
[2], удовлетворяющее условиям сопряже11ю1 на границе раздела 
сред 

дш . дшо 
дz(х,0±0)+ дz (х,0±0)=0 . хЕ(а:,JЗ), 

[w(x, z)]lz=D =О , [ ~: (х , z)] 'z=U =О, Х ~[а: , ,В] , (2) 

где шо( ·, ·) - падающая во.~на, 

[w(x, z)]iz=U =ш(х, О+ О) - w(x, О- О), 

[~:(x,z)]\,=0 = ~~· (J:,0+0)- ~:(х,0-0). 
Для того, чтобы найти поле, возникающее при дифракции 

упругой волны на дефекте, необходимо рассмотреть две вспомо­

гательные задачи [2], [3]: задачу Коши для уравнения Гельм-
гольца 

д2 w д2 w ., 
дз: 2 + {);; 2 + k·u · =О , k >О, k Е R (3) 

в полуплоскости { z > О} с граничными условиями 

w(x, О)= wo(x), 

и задачу о скачке для уравнения Гельмгольца (1) с условиями 

[w(x , z)]\ , =o = а(х) , [ ~~' (х, z)] 'z=O = Ь(х), х Е R. 
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Можно получить интегральное уравнение, эквивалентное за­

даче дифракции упругой гармонической волны на дефекте в слу­

чае антишюской деформации 

{З +оо 

2i1Г J a(t) J 'Y+(~)l-IO ei(t - :г)~d~dt = - дwо (х, О), х Е (а, /3), 
1+(~) + /'-(0 дz 

а -оо 

(4) 

н(~) = {1~1 ~ k±: +1Je - kl; 1~1 < k±: -Jч -е}, 
дшо дwо 

впрсдположсюш,что D:: (х,0±0)= дz (х,О), хЕ(а,/3). Знак 

" +" относится к области z > О, знак " - " ·· к области z < О. 
Тогда 1юле , возникающее при дифракции упругой волны на 

дефекте, опредеJJиется равенством 

р + со 

W±(x, z) = ~ j a(t) j ±i~(O e±izн(O + Щt - x)d~dt. 
27Г 1'+(0 + "''f -(0 

С)' -().) • 

13 случае электромагнитной среды при сделанных предполо­
жениях будем искать решение уравнения Гельмгольца (3) при 
z > О и при :: < О в классе S', удовлетворяющее условиям сопря­
жения (2) и 

w(x, О± О)+ шо(х, О± О)= О, х Е (а, /3). 

Задача дифракции ТЕ-волны на металлической ленте реша­

ется аналогично рассмотренной задаче дифракции упругой вол­

ны на дефекте . Эквивалентное задаче интегральное уравнение, 

подобное ( 4), получено в [2]. 
2. Задачи дифракции в случае двух типов волн. Как 

известно, в однородной изотропной упругой среде в общем слу­

чае существует два типа волн. Колебательные процессы в упру­

гой среде протекают сложнее, чем в электромагнитной среде и 

сопровождаются взаимным преобразованием продольных и по­

перечных волн друг в друга, если тело имеет границу. 

В случае плоской деформации отличные от нуля компонен­
ты и( · , · ), v(-, ·) вектора смещений определяются продольным и 
поперечным потенциалами tp( · , ·) и ~'( ·, ·) 

д'{) [)'lj; 
и--+-- дх дz' 

д'{J 8~1 
ii= - - -. 

дz дх 
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Пусть па дефект, расположенный вдоль отрезка веществен­

ной оси в однородной изотропной упругой среде, падает упругая 

гармоническая волна с потенциалами tpn(-, ·), Фо(-, ·). Пусть де­
фект яnт1ется жестким и вставлен в у11ругую среду без трения . 

В этом случае граничные условия для потенциалов разделяются 

[5) . 
Для решения плоской Эi!.дачи дифракции необходюю найти 

решения уравнений Гельмгольна 

при z > О и при z < О в классе уходящих от прямой z = О в 
полуплоскости {z > О} и {z < О} rешений, удовлетворяющие 
условиям 

д<р д<ро 
дz(х,О±О)+а;-(х.0±0)=0, 

1/->( х, О ± О) + 1/•о ( J.', О ± О) = О. х Е (а, Р), 

[ip(x , z)Jl z=D =О , [~tp (х, z)] 1 =О, 
(JZ z=O 

[Ф(х , z)]lz=O =О , [~):· (х , z)] 1 =О, х (/.[а, /1). 
(;_ z=O 

Пусть 

8Jz0 
( х, О± О) = 

8lz0 
( l', О) , 1/•о( х, О± О) = ~·о( х, О), х Е {а, /1). 

Задача для продольного потенциала <р(-, ·) полностью совпа­
дает с антиплоской эадачеtl дифракции в случае одинаковых 

сред , а задача д.пя поперечного потенциала 1/1( ·, ·) решается ана­
логично . Можно показать, что плоская задача дифракции упру­

гой гармонической волны на дефекте в случае одинаковых сред 

эквивалентна двум и11тс1·ральным уравнениям 

fJ +"" 

4i7Г j a(t) j 11(E,)ci(t - x)E.ae,dt = - 8lz0 (x,O), х Е (а , /3), 
о -оо 
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fJ +оо 

i J J 1 i(t - ;r)f. - ) ) - b(t) -(-) е Цdt - 1/>0 (х, О , х Е (о:,/] , 
41Т 1'2 f. 

о - 00 

где 

При этом продольный и поперечный потенциалы определяются 

формулами 

/3 +оо 

д;z± (х , z) = 4i1Г J a(t) J 1'1(f.)e±iz")'1 (С,)+ i(t - x)f.df.dt , 

() - N 

Интегральные уравнения , эквивалентные задаче дифракции, по­

добны полученным в (4] уравнениям :Jадачи дифракции элек­
тромагнитной волны на незамкнутых ПJJоских цилиндрических 

экранах, расположенных в одной плоскости. 

Рассмотрим плоскую задачу дифракции упругой гармониче­

ской волны на дефекте в случае ра:зличных с.ред . Граничные 

условия для продольного и поперечного потенциалов не разде­

ляются, поэтому удобнее использовать постановку задачи в сме­

щениях. 

Для решения задачи дифракции необходимо найти решение 

уравнений Ламе 

д2 и д2 1; д2 и 
(Л(z) + 2µ(z)) дх 2 + (Л(z) + µ(z)) Jxдz + µ(z) дz 2 + p(z)k 2 (z)u =О, 

() 211 . д2и д2v 
µ(z) дх 2 + (Л(z) + µ(z)) дхдz + (Л(z) + 2µ( z)) дz 2 + p( z)k2 (z)v =О, 

где и(-,·), v(·, ·) - компоненты смещения, k(z) = {k+, ;; > 
О ; k_ , z < О}, постоянные Ламе Л( ·), 11(.) и плотность тела р(-) 
опредеJJяются аналогично k( · ), при z > О и при z < О в классе S', 
удовлетворяющее условиям сопряжения 

и(х, О±О)+ио(х, 0±0) =О, v(x, O±O)+vo(x, 0±0) =О, х Е (а,/]), 
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[11(з: ,z)]lz=u=O, [~>х,::)]\ _ =0, 
. z _Q 

[v(x, z)Jlz=D =О, [~~ (з:, z)] lz=U =О, х (/. [0:, /Э], 
rде и("·) , v(-, ·)определяют падающее поле. 

Два интегральных уравнения, эквивалентных плоской зада­

че дифракции упругой гармонической волны на дефекте , полу­

чены в [3] методом, использованным нами для решения зада­
чи дифракции в случае антиплоской деформации. Значительно 

проще интегральные уравнения выглядят в случае одинаковых 

сред. Доказана 

Теорема 1 . Плоская зада'Ч.а дифракции ynpyгoil. гармони­

'Ч.ескоil волнъt на дсфе 'l>те в слу'Час одинаковых сред {грани'Чнъtс 

условия для продолъного и попере'Ч.ного потенциалов не разделя­

ются) эквивалентна дву.м интегралъны"м уравиениям 

:З + оо 

i j bu(t) j (-11- + ). + /1· )ei(t - x)f.Цdt = 
47Г(Л+2µ) 12(0 11(0+12(0 

о -оо 

= Uo ( .r , 0). ;i: Е (О: , /3) , 

JЗ +оо 

i ! ! /2 ( f.) >. + µ 
27Г(Л + 11) [(µ ± (>. + 2µ) 11(f.) )2/1(11Ю + 12(f.)) b"(t)+ 

n -оо 

+~((>.+2µ) ~~~~~ +µ 
1 ~ 1 

)bu(t)]ei(l - .r)f.df.dt = 11а(х, О), х Е (а:, /3), 

где bu(-) , Ь"(-) - иско.мьtе футсциu, 

В (6] интеrра..ТJьные уравнения с логарифмическими особенно­
стями в ядрах статических З<lдач плоской теории упругости для 

тел с дефектами численно решены методом Бубнова-Галеркина. 

Этот метод также можно испо.1ьзовать для решения задач ди­

фракции, интегральные уравнения которых имеют логарифми­

ческие особенности в ядрах . 
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Заметим, что если в электромагнитной среде существуют точ­

ки с идентичными физическими характеристиками, то в слу­

чае упрутй среды, ввиду существования двух типов воJJн, это 

справедливо только при некотором условии (1) . Как извест­
но , в тещ.>и11 МакснеJ1J1а Ht>T продольных во.rrн, а для попереч­

ных волн имеет место ноляризация : рассматривают ТЕ- и ТМ­

поляризова1шые волны. Для поперечных волн в упругой среде 

различают горизонтальную и вертикальную поляризации : рас­

сматривают соответственно SH- и S\'-волны. SН-волны в случае 

антиплоской деформации в теории упругости могут быть рассмо­

трены как 1шалоги ТЕ-волн в электродинамике. 

В случае однородной анизотропной электромагнитной: или 

упругой среды задача усложняется. Это связано с увеличением 

количества типов волн в среде . Наиболее близкими являются 

задачи дифракции в случае электромагнитной и упругой сред, в 

которых количество типов волн совпадает. 
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