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Собственные моды диэлектрических 
волноводов с размытоil: границеil: 

Введение 

Работа посвящ~на исследованию качественных свойств спек

тра (локализация, дискретность , существование, зависимость 

от неспектральных параметров) диэлектрических волноводов 

с размытой границей . Анализ исходной спектральной задачи 

ДЛ}I системы уравнении Максвелла с граничными условиями 

Свешникова-Рейхардта на бесконечности основан на ее эквива
лентном сведении техникой интегральных уравнений к задаче 

поиска характеристических чисел фредгольмовой голоморфной 

оператор-функции и использовании результатов общей теории 

неJiинейных спектральных задач . 

0.1 Собственные моды диэлектрических волно
водов 

Спектральнах теория диэлектрических волноводов строится на 
системе однородных уравнений Максвелла: 

(1) 

Здесь введены следующие обозначения: 

векторы напряженности электрического и магнитного поля с ко

ординатами Е1 , &2, Ез и 'Н. 1 , 1i2 , 'Н. 3 соответственно (исполь
зуется декартова система координат); х 1 , х2 , хз - простран

ственные переменные; t - время; <: = <: 0 n 2 - диэлектрическая 
проницаемость ; со - диэлектрическая проницаемость свободного 

пространства; п - покаэатель преломления; J-t -- магнитная про
ницаемость . Векторная операция Rot, как обычно, определена 
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равенством 

[ 

дЕз/дх2 - дЕ2/дхз ] 
Rot[ == дЕ1/дхз - дЕз/дх1 . 

дЕ2/дх1 - дЕ1/дх2 

Диэлектрический волновод представляет собой цилиндриче

ску·ю структуру с показателем преломления, не меняющимся 

вдоль образующей цилиндра, и являющимся функцией попереч

ных координат. Предполагается, что волновод является беско

нечно длинным и , что он находится в неограниченном простран

стве с постоянным показателем преломления . Будем считать, что 

показатель прелом.11ения не зависит от хз и является функцией 

пространственных переменных х 1 и х 2 . В дальнейшем симво

лом х будем обозначать вектор с координатами х 1 и х2. Пусть 

магнитная проницаемость µ всюду совпадает с магнитной про
ницаемостью свободного пространства µо. 

На границах раздела сред , то есть там, где функция п терпит 

разрывы, должны выполняться так называемые условия сопря

жения, согласно которым при переходе через эти границы каса

тельные составляющие векторов [ и 1i непрерывны. 
Мы будем изучать собственные моды волноводов, то есть 

электромагнитные поля без источников, которые могут распро

страюrться вдоль волноводов, имеющие вид 

[ ~ ] (х1, х2, хз , t) == Re ([ ~ ] (х1, х 2 ) ехр(i(/3хз - YJt))) . 

(2) 
Здесь YJ > О - заданная частота электромагнитных колебаний. 

Неизвестными являются Е и Н - комплексные амплитуды век

торов f. и 1i , а также комплексный параметр /3, который наэы
вается постоянной распространения . 

Задачи о собственных модах диэлектрических волноводов 
являются спектральными задачами поиска при заданном YJ та

ких значений f3, при которых существуют нетривиальные реше
ния системы уравнений Максвелла (1) , имеющие вид (2) , удовле
творяющие условиям сопряжения и соответствующим условиям 

на бесконечности в плоскости поперечного сечения волновода . 

Известные формулировки таких задач различаются условиями 
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на бесконечности и, следовательно, функциональными простран

ствами, n которых разыскиваются их решения . Как будет пока

зано ниже зто ограничивает также область, где могут лежать 

комплексные собственные значения f3. 

0.2 Круговоlt волновод с постоянным показате

лем преломления и условия на бесконечно

сти 

Исторически первыми были исследованы диэлектрические вол

новоды кругово1·0 поперечного сечения с функцией n принимаю
щей постоянные значения в области волновода и в окружающей 

среде . В этом случае исходная спектральная задача методом раз

деления переменных легко сводится к семейству трансцендент

ных уравнений относительно f3 (см., например, (1)). Следуя [1), 
кратко повторим вывод этих уравнений. Пусть R - радиус вол

новода , n00 > О - показатель преломления окружающей среды и 

n+ > n00 - показатель преломления волновода . Как будет по

казано ниже, в каждой области, где показатель преломления 

принимает постоянное значение, комплексные амплитуды Е и 

В удовлетворяют уравнению Гельмгольца . А именно , 

[л+(k2ni-/32 )] [~]=О, lxl<R, 

[д + (k 2n~ - /32
)] [ ~ ] =О, \xl > R, 

(З) 

(4) 

где k2 = €oµow 2 . Применяя для решения этих уравнений метод 
разделения переменных , получим 

[ ~ ] = f: [ ~: ] H~1 J (xr) ехр (in\O), lxl > R, (5) 
n=-oo 

[ ~ ] f: [ g: ]Jn(pr)exp(in\O), lxl< R. 
n=-oo 

Здесь Х = Jk2n~ - /32 , р = Jk 2ni - /32 ; r, \О - полярные ко
ординаты вектора х; Н~1 ) (xr) - функции Ханкеля степени n 
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первого рода, Jn (р1·) - функции Б.сссля степени n (2) . В этих 
разложениях учтено, что искомые Ьункции не должны иметь 

особенностей и на бесконечности они ведут себя, как ]{~1 ) (xr). 
Из условий сопряжения приходим к однородной бесконечной 

системе линейных алгебраических у_r;авнений относительно не

известных А", Bn, Cn, D", n = О, :!:1, ±2, .... Коэффициенты 
матрицы этой системы нелинейно зависят от /3. Матрица имеет 
блочно-диагональную структуру, такую, что исходная система 

распадается на бесконечное количество независимых систем из 

четырех уравнений. Если при некотором f3 определитель какой
либо из этих систем обращается в нулп, то она имеет нетри

виа.пыюе решение. определяющее собственную моду волновода. 

Из условия равенства нулю соответствующих определителей мы 

приходим к семейству трансцендентных уравнений для опреде

ления /3 : 
? RJ~(pR) + 2 RH" ! (xR) 

( 

(1 . , ) 

n~+X n р х 
Jп(pR) 00 H~1 >(-xR) 

(6) 

. R J~(pR) RH" (xR) 
( 

(1)' ) 
х х +р = 

J"(pR) H~1\xR) 

(
/3k(n 2 

- п2 )n) 2 

= + 00 
, n = О, 1, 2, ... 

РХ 

Эти уравнения в теории волноводов носят название дисперси

онных. Качественные свойства спектра могут быть изучены в 

данном случае на основе анализа дисперсионных уравнений с 

помощью результатов теории функций комплексного переменно

го и свойств функций Бесселя и ХанкеJIЯ. 

Ранее всех были исследованы поверхностные вол11ы (их ам

плитуды экспоненциально убывают на бесконечности), отве

чающие вещественными постоянными распространения f3 Е 

(kn00 , kn+). При этом считалось, что только при таких /3 урав
нения (6) имеют решения, а физический смысл имеют только 
моды с убывающими на бесконечности амплитудами. Отметим, 

что такое поведение амплитуд обеспечивается при /3 > kn00 свой

ствами функций Н~1 ) (xr), если предпо.1южить, что Imx >О . 
Позже было показано, что поверхностные волны с изменением 

w > {) могут превращаться в так называемые вытека.ющие волны 
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(их амплитуды экспоненциа.пьно возрастают на бесконечности), 
с постояпными распространения /3, "мигрирующими" с веще

ственной оси в комплексную шюскость (3]. В (З] было замечено, 
что вытекающие волны могут быть исследованы как решения 

спектральной задачи с более слабым условием на бесконечно

сти (которое однако не было сформулиrовано четко) . Это приве
ло к рассмотрению постоянных распространения поверхностных 

волн, как точек, лежащих на так называемом "физическом'' ли

сте двулистной римановой поверхности функции х(/З) (этот лист 

определяется условием Iшх ~ О), а постоянных распростране
ния вытекающих волн , - как точек на "не физическом'' листе 

этой поверхности (который определяется условием Iinx < О) . 

Несколько позже было открыто [4], что на "физическом" листе 
вне вещественной оси также могут находиться постоянные рас· 

пространении поверхностных воли кругового диэлектрического 

волновода. 

В статье (5) аналогичные результаты были получены числен
по для ряда волноводов, отличных от кругового. Было показано, 

что все перечисленные выше типы собственных мод могут транс

формироваться друг в друга вследствие изменения формы вол

новода, его показателя преломления, показателя преломления 

окружающей среды и частоты ...., . 
Все это привело к необходимости поставить для ампли

туд собственных мод произвольного волновода наиболее общее 

условие на бесконе•1ности , которому удовлетворяли бы все из

вестные решения. Таким условием является условие излучения 

Свешникова-Рейхардта (6], (i). Согласно которому вне некоторо
го круга , содержащего область изменения функции n, вектора 
Е и Н должны разлагаться в равномерно и абсолютно сходящи

еся ряды вида (5) . При этом значения постоянных распростра
нения (:J разыскиваютси на римановой поверхности Л функции 
ln (х(/1)) . Это обусловлено тем, что для всех п функции Ханкеля 

представимы в виде сумм: 

НА1 ) (xr) = ln (xr) + RJ;> (xr), 

где R~1 ) (xr) - регулярные однозначные функции своего аргу
мента . Такая постановка условия на бесконечности и определе

ние области поиска значений {3 широко используется в последние 
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годы 11ри формулировке волно1ю.J.11ых задач . Н связи с этим отме

тим, например, работу [8] , 1де анализироuался спектр щелевых и 
полосковых линий , [9] , где изу•1аJ1ись векторные функции Грина 
произво:1ьных открытых волново)(ов с компактным поперечным 

сечением , и (10), [11) , 1юс.вященные диэлектрическим 1.юJ11юводам 
произвольного поперечного сечения с постоянным показателем 

преломления. 

0.3 Элементы спектрально« теории оператор

функциИ 

В случае произвольного распределения ноказателя преломления 

и и нроизвольной формы поперечного сечения волновода есте

ственно нельзя использовать метод раэделепия переменных. Од

ним из активно развивающихся в последнее времм подходов к 

математическому решению спектральных задач теории дифрак

ции является их эквивалентное сведение с помощью техники 

интегра..11ьных уравнений к задачам поиска характеристических 

чисел фредголы.ювых голоморфных 011ератор-функ1(ий (см., на

пример, [8) - [12)). Их исследование опирается на общую теорию 
нелинейных спектральных задач, развитую в работах [13), [14) . 

Дадим рмд определений и сформулируем необходимые нам 

результаты [13), [14). Пусть Л - открытая связная область ком
плексной плоскости /3. Оператор-функцией на банаховом про
странстве Х называется функция .4(.8), значениями которой 
являются линейные ограниченные операторы, действующие из 

банахова пространства Х в банахово пространство У, опреде

ленные при каждом /3 Е Л. 
Оператор-функция А(/3) называется голоморфной !.! точке 

/30 Е Л , если существует такое р > О, что при любом /3, l,8- /301 < 
р, оператор А(/3) допускаt:"т разложение в сходящийся по норме 

операторов ряд 

00 

А(р) = А(/10) + L(P- /30) 111 Ат . 
m=l 

Обозначим р(А) = {,8 : р Е Л, 3А(д)- 1 : У -+ Х} - мно
жество регулярных точек оператора А(,13) , и(А) = Л \ р(А) -
множество сингулярных точек оператора А(,В) (это множество 

называют также характеристическим). 
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Оператор А называется фредгольмовым , если он предста

вим в виде суммы двух онераторов, один из которых непрерывно 

обратим, а второй вполне непрерывен . 

Ненулевая функция v Е Х называется собственной функцией 
оператор-функции А(,В), отвечающей характеристическому зна

чению /3 Е Л, если выпоJшепо уравнение 

А(/З)~1 =О. (7) 

Справедлива следующая теорема (см. [13] , стр. 39) . 

Теорема 1 Пусть выполнены ус.лов11..Я : 

1. Л - область (открытое связное множество) в ко.м

n.лексноil nлоскосrп ·и , А(/3) - i!оломорфная на Л оператор

функчия. 

2. При каждолt фиксированном /3 Е Л оператор А(,8) фред
голъмов. 

3. Мно:жество р(А) f. (), т . е. IТ(А) f. Л . 

Тогда множество и(А) .м.о:ж:ет состоять лишь ·из изолиро

ванных то<tек. являющихся характерисmи'Ческилtи зна-чени.я.wи 

оnсратор-фупкu,ии А(,8). 

Пусть А(,8,""') - оператор-функция двух параметров ,ВЕЛ и 

..,; Е IR , где Пl - множество вещественных •шсел . Исследование 

зависимости характеристических значений /1 от неспектрально
го параметра w может быть проведено с помощью следующей 
теоремы [14] . 

Теорема 2 Пусть вътолиспы условия: 

1. Л - област ·ь (открытое связное миожество) в комплскс

поi1 1~лоскости . Прu каждолt фttксированном ""' Е IR 
оператор-функция А(!3) голоморфна по ,В Е Л . Оператор

функчu.я A(p,w) иепрерывпа по (/3,w) ЕЛ х IR . 

2. При каждом фиксuрованиом f3 Е Л и ""' Е IR оператор 

А(/1 , ""') фредго.лъмов . 

3. Для. любого ""' Е IR лшожество р(А) :f: 0 , т. е . и(А) f. Л. 
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Тогда каж:dос характеристu'Ческое лtа-чепие /3 оператор

фу11кv,ии А(,В) пепрерь~в110 за13 ·uсит от 11ара.~етра t..J Е IR. Кро
ме того, с изменением t..J Е IR характерисmu'Чеrкие зна-чения 

оператор-фуикv,11и А(/3) могут появляться и ис-чезать только 

на границе област11 Л. 

_Отметим , что эти резу.r~ьтаты носят локальный характер и, 

следовательно, справедливы и в том случае, когда Л - не область 

комплексной плоскости, а риманова поверхность. 

Таким образом, схема применения теорем 1 и 2 к изучению 
конкретной спектральной задачи может состоять из следующих 

этапов: 

1. Дать корректное и наиболее общее определение ее решеню1. 

2. Эквивалентным образом (например, используя технику ин
тегральных уравнений) свести ее к задаче для некоторой 

оператор-функции. 

3. Исследовать такие сtюйства этой оператор-функции, как го
ломорф1юсть по спектральному параметру, непрерывность 

как функции спектрального и нее11сктральных параметров, 

фредгольмовость при фиксированных значениях нараме

тров. 

4. Доказать, что для всех допустимых значений несnектраль
ных параметров регуJ~ярное множество этой оператор

фушщии не пусто. Для этого следует исследовать .rюка

лизацию спектра исходной спектральной задачи и вос

пользоваться эквивалентностью этой задачи и задачи для 

оператор-функции . 

0.4 Структура работы 

В настоящей работе описанный выше под.ход применяется к ма

тематическому исследованию спектра собственных мод диэлек

трических волноводов с размытой грани1.~ей. Показатель прело

мления таких волноводов является гладкой функцией во всей 

плоскости поперечного сечения и нигде не терпит разрывов. За

дачи дифракции электромагнитных волн на диэлектрических 

структурах. с разМЪlТой rрани.цей, то ес.ть не имеющих четкой 
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границы раздела сред, привлекают в последние годы большое 

внимание (см., например, [15] и цитированную там литературу). 
В частности, при постановке спсктра.11ьных задач теории диэлек

трических волноводов , часто делается предположение о том, что 

характеристики волновода плавно переходят в характеристики 

окружающей среды (см., например, [9], [5]). Эта модель наибо
лее адекватна для естественных, природных волноводов и для 

искусственных волноводов, изготовленных методом диффузии. 

Отметим, что ранее в статьях [10), [11) результаты с11ектра..11ь
ной теории оператор-функций применялись к исследованию ка

чественных свойств спектра диэлектрических волноводов нроиз

вольного поперечного сечения с постоянным показателем пре

ломления. При этом использова.nись контурные интегра.11ьные 

уравнения ло границе поперечного сечения волноводов . В насто

ящей работе применяются интегральные уравнения по площади 

их поперечного сечения. 

Работа состоит из введения и б параграфов. В первом парагра

фе выписываются уравнения, которым должны удовлетворять 

комплексные амплитуды собственных мод, приводятся некото

рые известные формулы векторного анализа, а также доказыва

ется вспомо1·ательный результат о том, что в области с посто

яm1ым показателем 11ре.rюм:1ения амплитуды собственных мод 

являются решением уравнения Гельмгольца . Да.ТJее конструиру

ется ска.nярное уравнение Гельмгольца, которому должны удо

влетtюрять амплитуды собственных мод при так называемом 

приближении слабонаправляющего 1юлновода (1), [16], справед
ливого для волноводов со слабо меняющимся в плоскости попе

речного сечения показателем преломления. 

Второй параграф посвящен поведению амплитуд собствен

ных мод на бесконечности . Формулируется условие излучения 

Свешникова-Рейхардта для решений уравнения Гельмгольца. 

Онисывастся риманова поверхность, на которой лежат постоян

ные распространения (З. 

В третьем параграфе решается задача о собственных модах 

слабонанравляющего волновода. С одной стороны, oi1a предста

вляет самостоятельный интерес, а с другой, в определенном 

смысле является модельной по отношению к векторной задаче 

в полной электродинамической постановке. На ее примере иJJ

люстрируются основные идеи, которые используются позже для 

87 



изучения свойств спектра более оюж1юlt и общей задачи . Кроме 

того , на основе методики. аналогичной [17]. доказываетсн , что 
скал>~рная задача имеет по крайней мере одно простое веще

ственное по.11ожительное собственное значение, которому отвеча

ет положительная собственная функния. Результаты четвертого 

параграфа опубликованы в [18]. 
D четвертом параграфе доказывается теорема о локализации 

на римановой поверх1юсти спектра задачи о собственных мо

дах волновода с размытой границей. Докil.зательство основано 

на формуле Грина, и в ходе него существенным образом исполь

оуется условие из.r~учения Свешникова-Рейхардта. 

В пятом параграфе строятся :,,лектромагнитные потенциалы 

д.11я собственных мод во.'lновода: векторный , скалнрный и по

ляризационный. Изложение аналогично [19], где построены по
добные потенциалы, •1ерез которые выражаются решения неод

нородной системы уравнений Максвелла без предположения о 

гармонической зависимости полн от х3 и t. 
В последнем, шестом параграфе с помощью интегрального 

нредставления собственных мод, основанного на электромагнит

ных потенциалах, исходная задача сводится к спектральной за

даче для интегральной оператор-функции. Доказывается эквива

лентность этих задач , а также то, что оператор-функция явля

ется фредrольмовой , голоморфна по {3 и непрерывна как функ
ция {3 и w. Отметим, что возникающее при этом интегральное 

уравнение, испо.rrьзова.rrось еще в [20] для анil.Лиза асимптоти
•1еских свойств jJ и 11озднес в [21] для построения численного 
метода, но, указанные ныwе качества этого уравнения , не иссле

довались. В итоге, с помощью теорем 1 и 2 доказываете>~, что 
спектр исходной задачи может состоять лишь из изолированных 

точек; каждое собственное значение /3 непрерывно зависит от w 

и может появляться и исчезать с изменением V.J лишь на границе 

римil.новой поверхности. 

1 Уравнения для амплитуд собствен

ных МОД 

Построим уравнения , которым удовлетворяют комплексные ам
ПЛliIУдЫ собственных мод цилиндрических диэлектрических 
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волноводов с размытой границей. 

Обозначим символом rn,2 плоскость поперечного сечения вол
новода {хз = const}. Обозна•шм C2(JR2) пространство комплекс
нозначных дважды непрерывно дифференцируемых в IR2 функ
ций. Пусть П - ограниченная, не обязательно односвязнан 

область на плоскости JR2
. Относительно показателя преломле

ния волновода п предположим следующее: п не зависит от х3 ; 

п = п 00 = c.011st. при х f/. r2; п+ = rnaxn(x) > n00 > О; п -
xEI! 

вещественная функция из C2(JR2) . 

Подставляя векторы [. и 7t вида 2 в уравнения Максвелла 1, 
получим следующую систему уравнений: 

Rot13E =it..1J.toH, Rot13H = - it..1Eon 2E, х Е JR2
, (8) 

где векторная операция Rotp определена равенством 

[ 

дF:з/дх2-i/3Е2 ] 
Rot,~E = i/3E1 - дЕз/дх1 . 

дЕ2/дх1 - дЕ1/дх2 

Решения Е, Н системы (8) будем разыскивать в пространстве 
(c2(JR2)jз. 

Пусть F Е [C2(IR2)]
3

, <р Е С2 (Пl2 ). Введем дифференциа.ль
ные операторы: 

Div,вF = дF1/дх1 + дF2/дх2 + i/3F 3 , 

д<р = д2<рjдхi + д2<р/дх~, 

G.ad,~ = [ ~~~~=: ] , g.ad~ = [ ~:~~=: ] 
НепосредстRенными вычислениями легко проверить справедли

вость следующих формул векторного анализа: 

Пiv,в (C;radpip) = д~р - .В2 <р, (9) 

Div13 (Rot13F) =О, (10) 

Div13 (<pF) = ipDiv,вF+ (F, gradip) , (11) 

Rot11 (GradJЗip) =О, (12) 

Rot11 (RotJЗF) = -ЛF+/32 F + Grad13 (DivJЗF), (13) 

д (DivJЗF) = Div.в (дF). (14) 
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где 

3 ( '°' [с''( ?)]з F, L) = ~ 1''; L; , F, I, Е , • IR: . 
i=I 

Лемма 1 Пусть Е, Н - решение системъt (8). Тогда для всех 
х из IR 2 сп раведливъ~ следующие равенства: 

где k 2 = foµow 2
. 

Rot.13 (Rot13E) = k2 n 2 E, 

Rot13 (11- 2Rot.13II} = k2H, 

Div13 (п 2 Е) =О, 
Div13 (Н) =О, 

(] 5) 

(16) 

( 17) 

(18) 

Равенства (15) и (16) легко получить, применив операцию 
Rot/3 к уравнениям (8). Для того, чтобы получить равенства ( 17) 
и (18), надо применить к уравнениям (8) операцию Div,в и вос

пользоваться формулой (10). 

Лемма 2 Пусть Е, II · решение системы (В). Тогда в ffi.2 \ n 
функции Е и Н удовлетворяют уравнсиию Гелъмголъца 

(19) 

Заметим, что при х Е IR2 \ Q фувкция 11 принимает постоя~1-
вое звачение 1100 , и равенство ( 19) вытекает из уравнений ( 15), 
(16) и формулы (13). 

Сконструируем теперь уравнения, которым удовлетворяют 

собственные моды в приближении слабонаправляющсго волно

вода [1], [16], которое широко применяется для исследования ци
ли1щрических диэлектрических волноводов со слабо меняющим

ся в плоскости поперечного сечения показателем преломления . 

В этом случае удобно воспользоваться выражением компоневт 

комплексных амплитуд Е и Н через составляющие Н1 и Н2 [16]: 

Ез = _1_ (дН1 _ дН2) Нз= =..!_ (дН 1 + дН2) 
iew дх2 дх1 ' i(З Dx1 дх2 ' 

Ei = µowH
2 
__ 1_ (дН1 _ дН2), 

f3 w/Зе дх2 дх1 ( 2О) 
Ei = _µowH

1 
__ 1_ (дН1 _ дН2). 

{J VJ/3e &2 дх1 

90 



Эти представления легко полу•1ить из системы уравнений (8) . Из 
(8) также следует, что составляющие Н 1 и Н2 для всех х из ffi.2 

удовлетворяют системе дифференциальных уравнений [16]: 

Вследствие того, что у слабонаправляющего волновода показа

тель преломления ма.тю меняется в плоскости ffi.2 , правыми ча
стями в этой системе можно пренебречь. Таким образом, Н 1 и Н2 
во всей ш1оскости 1R2 удовлетворяют уравнению Гельмгольца 

2 Поведение амплитуд собственных 

мод на бесконечности 

(21) 

Для корректной постановки задачи о собственных модах вол

новодов необходимо поставить определенные условия на беско

нечности, которым до.ажны удовлетворять функции Е и Н . В 

силу леммы 2 вне области П решения системы уравнений (8) 
удовлетворяют уравнению Гельмгольца (19). Уравнение прибли
жения слабонаправляющего волновода (21) вне области П также 
совпадает с уравнением Гельмгольца (19). Наиболее общим усло
вием на бесконечности для такого уравнения является условие 

излучения Свешникова-t>ейхардта [6), [7]. Оно широко применя
ется при постановке волноводных задач (см., например, [8], [9] и 
цитированную там литературу). 

Пусть Ro :... достаточно большое положительное число , та

кое, ЧТО область f2 целиком помещается В круг f2R 0 

{ х Е ffi. 2 
: lx 1 :=:; Ro} . Обозначим Г Ro границу этого круга. 

Определение 1 Будем говорить, что функции Е и Н удовле
творяют условию излучени.я Свешникова-Реilхардта, если для 

любого х , такого, •tm.o lx 1 ~ Ro , фуикции Е и Н разлагаются в 
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равиомерио и абсолютио сходящийс.я р.яд 

[ ~ ] = n~ex> [ ~: ] ll~l) (xr) ехр (in~). (22) 

Прокомментируем теперь смысл этого условия . Решим урав

нение Гельмгольца (19) в области IR2 \ r2н0 методом разделения 
переменных . Получим, что для .гrюбого х, такого, что lxl ~ Ro, 
справедливо следующее разложение в ряд [22]: 

+ n~cv [ g: ] Н~2 ) (xr) ехр ( in~) . 
Здесь Н~2 ) (xr) - функции Ханкеля степени n второго рода [2]. 
Функции Ханкеля являются многозначными. Для того, чтобы 

представить их, как однозначные аналитические функции ком

плексного переменного {J, мы будем рассматривать их опреде
ленными на римановой поверхности Л функции ln(x(jЗ)). Это 
продиктовано тем, что для всех п функции Ханкеля представи

мы в виде сумм : 

JJ~1 ) (xr) = ln (xr) + R~1 ) (xr) , 

Н~2 ) (xr) = \n (xr) + J6i2 > (xr)' 

где яJi') (xr) , Rn2
) (л:~·) - регулярные однозначные функции сво

его аргумента. Поверхность Римана Л состоит из бесконечного 

числа листов . Главный ( " физический") лист Л~1 ) определяется 
условиями 

-7Г/2 < argx(jЗ) <37Г/2, Im(x(jЗ)) ~О, /3 Е Л~1 J. 

Функции H~1 )(xr) и H~2)(xr) при r-.oo, -7Г/2<argx<37r/2, 
имеют следующую асимтотику: 

H~')(xr)=~exp[i(xr-~1Т -~)] [i+o(;r)].(23) 

н;.2 ) (xr) = ~ЩJ [-i (хг - n27Г - ~)J (1 +О (:
1
.)J. 
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Условие излучения Свешникова-Рейхардта ограничивает мно

жество всех возможных решений уравнения Гельмгольца так, 

чтобы на главном листе Л~1 ) римановой поверхности Л на
ходились постоянные распространения /3, отвечающие поверх
ностным волнам (экспоненциально убывающим на бесконечности 

функциям Е и Н). 

Риманова поверхность Л имеет две точки разветвления kn 00 

И -knCXJ. С ЛИСТОМ Л~l) ВДОЛЬ разреза, ВЫбраННЫМ ИСХОДЯ ИЗ 
условия Iш (х(/1)) = О (то сеть проходящим uo мнимой оси и 

интервалу (-knoo,knoo) вещественной оси), соединен лист Л~2 ). 
Этот лист называется "не физическим" и определяется услови

ями 

-7Г /2 < arg х(/3) <37Г /2, Im (х(/3)) < О, /3 Е Л~2 J. 

Согласно асимптотике (23) на листе Л~21 находятся постоянные 
распространения (3, отвечающие вытекающим волнам (экспонен
циально возрастающим на бесконечности функцинм Е и Н ). 
Вдоль разреза, проходящего по вещественной оси, и соединяю

щего точки knoc и -kn00 через бесконечно удаленную точку, к 

л(2) (1) (2) э 
листу 0 присоединены листы Лm , Ат , т = ±1, ±2..... ти 

листы определяются следующими условиями: 

-7Г /2 + 27Гm < arg х(/3) <37Г /2 + 27Гm, 
-7Г /2 + 27l'm < arg х(/3) <371' /2 + 27Гm, 
Из известно1·0 разложения 

Im(x(/1)) ~О, 
Iш(х(р)) <О, 

РЕ Л~). 
/3 Е Л~J. 

H~I) (х exp(i27l'm)1·) = (X~m) /l~l) (xr)+1~m) н~2 ) (xr·), (X~m), l~m) 'f:. о, 

справедливого для т 'f:. О, всех п и р Е U (л~) UA~)), а 
m;o!O 

также асимптотики (23) следует, что постоянным распростране-

/3 л(1) л<2J 2 ния , лежащим на листах m , m , т = ± 1, ± , ... отвечают 
функции Е и Н , представляющие собой суммы поверхностных и 
вытекающих волн. 

Отметим, что, как доказано в работе [22], для функций, удо
влетворяющих уравнению Гельмгольца (19) условие (22) при 

( 1). /3 Е Л. 0 :~квивалентно условию Зоммерфельда: 

(%r -ix) [ ~] =exp(ixr)o(~), r~oo. 
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3 Собственные моды слабонаправляю

щего волновода 

R этом параграфе на примере исследования скалярной задачи 
для уравнения {21) мы проиллюстрируем основные идеи, кото
рые будут использованы позже при изу•1ении свойств спектра 

более с.ножной задачи в векторной постановке . 

3.1 Постановка задачи 

Сформулируем задачу о собственных модах слабонаправляюще

rо во.1Нювода. Функции Н 1 и Н 2 удовлетворяют уравнению (21), 
которое распадается на два независимых скалярных уравнения. 

Обозначим через и одну из функний Н1 или Н2 . Уравнение (21) 
запишем в виде 

(24) 

Потребуем от функции и чтобы она удовлетворяла условию из

лучения Свешникова-Рейхардта. А именно , пусть для любого х, 

такого, что lxl ~ Ro, функция и разлагается в равномерно и 
абсолютно сходящийся ряд 

°" 
и= L anH~1 )(xr)exp(inip). (25) 

n=-<:>:> 

Определение 2 Ненулевую функцию и Е C2(IR.2) будем назьt
ватъ собственноtl фyюr:v,ueil зада11и (24), (25), отве-чающеil соб
ственному зна-ченюо /3 Е Л, если выполнены условия (24), (25 ). 
Спектром зада11и (24) , (25) буделt назъtватъ .множество ее соб
ственных зна11ениil. 

~ели известна собственная функция и задачи (24), (25 ), от
вечающая собственному значению /3 , то собственная мода сла
бонаправляющего волновода определяется по формулам (2), где 
Н1 = Н2 = и, а компоненты Нз, Е 1 , Е2 и Ез имеют вид (20). 

3.2 Локализация спектра 

Сформулируем и докажем теорему о локализации на римано
вой поверхности А спектра задачи (24), (25). Обозначим через G 
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объединение двух интервалов на вещественной оси листа Л~1 ): 

G = {,в Е Л~1 ) : Im/3 =О, knoo < 1/31 < kn+}. 

Обозначим •1ерез в отрезок вещественной оси листа л~I): 

В = {,в Е Л~1 ) : Irn,8 = О, l,8\ 2:: kn+} 

Обозначим через D разрез, вдоль которого соединены листы Л~1 ) 
и л~2 ): 

D = {!3 Е Л~1 J : Rc,8 =О} U {,в Е Л~1 ) : Im,13=О,1.81 < kn 00 } 

Теорема 3 На Л~1 J собсmtJенные зна"Чени.я зада-ч ·и (24), (25) мо
гут лежатъ лишъ в области С. 

Доказательство. Пусть и - собственная функция задачи (24), 
(25 ), отвечающая собственному значению ,В Е D. Применим в 
области rlн, R :;:: Ro, к функциям и и u (здесь u ознаqает 
функцию комплексно-сопряженную с и) формулу Грина: 

Получим равенство 

R~ Ro, 

так как k 2 п 2 > ,82 при f3 Е D. Отсюда, используя условие (25) и 
ортогональность тригонометрических функций, для любого .R:;:: 
Ro по.1Jучим: 

00 

2тrxR L [н~l) (xR) н~2 >1 (xR) - н,~2 ) (xR) H~l)I (xR)] la"\2 =о. 
n=-oo 

Хорошо известно (см" например, [2)), что выражение, стоящее в 
этой сумме в квадратных скобках , от п не зависит, а именно 

H~l) (xR) н~2 )' (xR) - Н~2 ) (xR) H~l)I (xR) = . 4 
R' 

l1ГХ 
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n=0,±1,±2, ... 

Следовательно, для любого х Е IR2 \ nRo все коэффициенты ап 
в разложении (25) обращаются в нуль. А это значит, что и = О 
при х Е IR2 \ r2я0 • Оператор Гельмгольца (24) имеет внутри r2Ro 
фундаментальное решение . Поэтому, используя третью форму

лу Грина, выражающую решение уравнения (24) в r2я0 через 

значение решения и его нормальной производной на Гя0 (см. , 
например , (19]), найдем, что и = О при х Е r2л0 . Итак, задача 
(24) , (25) при (3 Е D имеет только тривиальное решение. 

При остальных (3 Е Л~1 J из условий (24), (25) и асимптотиче
ской формулы (23) нетрудно получить равенство 

j jgraduj 2dx + j (!32 
- k 2n2 )lul 2dx =О. (26) 

ПР IP 

Для этого надо применить в r2я формулу Грина: 

J (gradu, gradu) dx+ J uдudx = J и~~ dx 

Нп !1н Гп 

и устремить R к бесконечности. При этом надо учесть, что со
ГJiасно асимптотике (23), все подынтегральные выражения в этой 
формуле экспоненциально убывают на бесконечности при любом 

(3 Е Л~1 )\ D . При вещественных /3, лежащих на отрезке В , равен
ству (26) удовлетворяет лишь нулевая функция и . Действитель

но, если (3 Е В и lf31 > kn+ , то из этого равенства сразу вытекает, 
что и = О на всей плоскости. А, если /3 Е В и 1/31 = kn+, то из 
него следует, что gradu = О в IR2 , то есть и всюду принимает 
постоянное значение. Но из (23) вытекает, что на бесконечности 
и обращается в нуль. Значит и равняется пулю всюду. Возьмем 

от левой и 11равой частей равенства (26) мнимую часть . ПоJiучим 

Imf32 j lиl 2dx = О. 
IP 

Следовательно, собственные значения (3 задачи (24), (25) на 

Л~1 ) не могут иметь одновременно мнимую и вещественную ча-
л (оl) \ сти отличными от нуля, то есть принадлежать множеству 

{В U D U G). Теорема докюана. 
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3.3 Нелинеi:iная спектральная задача для инте

гральной оператор-функции 

Для изучения ка'lествснных свойств спектра сведем задачу (24), 
(25) к спектральной задаче для интегральной фредгольмовой го
ломорфной по f3 Е Л и непрерывной по f3 Е Л и v; > О оператор
функции. 

Лемма 3 Пусть и - собственная функция задачи (24) , (25), 
отпвечающа.н собственному значению /3 Е Л. Тогда 

и(х) = (В(В)и) (х), х Е IR.2, (27) 

где (В(/])и) (х) = j Ф ({3 ; х, у) p(y)u(y)dy, р(у) = k 2 n 2(y)-k2 n~ , 
n 

Ф({3;x,y)=~H~ 1 )(x(.B)lx-yj), xEIR.2, уЕП. 

Доказательство . Запишем уравнение (24) формально в виде 
неоднородноrо уравнения : 

[л + (k 2n~ - ,82
)] и= -f, f = ри . 

Далее рассуждения проводятся стандартным образом (см. , на
пример , [23]) с помощью форму.'lы Грина и известно1·0 равенства 

(см. (8], с . 35 ; (7] ; [22)) 

!(ди(у) дФ(fЗ;х,у) ) 
д!УГФ(.В;х,у)- дjyj u(y)dy =О, R 2: Ro, 

ГR 

справедливого для любого {3 Е Л и произвольной и Е C2 (IR2
) , 

удовлетворяющей условию (25). Отметим также, что фундамен
тальное решение уравнения Гельмгольца, Ф ({3; х, у) , удовлетво
р>1ет условию излучения Свешникова-Рейхардта (25) при любом 
,В Е Л . В этом легко убедиться с помощью теоремы сложения 

Графа [24), с. 201 . Лемма доказана. 
При фиксированном ;З Е Л положим 

(К(/З)v) (х) = j Ф(,8 ; х, y)p112(x)p 112(y)v(y)dy. (2В) 
n 
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Будем рассматривать опер;:~.тор К(/3) , как оператор, дейстоую

щий в пространстве комплекснозначных функций L2(П). Пусть 

А(/3) = 1 - К(/3), 

где 1 - единичный оператор в L2 (Щ. При всех /3 Е Л ядро опе
ратора К(/3) слабополярно, следовательно, оператор Л(/3) фред

гольмов . 

Определение 3 Ненулевую фуики,ию v Е L2 (Щ будем паз ·ы

вать собственноil фуюсциеil. оператор-функции А(/3) , отве-~а

ющеil. характерuсти-~ескому .значению /3 Е Л, если вътолнеио 
уравнение 

А(/З)v == О. (29) 

Характерисmи'Ческим множеством оператор-функции А(,В) бу

дем называть мноэ1сество •1исел ;J Е Л, дл.я которых оператор 

А(/3) не имеет ограничен.наго обратного в L 2 (П). 

Сформулируем и докажем теорему о спектральной экви

валентности задачи о собственных модах слабонаправляющего 

волновода (24), (25) и спектра..пыюй задачи (29) для оператор
функции А(/3). 

Теорема 4 Если и Е C2(IR2) .является собствеииоil функ
цией задачи (24), (25), отве'Чающеil. собственному значению 
/Зо Е Л, то v = р1 1 2 и Е L2(r2) естъ собственnа.я функ
ц11.11 оператор-функции А(,В) , отве-~ающая характеристи-ческо

.м.у значению /1о. Если v Е L2(r2) является собственноil функv,и
еiJ. оператор-функции А(,В), отве-чающеil характеристи-~ескому 

зиа-~еиию ,60 Е Л. то и = В(,60 ) (p- 112v) Е C2(IR2 ) есть соб
ственная функv,ия задачи (24), (25), отвечающая собственnо.м.у 
ана-чению /30 . 

Доказательство . Первое утверждение теоремы непосредствен

но следует из леммы 3. Докажем второе утверждение. Пусть 
v Е L2 (Щ - собственная функция оператор-функции A(fi), отве
чающая характеристическому значению {30 Е Л. Ядро Ф(/1; х, у) 

слабополярно при любом f3 Е Л. Следовательно, функция и = 
В(/30 ) (p- 1/ 2 v) непрерывна в ТТ (см . , например , (25], с . 327). В си
лу известных свойств потенциа..па площади (см" например , [25], с . 
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463) функция и дважды непрерывно дифференцируема в JR2 ; чи
СJЮ !Зо и функция и удовлетворяют уравнению (24) . С помощью 
теоремы сложения Графа (см . , например, (24], с . 201) нетрудно 
убедиться, что число /30 и функция и удовлетворяют условию 

(25). Теорема доказана. 
Следующая теорема описывает качественные свойства спек

тра задачи (24), (25) . 

Теорема 5 Спектр зада'Чи (24), (25) может состоять лишъ 
из изолированнъ1х точек. Каждое собствениое зна-чение зада-чи 

(24). {25) не11реръtвно зависит от UJ > О и может появляться 
и ис чезать с изме1н"н11ем UJ лишь на границе римановоil поверх

ности Л , то естъ на бесконе"Чности и в mо'Чках ±kn00 • 

Доказательство . Рассуждая аналогично (8], с . 71, нетрудно по
казать, что оператор-функция Л(/3) голоморфна по f3 Е Л и не
прерывна как функция двух переменных f3 Е Л и UJ > О. В си
лу фредгольмовости оператора А(,8) , теоремы 3 о локализации 
спектра задачи (24), (25) и теоремы 4 о спектральной эквивалент
ности задач (24), (25) и (29) оператор А(/3) обратим для любого 

U/ > О и /3 Е Л~1 ) \ G. Таким образом, из теорем 1 и 2 вытека
ет, что характеристическое множество оператор-функции А (/3) 
может состоять лишь из изолированных точек, являющихся ее 

характеристическими значениями; каждое характеристическое 

значение (З непрерывно зависит от UJ > О и может появляться 
и исчезать с изменением U/ лишь на границе римановой поверх

ности Л , то есть на бесконечности и в точках ±kn00 . Отсюда и 

из спектральной эквива.лентности (теорема 4) следует справед
ливость теоремы. 

3.4 Существование собственных значениlt 

Теорема 6 Зада'Ча (24) , (25) имеет по icpailнeil мере одио про
стое положительное собстветtое зна'Чение fЗ , лежащее в обла

сти G , которому отве"Чает положительна.я собстаенна.J1 функ

ция . 

Доказательство. Пусть оператор 1\((3) при фиксированных 

f3 Е С определяется равенством (28) и действует в простран
стве вещественных функций L2(Щ. При фиксированных fЗ Е G 
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введем в рассмотрение задачу 

v = 1К(/З)v. 

Решения этой задачи / = 1(/J) и v f:- О ~tазываются хаµактери

стическим значением и собственной функцией оператора [{ (fЗ). 
Заметим, что 1\((3) при любо~t (3 Е О является интеграль

ным оператором с симметричным слабополярным положитель

ным ядром (см" например (25). с . 327) . 
Ясно, что, ес.11и при 11скотором (30 Е G функния v является 

собственной функцией оператора К(/3), отвечающей характери
стическому значению / = 1 , то v является собственной фу11к-
1щей оператор-функции А(/3), отвечающей характеристическому 

значению /Зо . 
При фиксированном положительном /3 Е G оператор К(/3) 

имеет счетное множество ноложительных характеристических 

значений . Для минимального из них справедливо равенство (см" 

например , (22] , с. 326): 

( ·~) . f (/, л 
'}1 }J = ш ' 

JeL)(!1) (К(/3)/, !) 
(30) 

где ( "· )скалярное произведение в L2(rl) . Покажем теперь, что 
существует такое /3 Е G, при котором /l (/3) = 1 . D силу не
прерывной зависимости Ф(/3 ; х , у) от /3 Е Л функция /l = 11 (/3) 
непрерывна. Из (30) и предельно1 ·0 соотношения Ф(/3; х, у) - оо 

при /3-. kn00 получаем, что ·r1(/3)-+ О при (3-+ kn00 . 

Докажем , •по /1(A~n+) > 1. Пусть 1> Е L2(Q) -собствен
ная функция оператора К (/3) отвечающая характеристическо
му :шачению 11 при фиксированном /3 = kn+. Для функции 
и = / 1 В (kn+) (p- 112v) , рассуждая также , как и при доказатель
стве теорем З , 4, получаем равенство 

J lgri\dul2 
dx + (k2 n~ - k2n~) J lиl 2 dx - ·11 J р lиl 2 dx =О . 

~ w п 

Очевидно, что при 11 :::; 1 функция и может быть только нуле
вой . Поэтому 11 ( kn+) > 1 . 
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Обозначим через /31 единственное решение уравнения 11 (/З) = 
1. Но теореме Ентча (см., например, (22], с . 329) 1 1(fJ1 ) есть про
стое характеристическое значение, и ему отвечает положитель

ная собственная функция t> 1 . Следовательно, /31 юmястся про

стым собственным значением задачи (24), (25), которому отвеча
ет положительная собственная функция u1 = В (fJJ) (p- 112v1). 

Теорема доказана. 

Отмстим, что в данном случае в силу симметрии рассматрива

емых задач по /1 относительно начала координат результат "'!ТОЙ 
теоремы остается справедливым и дJIЯ отрицательного fJ Е G . 
Положительное значение fJ Е С, и отвечающая ему собствен
ная функция и , сущестrювание которых доказано в этой теореме 

определяют собственную моду, котора:.~ в теории волноводов но

сит название основной. 

Hri основе подхода, разработанного n этом параграф<> для из
учения спектра скалярной задачи, даj(ее мы получим аналогич

ные резуJ1ьтаты для более сложной векторной задачи. 

4 Постановка векторноii задачи и ло

кализация спектра 

Сформулируем задачу о собственных модах цилиндрического ди

электрического волновода с размытой границей. 

Определение 4 Ненулевой вектор [Е , Н] Е [C2(ffi2)]
3

x [C2(JR2)j 3 

буде.м называть собственны.м вектором зада-чи (8), (22), отве
-чающим собствснно.му зна-чению fJ Е Л, если вътолнены условия 
(8), (22). Спектром зада-чи (8) , (22) будем называтъ множество 
ее собственных з11а-чениil . 

Если известен собственный вектор [Е, Н] задачи (8), (2'2) , от
вечающий собственному значению /] Е Л, то собственная мо
да rюJнювода опµеделяется по формуле (2). Следовательно, 110-

11ск собственных мод сво .. ·щтся к решению нелиней1юй векторной 
спектральной задачи (8), (22). 

Теорема 7 Области В и D главного листа А~1 ) римановоil по
верхности Л не содер:ж:ат собствеинъ~х зна-чений зада-чи (8), 
(22). 
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Доказательство. Пусть [Е. Н) - собственный вектор задачи 
(8), (22), отвечающий собственному значению /3 Е В . Следова

тельно, имеет !'.tесто равенство ( lб). Умножим е1·0 скалярно на 

Н и проинтегрируем по ffi2 . Мы имеем право это делать в силу 
условия (22) и асимптотики (23). В резу.• 1ьтате получим : 

k2 j IНl 2dx = j ( Rotµ с:~ RotµH), u)d.r ~ 
IR~ rn,2 

~ ~ j (Rot,в (R.ot13H}, Н}dх. 
n+ 

JR' 

Используя равенство (18), формулу (13) и формулу интегриро
вания по частям, продолжим: 

k
2 J IНl 2 dx ~ n~ J (-дll + р2 Н, Н)dх = 
Лl1 IR! 

1 J 2 /3
2 

/ 2 = -2 /gradЩ dx + -Т /HI dx. 
n+ n+. 

IR.1 Пt2 

В итоге получим неравенство: 

(J32 
- k~n~) j /H/ 2dx + j /grad Щ2dх ~О. 

R2 IR2 

Из этого неравенства следует, что значениям (З Е В отвечает 

только нулевое решение задачи (8) , (22). Действительно, если 
j3 Е В и 1/31 > kn+ , то Н = О в IR2 . Следовательно, и J<: = 
-l/(i'-"'con2 )RotaH = О в IR2

. Если же {'J Е В и 1/31 = kn+ , то 
функция Н должна принимать постоянное значение в IR2 . Но 
из условия излучения (22) и асимптотики (23) для любого /3 Е 
В следует, что Н обращается в нуль на бесконечности . Значит, 

Н = О в IR2 и Е = О в ffi2 при /3 Е В. 
Пусть теперь (Е, Н] - собственный вектор задачи (8), (22), 

отвечающий собственному значению /3 Е D. Тогда имеет место 
равенство ( 15). Умножим его ска.'Iярно на Е и проинтегрируем по 
rlR, где R ~ Ro. Н результате, используя формулу (13), формулу 
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инте1 ·рирован11я по частям , и равенство ( 17), получим : 

k~ J n 2 IEl
2 
dx = J (Rot :1 (RotpE) , E)dx = 

11R 11н 

/ (-ЛЕ + /12 Е + Grad13 (DivpE), E)dx = 

= /1gi·adE/ 2
dx- / (:1~ 1 .E)dx+f32 

/1El
2
dx . 

11R rR nR 

Возьмем от левой и 11равой части полученного равенсiва мнимую 

часть: 

/ ( 
дЕ -) 

Im дi.r!'E rlз:=O , R 2:: Но . 

l ' н 

Отсюда, используя условие (22) и орт01 ·011алыюсть тригономе

трических функций, для любого R 2:: Ru полу•rим : 

00 

21ГхR L Im[н,\2 )(xR)H~1 )'(xR)]IAnl 2 =0 . 
11=-00 

Легко видеть , что мнимая часть выражения , стояще1·0 в этой 

сумме в квадратных скобках , t1e зависит от n, а именно : 

Следовательно, для .:~юбо1·0 х Е IR-2 \ Slн0 вrе коэффициенты А" 
в разложении (22) функции Е обращаются н нуль . Л зто значит, 

что Е = О при J.' Е ffi 2 
\ QRn . В силу rлалкости показателя пре

.rюмления 11, функция Е должна обращаться в нуль всюду в IR2 

(см. [26] , с. 9U). Значит, и Н = 1/(i...vµ 0 )R.ot, .в E = О в IR2 . Итак, 
значениям (3 Е D отвечает только нулевое решение зада.•1и (8), 
(22) . Теорема доказана . 

5 Электромагнитные потенциалы 

Для того, чтобы свести задачу (8) , (22) к спектральной задаче 
для интеrра..1ыюИ оператор-функции , нам потребуется ввести в 

рассмотрение электромагнитные потенциалы. 
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ОпредеJ1ение 5 Ве:1т~ор-фу1·н.:ция А ( х) и скалярная функчuя 

rp(.r) называются соотытственно ве1'\mорнылt потенциалом. и 

скалярн'Ы-М потеициало.м вe"ll:mopuoгo пол.н [Е, Н] , если справед
ливо представлеиuе 

Е =iwµoA - Grad,q<p, 

Н = Rot,q A. 

(31) 

(32) 

Лемма 4 Дл.я любого собственного вектора [Е , Н] зада-чи (8) , 
(22), отве•tающего собственно.ну значению /3 Е Л, существу

ет векторпъи1 потенциал А и скалярпыil потенциал 'Р. Если 

потсициалы А 11 <р свлзаны друг с другом услов!lеМ Лоренца 

то они удовлетпьоряют уравнен11я.м 

где 

[л + (k~n;, - 82)] А== -J, 

[л + (k 2n;, - /3~)] rp == -р, 

J = -i"-1€o(n2 
- п;,)Е , 

р = -(Е, n- 2gradn 2) . 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

ДоказатсJ1ьство. Пусть вектор [Е. Н] -- собственный вектор за
дачи (8), (22), отвечающий собственному значению {3 Е Л. По
скольку 

Div,вH =О, 

существует такая вектор-функция А , что имеет место предста

вление (32). Подставляя (32) в первое из уравнений Максвелла 
(8), получим 

Rot,j(E - iwµoЛ) =О . 

Следовательно, существует такая скалярная функция 'Р, что 

справедливо равенство (31) . Таким образом любой собственный 
вектор задачи (8), (22) может быть выражен через функции А(х) 
и <;:>(х). 
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Определим теперь каким уравнениям удовлетворяют потен

циалы А и r.p. Подставим представления (32) и (31) во второе из 
уравнений Максвелла. В результате получим равенство 

Rot13 (Rot.вA) - k 2 n~A = i'-<lt: 0 n~Grad,a<p + .J , (37) 

где вектор-функния J определена по формуле (36) . Из уравнения 

формулы (11) и представления (31) получим 11е11очку равенств 

Отсюда и из форму.r1ы (9) получим равенство 

Как известно [19], в силу неодно:тачности определения потенци
алов А и r.p, можно наложить на них дополнитеJJыюе условие, 
которое позволl!т упростить уравнения (37) и (38) . Пусть А и ер 
удовлетворяют условию Лоренца (33) Тогда из (37) и (38) при 
помощи формулы (13) получим уравнения (:34) и (35). Лемма 
;:~:оказана . 

Определение 6 Ве~стор-фун1щия П(.z:) иазъtваетс.я ве~тпро.м 

Герца, или пол..нриэациониъ~м потенчиалом ве.,.ториого пол.я 

[Е, Н] , если справедливо представление 

(39) 

Н = -iwe0n~R.ot.,вП . (40) 

Лемма 5 Для. любого собственного вектора (Е, Н] зада'ЧU (8) , 
(22) , отве'lающего собствсиному з11а'Чению f3 Е Л существует 
nол.яризацио1tный 11отенциал П. Поте11циал П удовлетворяет 

уравнению 
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Доказательство. Rыразим потенциалы А и <Р через один век

тор П . llусть 

..р = -Div/3П· 

Тогда из условия Лоренца (33) имеем 

А= -i<..1Eo11;,11 . 

Отсюда и из (34), (35) получим два уравнения для П, а именно 
уравнение 

и уравнение (41) . 
Проверим, что уравнение ( 4 2) является следствием уравнения 

( 41). С этой нелью докажем сначала справедливость равенства 

Div/3 ((п 2 
- п~) Е) = т1~(Е , n- 2gradn 2

). (43) 

Действительно, в силу (13) 

Div/3 ((п2 
- п~) Е) = (n2 

- п~) Div/3E + (E,grad (n2 
- п~)). 

Из ( 17) и ( 13) следует, что 

-Div1эE = (Е, п- 2gradn 2 ). 

Объединяя два последних равенства, по.rJучим (43). Пусть спра
ведливо ( 41 ). llрименяя к обеим частям равенства ( 41) операцию 
Div,з и учитывая (43) приходим к (42) . Наоборот, из (42) и (43) 
имеем 

откуда следует, что достаточно потребовать от вектора П, чтобы 

ВЫПОЛВЯJЮСЬ у равнение ( 41) . 
Выразим теперь векторы Е и Н через П: 

Е = iv.;µoA - Grad/3'-P = i<..1µ 0 (-iwEon~П) + Grad,вDiv,вП = 
= (k 2n~ + Grad,вDiv,в) П, 

Н = Rot1эA = -i<..1eon~Rot,вП. 
Лемма доКi!.За.н.а... 
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6 Нелинеiiная спектральная задача для 

интегральноii оператор-функции 

Для изучения качественных свойств спектра сведем задачу (8), 
(22) к спектра.пьной задаче для интегральной оператор-функции . 

При этом мы будем использовать электромагнит11ые потенциа

лы, введенные в предыдущем параграфе. 

Лемма 6 Пуrть [Е, Н] - coбcmtJcшtы'il вектор .зада•нt (8) , (22), 
отве11ающиi1 собственно.му .та ·чению /] Е Л. Тогда справедлива 
фор.мула 

Е(х) = (В(/3).1:.:) (х) , х Е IR-2 , (44) 

гdе 

(В(/З)Е) (х) = k2 ! (п 2 (у) - п;J Ф(/]; х, y)E(y)dy+ 

n 

+Giad;:1 J (Е. п- 2gi·adn 2 )(y)Ф(/3; х, y)dy, (45) 

n 

ф ({3 ; х, у)= ~H~l) (х(,8) lx - YI)' х Е IR2
, у Е n. 

Доказательство . Вектор Герца П удовлетворяет неоднородно

му уравнению Гельмгольца ( 41 ). Следовательно, рассуждая ана
:101 · ич110 доказательству леммы 3, запишем реше11ие этого урав
нения в виде 

П(х) = ~ J (п 2 (у) - n~) Ф(/]; х, y)E(y)dy, х Е IR". 
Тlё-;, 

n 

Отсюда и из равенства (39) для х Е IR2 получим 

Е(х) = (k2п~ + GradpDivfl) п~ J (п 2 (у) - п;,) Ф(/З ; х, y)E(y)dy. 

n 

ВоспоJiьзуемся теперь теоремой о дивергеш~ии : 

Div13 J (п 2 (у) - п~) Ф(/]; х, y)E(y)dy = 
n 

= ! Div13 [(п2 (у)- п;,) Е(у)] Ф(fЗ;х,у)dу, х Е IR2
, (46) 

n 
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и формулой (43) . В итоге получим требуемое равенство . Лемма 

доказана . 

При фиксированном f3 Е Л будем рассматривать онератор 

8(/3) , определенный равенством ( 45), как онератор , действующий 
в пространстве комп.,скс.нозначпых функций [L 2(0))3

. Пусть 

А(/1) = I - В(/3) , 

где 1 - едиш1 •шый оператор в [L2 (Щ)3 . При всех В Е Л ядро опе
ратора 8(/3) слабополмрно, с.11едовательно, оператор А(fЗ) фред
rольмов. 

Определение 7 Нсиулсвоil вектор F Е [L2 (S1)) 3 буде.м назы
вать собствснн.ым вектором оператор-функции A(f3), отве•tа
ющи.м характерисmи'tескому зна'Чению f3 Е Л, сели вътолн.ено 
уравнение 

A(8)l" =О. (47) 

Характеристu'tескu.м .множеством оператор-функции А(Р) бу
деJ.1 называть множество 'Чисел /3 Е Л, ал.я которых оператор 
А((З) не иJ.teem ограни'tснного обратного в [L 2 (П)] 3 . 

Сформулируем и докажем теорему о спектра.Jiьной эквива

лентности задачи о собственных модах волновода с размытой 

грюшцей (8), (22) и спектра.r~ьной задачи ( 47) для оператор
функции A(f3). 

Теорема 8 Еслu [Е, Н) Е [C2(IR2 )) 3 х (C2(ffi.2)]3 .яв.л.яеmс.11 соб
стве нн.ы.« вектором зада'tи (8), (22), отве'tающиJ.t собствснио
му зна'tению {30 Е Л, то F = Е Е [L 2(S1)] 3 есть собстве1111ы1'1 век
тор оператор-функции А(;3), отве'Чающиil характеристu'tеско

му зна'tению fЗо. Если l" Е [L 2 (П)] 3 .явлJ1еmс.11 собственным век
торо.м оператор-функи,ии А(/3), отвечающим характерисmи'tе

ско.му зна'tению (30 Е Л, и это /30 не являете.я собственным 

зна'tением задачи (24), (25), то вектор [Е, Н) Е [C2(IR.2)]3 х 
(C"(ffi2 )p , где Е = B(f3o)F, Н = (i.u1to)- 1 Rot,в0 E, естъ соб
ственный вектор зада'tu (8), (22), отве'tа1ощ11й собственному 

зна-чению f:Jo. 

Доказате.11ьство . Первое утверждение теоремы непосредствен

но следует из леммы 6. Докажем второе утверждение . Пусть 

r' Е [ L2 (Щ)3 - собствеппы1t векtор оператор-функции А(,8) , 
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отвечающий характеристическому ::Шачению ;3 Е Л. Ядро ин
тегрального оператора В(/3) слабополярно при любом /3 Е Л . 
Следовательно, сектор Е = 8(/3)f' нринадлежит пространству 
[C(Q))3 (см., например, [25) , с. 327). В силу известных свойств 
потенциала площади (см ., например , (2.5] , с. 463) вектор Е при

надлежит пространству [C2(IR2)]3 . 

По построению вектор Е удовлетворяет равенству (44) . При
меняя к левой и правой частям зтоrо равенства операцию Rot/J , 
учитывая формулу (9) и теорему о диосргенции (46) , получим 

J)iv_вE(x) = k2 j Div_в [(n2(y) - п;_.,) Е{у)] Ф(/З;х,у)dу+ 
n 

+ (Л - /32 ) j (Е, n- 2gradn 2 )(y)Ф(/1; х, y)dy, 

n 

х Е R2 

Добавлю1 и вы•1итая к правой части зтого равенства слагаемое 

k2п~ j (Е, n- 2gradn 2 )(y)Ф(/1; х, y)dy, 

n 

и учитывая формулу Пуассона ;~.ля потенциала площади: 

[л + (k 2 n~ -,82
)] j (E,п- 2 gradn 2 )(y)Ф(,В;x,y)dy = 

n 

= -(Е, n- 2gradn 2 )(x), х Е R2
, (48) 

получим равенство 

Div_вE(x) = k2 j Div/J [(п2 (у)- п~) Е(у)] Ф(,8;:1.:,у)dу- (49) 

n 

-k2 n~ j {J:: , п- 2 g1·adn 2 )(y)Ф (IJ ; x,y)dy-(.E.n- 2grad11 2 )(x), х Е R2
. 

n 

Далее , в силу линейности операции Divp и формулы (11) имеем 

Div,q [(n2 
- п~) Е] = Div_в (n 2 E) - n~DivpE , 

(Е, n- 2gradn2
) = п- 2 Divp (n 2 E) - Div_в E. 
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Используя два нредыдущих равенства. и равенство (49), нетрудно 
ви;~еть . что функция и= п- 2 оi"·.з (п2 Е) удовлетворяет ураввс-
нию 

и= j k2 (n2 (y) - п~) Ф(d; х, y)u(y)dy, 

!1 

которое в точности совпадает с уравнением (27). Как было по
ка:щно в нунктс 3.3, сели .В не является собственным значением 

задачи (24), (25) , то и = О в IR2 . Итак, мы получили, что для 
вектора Е справедлива. формула. 

и уравнение ( 44) может быть переписано в форме 

Е(х) = k2 j (n 2(y) - 11~) Ф(,8; i~. у)Е(у)dу
п 

(50) 

-C:radr; J Ф(,8 ; х , y)DiY13 E(y)dy , х Е R2
. (51) 

п 

Пусть Bl'KTop Н определяется следующим равенством (то есть 

вектора Е и Н удовлетворяют первому из уравнений (8)) : 

Н = (i"-'µu)- 1 Rot.11 0 E, х Е R2
. 

Из уравнения (51) и формулы (12) имеем 

Н(х) = -iц;€0Rot11 J (n2(y) - п~) Ф(.8 ; х , y)E(y)dy, х Е R2
. 

п 

( 52) 
Отсюда следует, в частности , что если Е Е (C 2(IR2 )] 3 , то и Н Е 
(C2 (IR2)]3 • Докажем, что вектора Е и Н удовлетворяют второму 
из уравнений (8) . Применим к обеим частям уравнения (52) опе
рацию Rot11 и полученное равенство сложим с равенством (51) 
умноженным на i"-'con~ : 

= -iu; c-oRotвRot,в j (n 2(y) - n;J Ф(р; х, y)E(y)dy+ 

!1 
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+iwEon~k 2 j (11 2 (у) - п~) Ф(/3; х, у)Е(у)dу
п 

-i'-'IEon~Grad/3 j Ф(/3; х, y)Div/ЗE(y)dy, х Е R 2
. 

11 

Продолжим равенство, используя формулу ( LЗ), и теорему о ди
вергенции ( 16): 

Rot.,:> Н +iц.·Ео п~ Е = 
= i'-'IEo [Л + (k 2 n~ - /3')] j (n 2(y) - 11~) Ф({3; х, y)E(y)cly-

n 

-i1.VE0Grad;з j Пivp [(n 2 (y) - n~) Е(у)] Ф(j3;x,y)dy-
11 

-iwc0 n~G1·adд j Ф({3;x,y)DivpE(y)dy, х Е R2
. 

11 

Из этого равенства, уравнения (50) и формулы Ilyaccoнa ( 48) 
окончательно имеем: 

Следовательно, вектора Е и Н удовлетворяют второму из урав

нений (8). Из (51), (52) с помощью теоремы сложения Графа (см., 
например, [24], стр. 201) легко получить, что векторы Е и Н 
удовлетворяют условию излучения Свешникова-Рсйхардта (22). 
Теорема доказана. 

С.·нщующая теорема описывает качественные свойства спек

тра за.дачи (8), (22). 

Теорема 9 Спектр эадачи (8), (22) мо:жст состоять лишь из 
изолированных rno<teic. J{аж:дое собственное з1tа'tение зада-чи (8), 
(22) нenpepьtt.mo .зависит от 1.JJ > О и мож:ет появляться и ис'tе
зать с из.менеttие.м "'1 лиш1, па граииче ри.мановоil поверхности 

Л, то есть на бес~соне<tностu и в тo<ticax ±kn00 . 

Доказательство. Рассуждая аналогично [8], с. 71, нетрудно по
казать, что оператор-функция А({3) голоморфна по {3 Е Л и не
прерывна как функция двух переменных /3 Е Л и 1.JJ > О . В си

лу фредгольмовости оператора А(/]), теоремы 7 о локализации 
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спектра :эадачи (8), (22) и теоремы 8 о спектралыюй ~квюшлент
ности задач (8), (22) и (47) оператор A(1n обратим для любого 
w > О и ;3 Е В U D. Таким образом. из теорем 1 и 2 вытека
ет, что характеристическое множество оператор-функции А(,В) 
может состоять лишь из изолированных точек, являющихся ее 

характеристическими значениями; каждое характеристическое 

з11ачение ;3 непрерывно зависит от w > О и может появляться 

и исчезать с изменением w лишь на границе римановой поверх
ности Л., то есть на бесконечности и в точках ±kn00 . Отсюда и 

из спектральной эквивалентности задач (8), (22) и ( 47) (теорема 
8) следует справедливость теоремы. 
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